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FORORD TILL 1:A UPPLAGAN

Sommaren 1985 forelag ett omfattande, men fdr publicering ej fdrdigstdllt
manuskript i 12 kapitel och 2 bilagor, betitlat "Kompendium i elementir
hydromekanik” och fdrfattat av universitetslektor, agronomie doktor John
Sandsborg. Fran 1969 till 1984 hade Sandsborg handhaft undervisningen i
hydromekanik f3r studerande vid Lantbruksh8gskolan/Lantbruksvetenskapliga
falkulteten och redan 1973 givit ut ett fylligt kompendium i dmnet. Hosten
1985 maste Sandsborg, pd grund av en allvarlig sjukdom, i fortid upphGra
med hydromekanikundervisningen. Denna Overtogs av agronomie licentiat
Anders Bjerketorp, vilken da sedan ldnge varit den vid avdelningen for
lantbrukets hydroteknik som jimsides med Sandsborg Hgnat speciellt in-
tresse at hydromekanik och A&t hydromekaniska tilldimpningar inom avdel-
ningens verksamhetsfilt, 1 den tradition som tidigare fdrvaltats av bl a
Herman Flodkvist, Yngve Gustafsson och Sigvard Andersson. Sandsborg och
Bjerketorp kom ocksi Sverens om att tillsammans firdigstdilla manuskriptet
for utgivning och Bjerketorp skred omgdende till verket att gramska och
justera texten. Sedan Sandsborg i februari 1986 avlidit har Bjerketorp
fortsatt arbetet med att redigera, korrigera och komplettera manuskriptet,
sd att de fdrsta delarna (sektionerna) nu efter tre ir ir redo f3r publi-
cering. Den andra sektionen, "Hydrostatik”, utgdr en grundlig bearbetning
och i ndgon midn en utvidgning av kapitel 2 i ovanndmnda manuskript, var-
till fogats en Bversedd version av huvuddelen av ursprungstextens bilaga 2
(appendix B).

Viktiga, och med tacksamhet noterade, insatser har gjorts av den tidigare
institutionssekreteraren Margit Zetterberg, som skrivit ut det ursprung-
liga manuskriptet pa maskin, samt institutionssekreterare Maj-Britt
Brolin, som med aldrig svikande flit, talamod och fyndighet Gverfdrt den
bearbetade och i minga omgangar justerade versionen till ordbehandlings—
dokument .

Uppsala i november 1988

Janne Eriksson
Professor

FORORD TILL 2:A UPPLAGAN

I denna nya upplaga har texten ytterligare genomsetts och kompletterats.
Aven figurmaterialet har granskats och, under fdrtjinstfull medverkan av
ingenjor Hans Johansson, i betydande utstridckning justerats. Ett kort av-
snitt om flytstabilitet har tillagts. Huvudtiteln har #ndrats till "Kom-
pendium i agronomisk hydromekanik™.

Uppsala i augusti 1993

Anders Bjerketorp
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2. HYDROSTATIK

Ingen relativ rdrelse antas fdreligga mellan elementen i en fluid i vila.
Forekommer ingen relativ rdrelse och alltsa ingen hastighetsgradient, sa
kan inte heller nidgon skjuvspinning upptrdda, trots fluidens viskositet.
MG jligheten att helt bortse fran viskositeten vid behandling av hydrosta-
tiska problem gdr det relativt 13tt att nad exakta analytiska 1dsningar.

2-.1. HYDROSTATIKENS GRUNDEKVATION

De krafter, som verkar p& ett fluidelement i vila bestdr dels av masskraf-

ter, dels av ytkrafter, dvs tryckkrafter.

P4 det differentiella, parallellepipediska elementet i figur 2.1 verkar
per massenhet masskrafterna X, Y och Z i respektive x-, y- och z-rikt-

ningarna.

Med trycket p i elementets centrum (x;y;z) blir tryckkraften per ytenhet
uttryckt med hjdlp av partiella derivator

z
o
C G
i
8 b
5o d dZ;(x y,2) ] 3p d
. op dx v I, gp 8x
P = 3x 2 AR R A T
t
’
dyr
L/
A dx E
Y
X

Figur 2.1
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pd sidan ABCD p - 20 dx
dx 2
pd sidan ABFE P - op dy
dy 2
pa sidan ADHE P - dp dz
oz 2

Jamvikt i x-riktningen rider om

(p - %B.gzg.dy.dz - (p + éﬁ.éﬁ).dy-dz + p-Xrdx.dy-

x 2 o0x 2

Hyfsning av detta uttryck ger

3P - 4 x
bxp

Pa samma sitt fids fdr y-riktningen

2 - oy
dy °

och for z-riktningen

¥ - 57
22 ©

pa sidan

pd sidan

pa sidan

EFGH

DCGH

BCGF

p + é2.9§
dx 2

P+ QE.EZ
by 2

p+§£§£
gz 2
2.1
2.2
2.3

Ekvationerna 2.1 - 2.3 visar att tryckgradienterna lings axlarna #r direkt

proportionella mot fluidens densitet och de lidngs respektive axlarna ver-

kande masskrafterna.

Dessa ekvationer brukar kallas Eulers allmdnna jémviktsekvationer. De upp-
stdlldes i mitten av 1700-talet (Euler, 1755) av den schweiziske matemati-

kern Leonhard Euler (1707-1783).

Trycket i punkten (x;y;z) #r p. Man kan ocksa siga att trycket, p, ir en

funktion av liget i rummet, dvs av x-, y- och z-koordinaterna. Alltséi

p = p(x, ¥, 2)

Den fullstidndiga differentialen av funktionen

p = p(x, v, 2z) skrives

2.4

2
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dp=@.dx+b_pdy+b_2dz 2.5
dx 5y bz

Multipliceras ekvation 2.1 med dx, ekvation 2.2 med dy och ekvation 2.3
med dz samt adderas led fo8r led fés

éE.dx + éﬁ.dy +~é2-dz = peXedx + p-Y+dy + p-Z-.dz
dx oy z

och

dp = p-Xodx + p-Yedy + p-Z-dz 2.6
Detta uttryck dr hydrostatikens grundekvation i sin allmdnna form.

For en fluid i vila, vilken endast dr utsatt fdr tyngdkraftens inverkan,
dr i ekvation 2.6 per massenhet

X = 0 Y =20 och Z=-g
Insdttes dessa vdrden i grundekvationen erhdlles

dp = - p.g-dz 2.7
Denna differentialekvation anger tryckfordndringens beroende av tyngdden—
siteten och av h@jden Sver en referensnivi. Ekvationen giller for béade
sammantryckbara (kompressibla) och icke sammantryckbara (inkompressibla)
fluider.

2.2. TRYCKETS VARIATION I FLUIDER

2.2.1. Tryckets variation i inkompressibla fluider

Ekvation 2.7 kan skrivas

dz = - -l—-dp
(8

Integreras detta differentialuttryck mellan nivaerna z1 och 2z, med de
korresponderande trycken P respektive p,, fas

P1
=/ _dp 2.8

Py -8

For en fluid med konstant densitet (nagot som antas foreligga £fOr gaser
over smad och f8r vitskor Over betydande vertikala avstand) ger den genom-—
forda Integreringen av ekvation 2.8:

2:3



_ Py 7Py

22 - 21

p-8

eller
Py ~ Py = prg- (29 = 27) = p-g-h 2.9

Ekvation 2.9 visar att tryckdifferensen, (pl - pz), motsvaras av en tryck-
h6jd, h, astadkommen av en fluid med tyngddensiteten prg. Ofta anges
trycket med en mot detta svarande vitskepelarhdijd, t ex millimeter kvick-
silver (mm Hg), meter vattenpelare (m vp) etc. Sambandet mellan tryck (p)
och tryckhdjd (h) illustreras av den Oppna manometern och de likaledes
Oppna piezometerrdren i figur 2.2

0ppna piezo-
meterror

. ke
manometer

&

Figur 2.2

Ekvation 2.9 kan efter dividering med p.g och omgruppering ges formen

Py Py
_—+ zy = —— + Zg = konstant 2.10
pr8 p.g

anvindbar for jimfbrelser med ekvationer for fluidstrSmning. Tas tva god-
tyckligt valda punkter, 1 och 2 respektive, framgdr det av ekvation 2.10
att summan p/(p.g) + z dr densamma f&r alla punkter i fluiden. Detta kan
askadliggdras geometriskt (fig. 2.3).

I praktiken #r ofta en vitskeyta exponerad for aerosfdrstrycket (atmos-
firstrycket. Om detta sittes till noll, kommer den streckade linjen i

figur 2.3 att sammanfalla med vitskeytan.

Ekvation 2.9 skrives vanligen under formen

P = Paps = Py + p.g.h 2.11



didr P, dr lika med aerosfHrstrycket och h riknas vertikalt nedat (h = - z)
fran en fri vitskeyta (fig. 2.4).

B S It Sttt
- P, P,

S .
7 ~ (—+2)
g
| for en godtyckiig
1
2 24—
Z,
b !
Horisontellt referensplan
Figur 2.3

fp—f—ogh—

Figur 2.4

Hydrostatiska trycket riknas vanligen som Overtryck i forhallande till
aerosfdrstrycket (atmosfdrstrycket), dvs om p, star for aerosfirs-
trycket, sd dir p - p, = p-g'h det hydrostatiska trycket. Alltsa:

P = Py = Psvertryck = Pe = £°8°D 2.12

2:5



Ekvationen som ger uttryck for den s k hydrostatiska paradoxen, formulera-
des av den franske matematikern och filosofen Blaise Pascal (1623-1662).
Den hydrostatiska paradoxen, dven kallad Pascals princip, sdger att
bottentrycket i ett kdrl endast dr beroende av fria vHtskeytans hojd Over

botten, ej av vitskans kvantitet eller kirlets form (Pascal, 1658).

Illustrativt exempel 2.1

Ett 4,00 m hdgt undervattenslaboratorium skall kunna sinkas ned 100,0 m,
mitt fran havsytan till laboratoriets Sversida. S8k hydrostatiska trycket
pé laboratoriets Oversida och tryckets variation ldngs en av dess verti-
kala sidor efter nedsdnkningen, om relativa densiteten hos saltvattnet Er
1,025 och accelerationen vid fritt fall, g, sittes till 9,81 m/sz.

Losning: Vi har att

s Psaltvatten - fsaltvatten = 1,025;
9vatten(normal) 1000
= 1025 kg/m>
Psaltvatten &

Vi har ocksi att

Y = pg = 1025 x 9,81 = 10055 N/m> = 10,06 kN/m°
Trycket pa laboratoriets Sversida blir did p, = y-h

Pe = 10,06 x 100 = 1006 kPa
Tryckets variation lings en vertikal sida kan skrivas

pe = 10,06+(100 + z) kPa

om z mdtes fran laboratoriets verkant och nedat.

2.2.2. Tryckets variation i kompressibla fluider

Enligt ekvation 1.3 i Sandsborg & Bjerketorp (1993) har vi att

Y = pg = ‘P
RiT

eller

p 2.13
R,T

2
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ddr Ry stdr f£or den individuella gaskonstanten och T f&r den termodynamis-—
ka temperaturen. Ar fluiden en ideal gas i vila vid konstant temperatur
(isotermi) kan vi f8r tva situationer med trycket p och densiteten P res-
pektive trycket P, (forvixla inte detta P, med beteckningen for aerosfdrs-—
tryck) och densiteten Po skriva

p
p=L och Po=-.-9-
RiT RiT
som ger
P
-2 eller P = bo 2.14
bo Py Po
Ekvation 2.7 kan omformas till
dz = - L 4ap 2.15

gp

En sammanstdlining av ekvationerna 2.14 och 2.15 ger

p
dz = - —©° _dp 2.16

g'Po P

Om p = Py nidr p = Py ger integrering av ekvation 2.16 mellan gridnserna Z,

och z respektive P, och p att

z B,
/dz = = po /.d_p
ZO g' PO PO p
dvs
P
z -z =-_9 1n P_ 2.17

&:Po Po
ddr 1In betecknar den naturliga logaritmen. Da blir
z - 2

Pabs = PoreXP(~ ———2) = p.exp(- g+(z - 2,)0,/P,) 2.18
P,/ (8py)

vilket 3dr ekvationen for absoluta tryckets variation med hdjden i en gas
ndr isoterma fdrhdllanden rader.

Ofta antas aerosfdren (jordens lufthdlje) ha en konstant temperatur-
gradient

T=To+‘B'Z 2.].9

for standardatmosfidren gidller B = - 0,0065o C/m upp till stratosfiren.

2:7



Densiteten kan uttryckas i termer av tryck och temperatur med hjdlp av
ekvation 2.13

RyT  Ry(T, + Be2)

Substitution i dp = - p-.g.dz (ekvation 2.7 pid s. 2:3) ger mdjlighet till
separering av variablerna och till att genom integrering erhilla p i ter-
mer av z.

Illustrativt exempel 2.2

BerZkna, under antagandet att isoterma forhdllanden rader i aerosfiren,
lufttryck och densitet pa en hdjd av 1500,0 m, om lufttrycket vid havsytan
dr 1020,0 mb absolut och luftens densitet ddr kan sHttas till 1,290 kg/m3.
Sdtt accelerationen vid fritt fall, g, till 9,807 m/sz.

Losning: Fran ekvation 2.18 har vi att

Paps = 1ozooo-exp<— 9,807 x 1500 x 1,290/102000) ~84684 Pa

Fran ekvation 2.14 fis

_ Pabs'Po _ 84684 x 1,290
P 102000

p = 1,071 kg/m>

2.2.3. Ekvipotentialytor

Ytor, £0r vilka gidller att p i1 ekvation 2.9 har ett konstant virde, kallas
ekvipotentialytor eller nivaytor. Ekvipotentialytan kommer att i wvarije
punkt vara vinkelrit mot den i punkten resulterande masskraften. Ar luft-
trycket konstant ldngs en vitskeyta blir denmna en ekvipotentialyta (niva-
yta). For en ekvipotentialyta har vi da att vinstra ledet i1 ekvation 2.6
(s. 2:3) dr noll (dp = 0). Vi far

Xedx + Yedy + Z+:dz = 0O 2.21

Uttrycket 2.21 gar tillbaka till dem nederlindske matematikern, astronomen
och fysikern Christiaan Huygens (Huygens, 1728). Dess innebdrd precisera-
des av den franske matematikern och filosofen Jean la Rond d“Alembert
(d"Alembert, 1752). Huygens levde mellan 1629 och 1695 och d”Alembert fran
1717 till 1783.

2:8



2.3. ABSOLUTTRYCK OCH (HYDRO)STATISKT TRYCK

Tryeck kan hdnfdras till godtyckligt valda referensnivaer. De vanligaste HEr
lokalt aerosfdHrstryck (atmosfirstryck) och trycket vid absolut vakuum. Om
ett tryck anges som en differens mellan uppmdtt virde och det 1lokala
aerosfirstrycket kallas det ett (hydro)statiskt tryck. Ar det ddremot ut-
tryckt som en skillnad mellan uppmitt vdrde och trycket vid fullstidndigt
vakuum benimnes det absolut tryck.

Bourdonrdret och aneroidbarometern (visade schematiskt i fig. 2.5) &r
standardinstrument for mitning av (hydro)statiskt tryck respektive absolut
tryck.

//
(B
(a) Bourdonrdret (b) Aneroidbarometern

Figur 2.5

I bourdonrsret (Bourdons tryckmitare) (fig. 2.5a) dr ett bojt ror (A) med
elliptiskt tvirsnitt fastsatt vid B, medan dess fria #nda dr fdrbunden med
en visare (C) via en arm (D). Om det inre trycket kas i rOret tenderar
detta att ritas ut, med pafsljd att visaren ror sig &t hBger. Ar tryck-
mdtaren ritt instdlld skall visaren peka pad skalans nollpunkt, nidr trycken
utanfdr och innanfdr rdret dr lika. Bourdonrtret Hr konstruerat for mdt-
ning av tryck relativt trycket hos den lokala aerosfir (atmosfidr) som om-—
ger roret, dvs for mitning av (hydro)statiskt tryck.

Bourdonrdret #r uppkallat efter sin konstruktSr, den franske instrument-—
makaren Eugéne Bourdon (1808 - 1884).

Aneroidbarometern #r konstruerad fdr mitning av absolut tryck. Anordningen
i figur 2.5b bestdr huvudsakligen av en kort cylinder (A) dir ena dndan &dr
tdckt av en elastisk hinna (B). Luften i cylindern Hr delvis evakuerad och
en b8jlig metallfiider (D) hindrar cylindern fran att pressas samman av
lufttrycket. Tryck som pdldigges pa utsidan av hinnan astadkommer att denna
buktar éig indt. Denna rdrelse, som kan Overfdras till en passande skala
(C) genom metallf jidern (D), blir ett direkt matt pa& det palagda trycket.
Genom jimfdrelse med avlisningar pad en kvicksilverbarometer (fig. 2.6b) -
reducerade till 0 °C och "normaltyngd” - kan aneroidbarometern kalibreras
och direfter anvindas for mitningar av absoluttryck.

2:9
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Aneroidbarometerns utslag Hr direkt beroende av det verkliga lufttrycket
och behbver icke reduceras till "normaltyngd". I princip kan aneroidbaro-
metern jdmfOras med en fjddervag; kvicksilverbarometern ddremot med en

balansvag.
Absolut tryck
O N
T
i[r=
% Kvicksilver
%
. :
7
h 9 Hg
754
pe ‘ Pubs ¥ \&
2
(a) ﬁppet U-r6r £6r mdtning (b) Kvicksilverbarometern for
av (hydro)statiskt tryck, Pa- mitning av absolut tryck, Pabs*

Figur 2.6

Vitskeanordningar for mdtning av (hydro)statiskt tryck och av absolut
tryck visas schematiskt i figur 2.6. 1 det Oppna U-rdret i figur 2.6a
verkar atmosfdrstrycket, Pos pa den Ovre fria vHdtskeytan. Sdttes p = 0
kommer det palagda trycket, p, att bli lika med p-g-h, om @ betecknar
vdtskans densitet. Siledes kommer h att bli ett direkt miatt pa det (hyd-

ro)statiska trycket.

Kvicksilverbarometern (fig. 2.6b) har ett lufttomt rum ovanfdr kvick-
silverpelaren. Man kan bortse fran det 1illa tryck, som kvicksilveréngan
dstadkommer dir (0,00017 kPa vid 15,6 °C) och sdtta trycket ovanfdr kvick-
silverytan i rSret till noll. Vi fir da att p . = pHg-g-h, och h #r sile-—
des hir ett direkt mitt pa det absoluta trycket.

I figur 2.7 askadliggdres sambanden mellan absolut, atmosfdriskt och (hyd-
ro)statiskt tryck och undertryck for tva fall A och B. I diagrammet &r
ocksd standardlufttrycket ("normallufttrycket™) inlagt. Vi kan skriva

- undertryck ("vakuumgrad")

Absolut tryck = Aktuellt atmosfirstryck 2.22
+ (hydro)statiskt tryck
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p P
& &
a LgA
Hydrostatiskt ”Normalt”
tryck i fall A atmosfars-
tryck
R&rlig referensniva
y Pe = °
»r e
760 mm Hg (0,00 °c) - Und y
_ o ndertryc
= 10,2 m H,0 (3,98 °C) = P Fall B
= 1 atm = 101325 Pa = Aktuellt (lokalt)

1013,25 hPa B i’ atmosfdrstryck
Absolut tryck !
i fall A

(1 bar = 10° m = Absolut tryck
= 10° Pa = 10° hpa) i fall B
! :
- =0
Fast referensniva Pabs
Figur 2.7

Illustrativt exempel 2.3

Ett bourdonrdr registrerar ett undertryck (en “vakuumgrad”) av 303 mm Hg
ndr atmosfirstrycket dr 998 hPa. Berikna motsvarande absoluta tryck i hPa.

Losning: Vi har att

760 mm Hg = 101325 Pa = 1013,25 hPa

For 303 mm Hg kan vi skriva

760 mm Hg 1013,25 hPa
303 mm Hg X hPa
760x = 303 - 1013,25

= 303 -1013,25 _ 404.0 hPa
b
760

och slutligen

Absolut tryck = 998 - 404 = 594 hPa




2.4, MANOMETRI

Manometrar H#r anordningar i1 vilka vitskepelare anvindes for bestdmning av
tryckskillnader.

-

/%=°

Figur 2.8. {a) (b

En skiss av den enklaste manometern, vanligen kallad piezometerrdr, visas
i figur 2.8a. Piezometerrdret kan registrera trycket i en vitska, om detta
dr storre dn atmosfirstrycket. Det #r tydligt att anordningen ej kan an-
vdndas vid undertryck, eftersom luften ju di skulle stromma in i behdlla-
ren genom roret. Piezometerrdret dr opraktiskt att anvinda vid mdtningar
av stora tryck, eftersom det vertikala rdret skulle behdva gdras mycket
langt. Betecknas vHtskans densitet p kan trycket vid A skrivas Pp = g-g-h.

For mitningar av smd negativa eller positiva (hydro)statiska tryck i en
vitska kan anordningen i figur 2.8b limpligen anvidndas. Med detta arrange-
mang kommer den fria, mer eller mindre vdlvda, vitskeytan (menisken) att
befinna sig nedanfdor A. Eftersom trycket vid menisken 1lZmpligen sdttes

till noll och eftersom trycket minskar med hdjden, har vi att Pp =~ peg-h-

FOr mdtning av stdrre negativa eller positiva tryck dr en anordning 1lik-
nande den i figur 2.8c anvindbar. For att nedbringa lingden pad rdret in-
fores i rorkrdken ytterligare en fluid. Denna bSr ha avsevidrt stdrre den-
sitet Zn den ursprungliga fluiden och ha egenskapen att ej blanda sig med
denna. Den ursprungliga fluiden kan hdr vara en gas.

Eftersom trycken dr lika stora i horisontella plan inom kontinuerliga pe-
lare av samma fluid Hr det tydligt att p; = p,. Fran ekvation 2.11 fids att

Py =Py *prgehy och Py = 0+ pyrg-by

eller

Py = Pp= Py t+ prgrhy = Pygrhy

:12



2:13
dvs
Pp = Pyrg-hy - Prgehy

U-rdrsmanometrar anvinds ofta f8r att mita skillnaden mellan tva okidnda
tryck, Dy Och py (fig. 2.9).

7
Z
%

A

4
Z
7
7
%
%
Z
Z
z
A

Figur 2.9 {a)

Enligt de fdrutsittningar som beskrives i figur 2.9a har vi att trycket
(pe) vid C dr lika med trycket (pp) vid D. Vi kan skriva

Pc = Py ~ f178°hy — Pyechy och Pp = Pg ~ P38°h3

och

Pc = Pp = Pp ~ P1°8hy - Py'g-hy = pg ~ P3r8°hy

eller

Py ~ Pg = P1°8'hy + Py-ghy — P3eg°hy
P& samma sitt fds i anslutning till figur 2.9b:

P = Pyt f1-8°hy och  pp =pg * L3-8h3 T pyg-hy
och eftersom trycket vid C #r 1lika med trycket vid D

Pc = PpE pp t Pi-8-hy = pg t+ P3rg-hqy + Py-g-hy

eller

Pp ~Pg = ~ Py"g*hy t Py-g-hy + P308-h3g



I1llustrativt exempel 2.4

Vitskan vid A och B i figur 2.7a &r vatten (pvatten = 999 kg/m ). Manome-
tervidtskan dr en olja (Polja 806 kg/m ). Betrdffande h-vdrdena i figuren
gdller: hy = 0,300 m; h, = 0,200 m; hy = 0,600 m.

(a): Bestdm tryckdifferensen pp — pg 1 pascal.

(b): Berdkna vilket tryck i meter vattenpelare absolut (m vp abs) som ra-
der vid A, om trycket (pB) vid B dr 5,00 kp/cm2 och barometerstindet
dr 735 mm Hg ( PH = 13600 kg/m ).

L8sning:

(a): Trycken Pe respektive pp vid C och D dr:

Pc = PA ~ Pyatten®8°P1 T Po13a°8°hy = g ( Pyatten*t1 Polja'hz)
Pp = Pg ~ Pyatten’8'D3

Eftersom trycket vid C dr lika stort som trycket vid D erhdlles
Pc = Pp=Pp " 8 ( Pyartent1 * polja°h2) = Pg ~ yatrten 87035

varav foljer att
Pp ~ P = 8 ( Pyarren (Rp ~ h3) F Polja'hz)

eller numeriskt

py = Pg = 9,82 x (999 x (0,3 - 0,6) + 806 x 0,2) =~- 1360 Pa

(b): Vi har att

P
pg = P+8+hy eller hp = B on vp
223
pg = 5,00 KB_ =500 x 9,82 x 10000 L
sz mz
hB - 5,00 x 9,82 x 10000 _ = 50,05 n vp

999 x 9,82

Barom.st. 735 mm Hg = 13600 x 9,82 x 0,735 N/m®> (Pa)

999 x 9,82 x h = 13600 x 9,82 x 0,735

vatten

Barom.st. 1 hvatten = 10,01 m vp
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hp m vp abs = 50,05 + 10,01 = 60,06 m vp abs

Fran (a) har vi att

1360

—_— = -0,14 mvp
999 x 9,82

Py ~ Pg = — 1360 Pa = -

Av detta fdljer att
pp — 60,06 = - 0,14
eller

Pp = 59,92 m vp abs

Illustrativt exempel 2.5

Till en vertikal r8rledning (se nedanstdende figur), som innehdller olja,
dr ansluten en kvicksilvermanometer. Hur stort #r det hydrostatiska

trycket vid A, om ingen strdmning sker i ledningen?

el

4 ]
oljg —1~ ] p= afmosf fryck
i 1
!

By’
881 kg/m?

Losning: Trycket vid C = Trycket vid D. Vi far

Pc = Py + 881 x 9,82 x 2,50 och pp =p, + 13570 x 9,82 x 0,362

Po sdttes till O

Pc = Pp=E Py + 21628,6 = 0 + 48239,2

Py = 48239,2 - 21628,6

]

26610,6

pp = 26611 Pa 26,6 kPa

:15



2.5. VATSKETRYCK MOT PLANA YTOR

De krafter som i en vitska verkar pid en bestdmd yta, kan ersHittas av en
resultantkraft. Storleken av resultantkraften, liksom liget (tryckcentrum)
av dennas angreppspunkt, bestimmes antingen genom hirledd formel eller
genom integrering.

2.5.1. Horisontella ytor

En plan yta, horisontellt placerad i en vitska i wvila, 3r utsatt for ett
konstant tryck. Storleken av den kraft, som verkar pid em sida av ytan fas
ur relationen

dF = p.dA 2.23
dvs
F ::/p'dA = p/dA = p.A 2.24
A A

ddr p Hr trycket per ytenhet och dA en elementaryta. De elementarkrafter,
pdA, vilka verkar pa ytan A, #r parallella. En skaldr summering ger ddrfor
resultantkraftens storlek. Resultantkraftens riktning #dr vinkelrdt mot
ytan om p dr positivt, vinkelrit Ezég_ytan om p &r negativt.

Med hijdlp av figur 2.10 kan vi bestdmma resultantkraftens angreppspunkt,
dvs den punkt pa ytan, dir kraftmomentet kring en godtycklig axel genom
punkten #r noll. Eftersom resultantens moment (se Bihang 2.1) maste vara
lika med summan av krafternas moment kring en godtyckligt vald axel, t ex
x-axeln, kan vi skriva

Fy' =ﬁ‘dF 2.25

Enligt det foregdende #r F = peA och dF = pdA varfor

p-A.y' =/Y pedA

A

dir y' #r avstdndet frin x-axeln till resultantkraftens anbringningspunkt.
Eftersom p ir konstant fas

y! =_i_/y,dA=yo 2-26

A

dir y, dr avstandet till ytans tyngdpunkt (se Bihang 2.1).
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Sammanfattningsvis: Om en horisontell yta utsittes for vitsketryck, gar

kraftresultanten genom ytans tyngdpunkt.

y
| A
dA
X %
P
y o
y
Y=y
¢ ¥ . x
Figur 2.10

2.5.2. Lutande vtor

I en vdtska med densiteten p Hr en plan skiva nedsidnkt enl figur 2.11.
Skivan lutar o® frin vertikalplanet. Skdrningen mellan skivans plan och
fria vdtskeytan bildar x-axeln, medan y-axeln dr riktad lings skivans eget
plan. Vi stker storleken av, riktningen pi och angreppspunkten for den av
vitskan orsakade resultantkraften riktad mot den plana skivans ena sida.

Om F i figur 2.11 (ddr djupvariabeln Hr positiv) dr totala tryckkraften
mot den plana ytan A (BC) och tryckkraften dr dF mot ett infinitesimalt
ytelement dA beldget pa djupet @ blir

dF = pdA = p-g-7-dA 2.27

Enligt figur 2.11 gZller emellertid att

e
il

¥+coSQ ,
varfor

dr

p-g-y-cos(a)-dA

17



Integrering ger

F = pg.cos{(a) Jy-dA

Integralen //;‘dA dr ytan A:s (BC:s) moment med avseende pi x—axeln (se
Bihang 2.1).

Enligt mekaniken gdller (se Bihang 2.1) att hela ytans moment ir lika med
summan av delytornas moment. Alltsi

//;-dA

p-g.cos(a ).y, <A

Yo' A

och siledes

rrj
il

Av figur 2.11 framgdr att

"o = yo:cos o,

varfor

ro
it

Prgen,A 2.28

Ekvation 2.28 visar att det totala vitsketrycket mot en begridnsad plan yta
dr lika med tyngden av en vitskepelare vilken har ytan som bas och avstan-
det fran ytans tyngdpunkt till den fria vidtskeytan som hdjd.

Figur 2.11

:18
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2.5.3. Tryckcentrum och dess ldge pa regelbundna ytor

Tryckresultantens angreppspunkt bendmnes tryckcentrum och betecknas TC.

Den sammanfaller med ytans tyngdpunkt endast om ytan ligger horisontellt
(eller om tyngdpunkten Hr beligen pa o#ndligt stort djup).

Med utgangspunkt fran ovanstdende definition av tryckcentrum kan vi upp-
stalla £01jande ekvation, om momenten tages kring x—axeln (fig. 2.11)

Fey, = //;odF 2.29

dir Ve dr tryckcentrums y-koordinat.

Eftersom
F = 9'8-no'A (2.28)
och

dF = p.g-n-dA (2.27)

ger insdttning i ekvation 2.29
P8y Ay, = p-8 n%-dA

Nu dr emellertid

Mg = Yo cos(a)

och
M= y.cos(a),

varfor

p-g-yyrcos(a Ay, = p-gvcos(<1)//;é'dA
och

/y2,dA L
y, = - _x 2.30
yO‘A yO'A

I, = ysz dr ytan A:s (axiala) trdghetsmoment (se Bihang 2.1) med av-

seende pa x-axeln.

Analogt blir Iy = //gsz, ytan A:s trSghetsmoment med avseende pa y-axeln.



Parallellfdrflyttningsekvationen och Steiners sats

Z -+ X
%
lA y
0 ol
' P °
=%
y GA
v

Figur 2.12

Ytan A:s troghetsmoment med avseende pa x-axeln kan tecknas (jfr fig.

2.12)
= /2.
IX—/y dA

A

En transformering av yttrdghetsmomentet, I_, med avseende pa x—axeln till

X
yttroghetsmomentet, I, med avseende pa en parallellt med x-axeln 18pande

axel genom tyngdpunkten, leder till uttrycket

- 2 - 2, 2 - .
IO —‘//}y - yo) «dA _,//; dA + yo‘//gA 2yo‘//; dA
A A A A
Men eftersom
I, ’//AA = A och ‘//§.dA = yo-A

J/;2=dA

A A A
erhalles
I=1, +y2A-2y2a=T1, - y2.a
eller
T, =1, + v : 2.31

Uttrycket 2.31 Hr parallellfdrflyttningsekvationen for troghetsmoment med

avseende pa ytor. Denna ekvation kan sigas vara ett specialfall av pa-
" rallellfsrflyttningssatsen med avseende pa masstrdghetsmoment, ett teorem
som ofta kallas Steiners sats efter den schweizisk-tyske matematikern
Jakob Steiner (1796 - 1863).

2:
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Insdttning av ekvation 2.31 i ekvation 2.30 ger

I 2

x Io + yo’A Io
yc = = = yo + 2.32
Yo' A Yo A Vo' &
Fkvation 2.32 kan ocksa skrivas
Io
Y. - 34 = 2.33
Yo' A

Io i ekvation 2.33 kan aldrig ha negativt vidrde, varfor Yo ~ Yo alltid dr

positivt.

Fér varje icke horisontellt liggande yta gdller att dess tryckcentrum all-
tid ligger ldgre in dess tyngdpunkt. Avstindet mellan tryckcentrum och
tyngdpunkt minskar dock med Skat avstand mellan ytans Sverkant och vitske-
ytan. Detta forhdllande tilldter, vid nedsdnkningsdjup som #r stora i for-
h&llande till nedsdnkt yta, approximationmen att 1l4ta resultantkraften
verka genom ytans tyngdpunkt.

Tryckcentrums lige i sidled fSr regelbundna plana ytor, som t ex i figur
2.13, kan bestimmas genom uppdelning av ifragavarande yta i ett stort an-
tal rektanglar med den differentiella hdjden dh. Tyngdpunkten och tryck-
centrum i var och en av dessa smd ytor sammanfaller, vilket medfdr att
resultantkrafterna for varje liten delyta kommer att verka pd medianen AB.
Enligt mekanikens lagar maste ocksd angreppspunkten £fdr dessa krafters
resultant ligga pa medianen. Punkten blir d& hela ytans tryckcentrum.

Figur 2.13

2
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2.5.4. Tryckcentrums lige pa oregelbundna ytor

For oregelbundna, plana ytor Hr tryckcentrums lige bestimt av de bada
koordinaterna (ej enbart av en).

Vi berdknar tryckcentrums lige dven for x~koordinaten (fig. 2.14).
Enligt definitionen p& tryckcentrum giller att (jfr ekvation 2.29)

Fox, = ﬁc-dF 2.34
Enligt det fdregdende (ekvation 2.27) har vi ocksd att

dF = p+dA = p-g-n.dA

Figur 2.14

Av figur 2.14 framgar att

=3
il

yvesin(a )

c prg»sin(ar);/;ny-dA

p-gmytA  och M, = Yo sin(a )

varfor

H
bl
!

Eftersom

i
i
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H
)
1

c p.g—yo'sin((x)-A-xc = p-gesin(a ) [x-y-dA

ﬁ-y'dA
ﬁ(ay.dA I

Vo' A Yo' A

eller

«
ov
>
e
Ie)
1]

dvs

Integralen //<x-y-dA kallas inom mekaniken deviationsmoment och betecknas

I.-
Xy

2.5.5. Nigra tilldmpningsexempel rorande tryck mot plana ytor

Illustrativt exempel 2.6

En forddmning i ett Oppet dike har i transversellt led formen av ett pa-
rallelltrapets. Dimmets uppstromssida Hr lodrdt. Den kortare av de bada
parallella sidorna ("bottenbredden") &r b, meter. Bredden i vattenytan &r
by meter. Vattendjupet #r h meter och slintlutningskoefficienterna &dr k;
respektive k2 (dessa koefficienter star for tangenterna for respektive
sldnts lutningsvinkel mot vertikalplanet i dikets riktning). Vattnets den-
sitet kan sdttas till p kg/m3.

Hirled uttryck for

(a) resultanttrycket mot dimmet
(b) djupldget fOr resultanttryckets anbringningspunkt (tryckcentrum).

o

Vattentrycket verkar alltsid pi en trapetsformig yta med hdjden h och de
bdda parallella sidorna b, respektive by. Vi bestidmmer fOrst avstandet,
yo,pt’ mellan trapetsets tyngdpunkt och vattenytan, genom att ta momenten
kring en linje ldngs vattenytan.

2
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Emedan hela ytans moment 3r lika med summan av delytornas moment (jfr s.
2:18) erhdlles

Vo,pt’ A =]y-dA [1a]
0

ddr A betecknar hela arean och dA symboliserar areaelementet.

Eftersom dA = (by - k;y - k,y)dy kan formel [133 Sverforas till

Yo,pt'A =)Eb6 - (ky + ky)ey)y dy [1b]
0

Med k; + k2 = ¢ kan formel [1E) utvecklas enligt foljande:

h
Yo,pt*h = b5 {/Y dy - C]yz'dy

0
h h
yo,pt'A = b6/2 y2 - c/3 y3
0 0
2 - R
y A o b6 h _ c-h3 ] (3b6 2ch)+h
°,pt 2 3 6
Men eftersom ch = bB - bn

2
(an + b6) h

Yo,pt & = - och
(2b_ + b..)-h2
y - n ]
Nu 3r emellertid
(bn + bs)'h

e o

varfor

(2b_ + b)h

= 2.36a
Yo,pt
? 3'(bn + bB)
Det kan 1l3tt visas att avstandet h - Yo,pt ir
(b_ + 2b..)-h
h - ¥5,pt = n ° 2.36b
3

3- (b, + by)
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Ekvationerna 2.36a och 2.36b gidller fdr lodritt staende, icke Overdidmda
parallelltrapetser med de bada parallella sidorna vagritt och oavsett om
den kortare eller ldngre sidan ligger nederst. Att ett parallelltrapets
icke dr Overddmt innebir att trapetsets Uvre sida ligger 1 vitskeytan.

(a) Resultanttrycket kan tecknas enligt ekvation 2.28 (s. 2:18)

F = P.g.yO.A (2.28)
dvs i forhandenvarande fall

] p.g.(an + bﬁ)'h'(bn + ba)'h P8

2
F = (2b_ + b.)-h
pt 3+(b, + by)e2 6 nooo
Resultanttrycket, Fpt’ mot ett vertikalstdllt parallelltrapets med Ovre
sidan i vattenlinjen Hr alltsa
P8 2
Fpt = _E_.(an + ba)oh 2.37

(b) Tryckcentrums djuplige

Ekvation 2.30 pd s. 2:19 kan skrivas

h

_ _ 2
Ye,ptYo,pt A = Iy ot ~/ .dA [3a]

0

d&r Ve pt och Yo pt dr djupliget for tryckcentrum resp tyngdpunkt f3Or ett
2 b

vertikalt stdende, icke Overddmt parallelltrapets. A representerar hela

den area som utsdttes f&r tryck och dA symboliserar det differentiella

areaelementet. I pt dr trdghetsmomentet kring en linje lings vattenytan.
b

Sasom tidigare visats #dr dA = (b.cs - cy):dy, med c = ky + k,y. Formel [3;]
kan ddrfdr tecknas

h
- _ 2
IX,Pt “/(ba Cy)'y ° dy [3b]
0

Utveckling av [35] ger

h h
IX,pt b.d/yzv dy - c/y3o dy
0 0

h h
- c/b y4

_ 3
Ix,pt B b6/3 y

2
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Th3
(3bn + bB) h

1 =

x,pt 2.38

12

Ekvation 2.38 giller oavsett om den kortare sidan ir nederst eller Gverst.

Med utgangspunkt fran ekvation 2.31 och med utnyttjande av ekvationerna

2.36a och 2.38 samt av formel [i] kan man visa att parallelltrapetsets

yttroghetsmoment, I, ot? kring en genom tyngdpunkten och parallellt med de
b2

jdmldpande sidorna gaende axel definieras av f&ljande ekvation:

(b% + b2 + 4b +b,)-h°
Iy op = ——3 n_8 2.39
, 36- (b, + byg)

Med hjdlp av formel [3%] och ekvation 2.38 erhilles

3
_ Ix,pt (3bn + b6)'h

- [45]
A 12'yo,pt'A

Ye,pt -
Yo,pt

Enligt ekvation 2.36a respektive formel [2] gdller emellertid att

(2bn + ba)-h

(b + b..)+h
och A=_98 O
3¢(b, + by) 2

Yo,pt

varav f£0ljer att

3 . :
(3b, +Dbg)eh3-(b + ) 2 (3b +Dby)-h

Ye,pt [AS]
’ 12+(2b_ + byg)+h- (b, + bg)h  2-(2b_ + by)

Det #r alltsd sid att tryckcentrums djuplige, vy, pt? for ett vertikalt
¥

stdende (icke Sverddmt) parallelltrapets definieras av ekvationen:

(3b_ + b,)h

v 2.40a
©PE 2.(2b_ + by)

For h - Ye,pt gdller
3

(b_ + 3b,)-h
h-v t = o ° 2.40b
PR 2-(2p, + by)

Ekvationerna 2.40a och 2.40b giller £Or lodritt stdende parallelltrapetser
med de bdda parallella sidorna vagritt och oavsett om den kortare eller
lingre sidan ligger nederst, under fOrutsittning att trapetserna inte &r
dverddmda (jfr s. 2:25, fdrsta stycket).
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Svar till illustrativt exempel 2.6:

= = P.g . 2
(a) Resultanttrycket Fpt _g_ (2bn + b6) h

i (3b_ + b)eh

(b) Tryckcentrumsavstind

=y
¢>pt 2-(2b_ + by)

Illustrativt exempel 2.7

Nedanstdende skiss visar en tvirsektion av en fordimningsvall. Vilket
kraftmoment per lingdmeter av vallen &stadkommer det 2,00 m hSga vatten-—
stdndet kring momentpunkten A? Det fOrutsdttes att ingen ldckning fore-
kommer vare sig genom eller under forddmningen ( P vatten - 999 kg/m3).

L 4

%
P |l
-
200m
[ TC
D .
? e 100m—, X
0,830m

g"ﬂ

L8sning:

Den horisontella kraften, Fh’ verkar pa en yta, , som dr den vertikala
projektionen av den lutande ytan. I ekvation 2.28 (s. 2:19) kan di in-
sdttas F = Fis To = Yo och A = Ay’ dvs

Fh = P‘g-yO'Ay
dir p'g = 999 x 9,82 = 9810 N/m’
o = 1,00 m

1 x 2,00 = 2,00 m?

&

2:
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Vi far alltsa

F, = 9810 x 1,00 x 2,00 = 19620 N [1])

For den vertikala kraften, Fv’ gdller sambandet
F =p.g-v
dar

999 x 9,82 = 9810 N/m>

p-g

vV = 2,00 X 1,60 X 1 = 1,60 m3
2

Vi far alltsa

FV

9810 x 1,60 = 15696 N [2]

For att Fy:s hdvstangsarm med avseende pé momentpunkten A skall erhdllas,

bestimmes Yo med hjdlp av ekvation 2.32, dvs

1
Yo = vy + 2 A (2.32)
Yo'l
didr
Yo = 1,00 m
bhY _ 1 x 2,000 _2 4
I, = =X 2 =< p (se Bihang 2.1)
12 12 3
och
Ay = 1 x 2,00 = 2,00 n2.
Vi erhaller
y. = 1,00 + 2 =1,00+L1=%%1,33 n
3 x 1,00 x 2,00 303

Fy:s hdvstingsarm med avseende pd A blir da

2,00 + 0,80 - % =22 1,467 n
3 15

Kraften Fh:s moment (medsols) kan tecknas

19620 x 22 = 28777 Nm
15

Eftersom F angriper i volymen BCD:s tyngdpunkt, si mdste vi, for

att er-—

hélla F_:s hivstingsarm med avseende p& A, bestdmma lingden av den stricka

som betecknas med x, i figuren pd fdregdende sida.
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1,60m ——s|
B 3 C
 \ 4 Y,
I l—a00 n—r
2 /
3 m /
/
—L«-xo—ww
/
2,00m /
h /
/
/
/
/
/
/
¥ v
D

Tyngdpunkten ligger utefter medianen DE pi vinkelrita avstandet 1/3 h franm

linjen BC i figuren ovan. Till £0ljd hdrav gidller att

2
X 2,00 —'5

0,800 2,00

8

X, = =
° 15

FV:s hdvstangsarm med avseende pd A blir did i anslutning till figuren

4,00 - & =32
15 15

Kraften FV:S moment (motsols) fas sedan till

15696 x 22 = S4414 Nm
15

Resulterande moment (motsols)

54414 - 28777 = 25637 Nm f 25600 Nm
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2.6. VATSKETRYCK MOT BUKTIGA YTOR

Resultantkrafter mot i vdtskor nedsidnkta buktiga ytor kan ofta inte direkt
berdknas med metoderna redovisade i fdregdende avsnitt. Bestdmningen sker
hdr ldmpligen genom att storleken av resultantkrafternas horisontella och
vertikala komposanter forst berdknas och ddrefter sammansdttes.

Vi studerar kraftverkan pa den buktiga delen AB av en sida av behédllaren i
figur 2.15. P4 varje litet ytelement kan storleken, riktningen och lokali-
seringen av tryckkraften bestdmmas enligt i det fdregdende angivna princi-
per. Detta leder till den i figuren skisserade tryckfdrdelningen, vilken
sedan kan reduceras till en enda resultant F med komposanterna Fy och F_.

AV

~O

Figur 2.15

T 1]
Analys av den "fria kroppen” ABC tilldter berdkning av Fy och F, dvs av
komposanterna till resultantkraften utSvad av ytan AB pa vitskan. For
statisk jdmvikt gdller:

F

]
< FBC + Fh =0

F

|
g = Fac t P8 Vpapc + Fy = 0

Hdr blir ?é = - Fge och F; == (Fpe t p-8"Vpge)+ Jdmvikten fordraronﬁ?li—
g?n att Fh méste vara lika stor som, men motsatt riktad Foc- Likasa maste
Fv vara lika stor som, men motsatt riktad summan av krafterna F,,.
och p-g+Vppc- Problemldsningen reduceras till en berdkning av storlek och
ldge av Fpes Fac och p-g+Vppo- Krafterna Fpe och Fye kan bestdmmas enligt
avsnitt 2.7., medan P‘g'VABC ir tyngden av den "fria kroppen” ABC, en
kraft som ju kan sidgas verka genom tyngdpunkten.
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For att den resulterande kraften mot den 1 vdtskan befintliga ytan AB i
figur 2.15 skall kunna berZknas, si& miste denna krafts vertikala och hori-
sontella komposanter bestdmmas (fig. 2.16).

dAx
s 7y — X
% y
A —dA, —»
4 a
dA
¥ 7 y L & dE‘
_L( a |
dA\ @ 2 !
v o’
dA, — = dE dA a\e
1= i
B o, dF dh df
v
y
Figur 2.16

Eftersom, enligt vad tidigare anforts (s. 2:19), dF = p.g.n.dA och 7 i
hdr aktuellt fall dr 1lika med y fés

dF = Q.g,y.dA
Enligt figur 2.16 gidller att

dF , = dF.sina = p.g-y-dA:sina

Men eftersom dA:rsina dAy far vi

dF pngry'dAy

Integrering ger

=]
1l

% Q.g. y~dA.y = p.g.yo.Ay 2.41

Ekvation 2.41 visar att den horisontella tryckkraft som en vHtskekropp

dstadkommer mot en buktad yta pa en fast kropp, dr lika med den tryckkraft

som vitskan kan sigas utBva pa fastkroppsytans vertikala projektion. y-

koordinaten for den horisontella tryckkraftens angreppspunkt Hdr lika med
y~koordinaten fOr projektionsytans tryckcentrum.
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F&cﬁygﬂla

dFy = dF.cosa = p-g.y-dA.cosa
Men
dAscosa = dAX,
varfor
dF_ =

y p'g'Y’dAx

Efter integrering fis

Fy pgfyndAX 2.42a

y-dA, dr volymen av en infinitesimal "skiva”. Summan (dvs integralen) av
alla skivor dr lika med hela volymen, V. Vi kan f&ljaktligen skriva

F, = pegeV 2.42b

Ekvation 2.42b visar att den vertikala tryckkraft som en vitskekropp med
fri yta orsakar mot en buktad yta pad en fast kropp, dr lika med tyngden av
en vertikal vitskepelare, som nedtill begrinsas av den givna fastkropps-—
ytan och upptill av dennas projektion pa det horisontella plan vari den
fria vidtskeytan ligger. Detta giller oavsett om vitskan fyller ifréga-
varande rum eller ej. x—koordinaten fOr den vertikala tryckkraftens an-—-
greppspunkt dr lika med x-koordinaten for vitskepelarens tyngdpunkt.

Resultanten F erhdlles sedan till storlek och riktning ur en kraftpolygon.
Ar ytan cylindrisk eller sfdrisk gar tryckresultantens verkningslinje all-
tid genom cylinderns axel, respektive genom sfiHrens medelpunkt.

Illustrativt exempel 2.8

Tvirsektionen av en vattenbehallare #r elliptisk med storaxel och lillaxel
2,00 m respektive 1,20 m. Behdllaren har bade 1lHngdaxeln och &#ndarnas
storaxlar horisontella. Bestdm, under fOrutsdttning att tanken &r helt
fylld med vatten ( P . tren = 999 kg/m3), tryckkraften per lidngdenhet

a) mot undre halvan av tanken b) mot Ovre halvan av tanken

Lo8sning: Vi anvinder relationerna

Fh = 0:8 Y504y [1]
v =08V 2]

Fiot = 2° }21 + szr (3]

F
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Y
A b) a)
$,00 m 1,00 m
- - = 8. .
= 1
| ] |Peros0n
0,600 n /// ¢
l - Ay Yo = 0,900m
S 1,00 m ‘
o
—3 x

For undre halvan fis da:

0,600 + 2090 _ 0 900 m;

Yo,u 5

Ayon

Formel [f] ger £0r ena hdlften av undre halvan:

0,600 m?

Fh,u = 999 x 9,82 x 0,900 x 0,600 = 5297 N & 5,30 kN
V i formel [i] blir £fOr undre halvans ena hilft:

v, =2x1,0x0,60x%x1,0440x0,60x 1,0 1,0712 =
4

Formel [2] ger (f&r ena hHlften av undre halvan):

Fo o = 999 x 9,82 x 1,0712 = 10509 N % 10,5 kN
3

Insdttning i formel [jj ger slutligen fO6r undre halvans bdda h#lfter:

_ 2 2 _
Frot,u = z\/5297 + 105092 = 23538 N 23,5 kN

For Ovre halvan gdller foljande:

Med hjdlp av figuren erhdlles

- . - 2
yo,-on = 0,300 ms Ay’b- = 0,600 m

Formel [i} kan d3d fdr ena hHlften av Svre halvan skrivas:

F, .. =999 x 9,82 x 0,300 x 0,600 = 1766 N g 1,77 kN

h,o
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Vi har vidare att ellipsens yta dr = x 1,00 x 0,600 = 1,885 mz.

Vi formel [é] blir ddarfdr £0r Svre halvans ena hilft:

Vi = 0,600 x 1,00 x 1,00 - ZX 1,00 % 0,600 x 1,00 _ g 1788 n3
4

Formel [i] ger (fdr enma hidlften av Svre halvan):

F

999 x 9,82 x 0,1288 = 1263 N 1,26 kN

v,0

Insdttning i formel Lé] ger slutligen £6r Ovre halvans bada h#lfter:

_ 2 2 _
Frot,s = 2\/ 1766% + 1263% = 4342 N s 4,34 kN

2.7. DRAGPAKANNINGAR ORSAKADE AV INRE TRYCK

2.7.1. Dragpakinning i ett tumnviggigt ror

Ett cirkuldrt ror fir under inverkan av ett inre tryck en spZnning i god-
set kring sitt cirkuldra tvirsnitts periferi. Om vi antar att inga ldngs-—
riktade spdnningskrafter upptrdder, kan dragpikinningen illustreras sidsom
i figur 2.17.

Vi studerar en tvirsektion av en 1,0 m lidng bit av rSret. Om ena h#lften
av rorbiten tas som en "fri kropp", kan spdnningskrafterna per ldngdmeter

vid ovansidan och undersidan betecknas F, respektive F,.

Den horisontella kraftkomponenten Fy verkar genom projektionsareans tryck~
centrum och Hr ps2r, ddr p star f&r trycket 1 tryckcentrumlinjen i N/m

och r betecknar rdrets inre radie i meter.

-&‘::7 1,0 m

5w o e i 4 P ——_—— 2 ) F

i
f
|
!
§
§
'

]
]
i
'
i
1
{
}

Figur 2.17
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Vid hoga tryck sammanfaller tryckcentrum praktiskt taget med rdrcentrum,
vilket far till £o813jd att Fl kan sdttas lika med F, samt att

F]. = Fz =F = ptr 2043

ddr F dr dragspidnning per lingdmeter ror. Med vidggtjockleken O meter blir
dragpakinningen, g, i rdrviggen:

O':_E;:p‘r 2-44
d& o

Vid stdrre skillnader mellan trycken vid Over— och undersidan av roret
miste tryckcentrums lige berdknas. Tva ekvationer fordras di, nidmligen (se
fig. 2.17)

F]. + FZ = 2‘P"r

2r-F; = 2+p-r.y =0

Den andra av dessa ekvationer bygger p3 momenten kring den "fria kroppens”
nedre #nda, med bortseende fran den vertikala kraftkomponenten.

Vi 18ser ekvationssystemet och far
Fy = p-y; Fy =p-(2r - y)

med tyngdpunktsavstandet, y, i meter.

Illustrativt exempel 2.9

Ett stdlrSr med en inre diameter, 2r, av 0,100 m har en viggtjocklek, d,
av 6,40 mm. Vilket hdgsta tryck, p, kan tolereras, om maximalt tilldten
dragspidnning, ¢, dr 5,00 MPa?

Losning:

og=2T = 5.106 = 0,05+p (2.44)

och alltsa

p = 640 000 Pa = 0,640 MPa
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2.7.2. Dragpakinningen i ett tumt, sfiriskt skal

Om ett tunt sfiriskt skal ir foremdl f6r ett inre tryck kan man - om man
bortser fran tyngden av vitskan eller gasen inom sfiren - finna uttryck
for spinningen i vidggarna genom att studera kraftverkan pi en av de halv-
klotskalotter som uppkommer vid delning av det sfiriska skalet 1 ett ver-
tikalplan genom sfirens medelpunkt.

I den aktuella vitskan eller gasen Hr den kraftkomponent som vinkelrit
fran planet dr riktad mot halvklotskalets insida p-n-rz, med r betecknande
radien. Spdnningen, o (i1 pascal), ginger den avskurna viHggens snittarea,
2ner:§, ddr & anger viggtjockleken, maste balansera kraftkomponenten.
Hirav f6ljer att

28
2.8. HYDROSTATISK LYFTKRAFT — ARKIMEDES PRINCIP

@

pramndy EONNNN | R
j
-

Figur 2.18
Vi antar att en i en vitska nedsinkt kropp ir indelad i differentiellt
tunna vertikala volymssegment med horisontella tvirsnittet dA (fig. 2.18).

Vertikalt mot varje sadant volymsegment verkar mot Bvre ytan tryckkraften
p‘g-ylvdA nedit och mot undre ytan tryckkraften p~g-y2»dA uppat.

Den vertikalt uppat riktade kraftresultanten blir
dF, = pg-(yy - v1)-dA

Detta uttryck anger tyngden av en vitskevolym med samma tyngd som volyms-
elementet. For hela kroppen fas efter integrering

Fu = p.gﬂyz - yl) dA = P-gcv 2046

Den vertikalt uppit riktade, totala kraftresultanten pd en i vitska helt
eller delvis nersinkt kropp #r lika med deplacementet, dvs med den av



kroppen undantringda vitskemassans tyngd (Arkimedes princip). Kraftresul-
tanten angriper 1 den undantridngda vitskevolymens tyngdpunkt.

Figur 2.19

Arkimedes princip kan ocks3 hirledas pa f&ljande sitt:

Figur 2.19 forestdller en kropp nersinkt i1 en vHtska med tdtheten p.
Kroppen hinger i en trad. Spaqningen i traden #r lika med F . Resulterande
nedatriktade tryckkraften = och resulterande uppatriktade tryckkraften
= p;'. Kroppens tyngd = G.

Py

For jamvikt fordras
?

e
+ G - Py = F

Nu dr emellertid
% 1
py = p.g-v
och
79 1
py = pg(V+V)
varfor
?
p.g-V' + G- pg(V+HV) = Fo
eller
G- pgVs= Fn 2.47

Resultatet av bevisforingen kan 1 ord uttryckas: Kroppen forlorar 1lika
mycket i tyngd, som tyngden av den undantringda vitskevolymen.

Illustrativt exempel 2.10

Pa grund av vattnets tryck "tdtar” ett massivt trdklot (ptra = 855 kg/m3)
med diametern 0,200 m en Sppning (diameter 0,100 m) i botten pa en
beh&llare med vatten. Vattenstindet i beh3llaren #r 0,300 m. Pvatten =
999 kg/mo.

Berikna den nedatriktade kraft som verkar pa klotet i Oppningen. Klotet
kommer att flyta upp om denna kraft blir noll. Kan detta nagonsin intriffa

om vattenstandet H#ndras?
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Losning:

Med stdd av figuren kan f8ljande jdmviktsekvation uppstidllas

Fa,1 ¥ Fpg = Fy =0 [1a]
dar

Fn,Z = Ptrﬁ'g'v3’ med V3 betecknande trdklotets volym

Formel [la kan skrivas

AF = F, - Fn,l - Fn,Z [Ug

med 4F betecknande skillnaden mellan uppatriktad och neddtriktad kraft.

-

h, = 0,300-h3

e
rz

Vi

by

11
'
'
§
= 0,1268 m
i
§
¢
|
]

e o o o -

0,013% m

0,300 m

= 0,1732 m

Vi berdknar forst F, ; under antagande att atmosfidrstycket sHttes lika med
3
noll. Storleken av volymen ovanfdr segmentytan AGBA maste definieras. Be-

ndmnes denna volym V; fas
V, = Volymen av cylindern ABEFA - volymen av segmentet AGBA [i}

For att cylinderhdijden, hy, skall kunna bestimmas miaste h3 berdknas. Vi

far enligt figurens beteckningar
h? + (0,100)% = (0,200)%; by = 0,1\[?;«,0,1732 n

h; = 0,300 - 0,1\[§'= 0,1 (3-\/3)x0,1268 m
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Volymen av segmentet AGB, Vo, kan enligt stereometrin berdknas ur formeln

h. 2
v, = ”32 (3t - hy) 3]

Vi fir £Or h, enligt figuren

0,200 - h
hy = _____2___2 = 0,100 - 0,05}/3 = 0,05-(2 -Y¥3 ) ~ 0,0134 m

Formel [2] kan nu tecknas

2
7x 0,052 x 0,1268 - LX 0,0134 3y 9,100 - 0,0134)

v
1 3

vV, = 0,000995845 - 0,000053871 = 0,000941974 = 0,000942 o’

Den neditriktade kraften F_ 1 blir da
3

Fn,l = Cyatten'8 V1

= 999 x 9,82 x 0,000942 = 9,24 N
Tyngden av triklotet:

F

3
'g+Vy = 855 x 9,82 x 2 X7 X 0,100 55,7 y
3

n,2 - Ptrﬁ
Trdklotets volym utanfdr “urborrningen” kan f&s ur den stereometriska
ekvationen f6r volymen av genomborrade klot, dvs
3
+h . 3
3 - ZLr0,17327 _ g,00272 w]
6 6

V4=

F8r den uppatriktade kraften, F, gidller da

Fy = Pyarren®'V4 = 999 x 9,82 x 0,00272 % 26,69 N

Formel [1b] ger nu
AF = 26,69 - 9,24 - 35,17 = - 17,72 N,
dvs 17,7 N nedat
Nir vattenytan sammanfaller med det horisontella planet A - B dr kraften
pa segmentytan AGB, Fn 1 lika med noll (atmosfdrstrycket Py ir ju satt

lika med noll). I detéa lige blir AF, dvs den nedidtriktade kraften pa
kiotet 1 sjdlva Oppningen:

AF =F - F 5 =26,69 - 3517 = - 8,48 N

2:
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Vid ytterligare sinkt vattenyta kommer den uppatriktade kraften, F,» att
minska, varfor klotet blir kvar i sitt ursprungliga ldge. Uppflytning dr
alltsd omdjlig.

Illustrativt exempel 2.11

Hur stor diameter erfordras hos en sfidrisk flottor tillverkad av 2,0 mm
tjock kopparplat ( pCu = 8900 kg/m3) for att flottoren till hilften skall
sjunka i vatten ( Py rran = 999 kg/m3)?

Losning:

I figuren ir
Vv : flottdrens volym
Vye kopparskalets volym

x + flottorens yttre radie
For jamvikt fordras att

vV _
Pcu'8'V1 ~ Pyatten'B E'_ 0 [i]

Insdttning av numeriska virden 1 formel {f} ger:

3 3 3
8900.g 4Mex™ _ 4We(x - 0,002) ) - 999.g 4 Tx™ _ g

3 3 3-2
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3
8900 _4_”_<x3 - (x - 0,002)3> - 999 47 x” _
3 6

8900.x5 - 8900+ (x - 0,002)3 - 499,5.x3 = 0

8400,5-x° = 8900+(x - 0,002)3

3 3
x A/ 8400,5 = ~/ 8900-(x - 0,002)

3 3 3
x(+/ 8900 - V/ 8400,5) = 0,002 V 89000

3
x = 0,002V 8900  _g 1049 g

3 _3
N/ 8900 ~ A/ 8400,5

Diametern bSr vara 2x =~ 0,21 m.

2.9. FLYTSTABILITET

For att ett visst flytlige skall vara stabilt for en flytande kropp ford-
ras att denna efter en liten jdmviktsstSrning strivar att atergd till just
detta lHge.

En stillaliggande, flytande kropps jémviktslige Hr bestimt av tva krafter,
ndmligen tyngdkraften, G, och lyftkraften (deplacementskraften), D. For
stabilitet krdves att detta kraftpar efter en liten jdmviktsstdrning
(krdngning) stridvar att aterfdra kroppen till dess ursprungliga flytlidge.
Detta villkor Hr uppfyllt i de fall d& skdrningspunkten mellan & ena
sidan deplacementskraftens verkningslinje efter en liten kringning och &
den andra sidan den lodrdta linjen genom kroppens tyngdpunkt ligger hogre

dn vad kroppens tyngdpunkt gdr. Den ndmnda skdrningspunkten kallas meta-—

centrum. Avstandet i hdjdled mellan metacentrum och kroppens tyngdpunkt (i
vila), TPK, kallas metacentrumh&jd och betecknas hm' Vi har alltsa

hy =2z, = zrpg (W) 2.48a

didr z, och ZopR betecknar z-koordinaterna for metacentrum respektive for
kroppens tyngdpunkt (z-axeln riktad rakt uppit!)

samt vidare stabiliseringsvillkoret
h, >0 2.49
Ekvation 2.49 anger alltsa det villkor som miste vara uppfyllt fOr att

kroppen efter en liten jamviktsst®rning skall Adterfdras till det flytlidge

som den hade fdre stdrningen.
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Om h < O & det aktuella flytl#get inte stabilt, varfdr en initierad
vridning fortsdtter till dess att ett verkligt stabilt lige uppnis.

Ifall hy = O fdreligger en indifferent stabilitetssituation, k#nnetecknan-
de t ex en liggande, cirkuldr cylinder eller ett klot.

z—koordinaten, Zoo f0r metacentrum definieras av fdljande ekvation (z &r
lika med noll ddr kroppens lodrdta symmetrilinje skdr kroppens underkant):

pv’g‘Io
zZ, = _.__G._ + zZpp (m) 2.50
dir py: Vétskans densitet (kg/m3)
g: Accelerationen vid fritt fall (m/sz)

Io: Vatskeyteareans minsta troghets-—
moment med avseendee pa en vrid-—
ningsaxel genom areans tyngdpunkt (m

zZppp: Zz-koordinaten fdr deplacementets

tyngdpunkt (m)
G = m-g = gy g-Vy: Kroppens tyngd ()
m: Kroppens massa (kg)
Ok : Kroppens densitet (kg/m3)
Vi : Kroppens volym ()

Ekvation 2.48a kan nu skrivas

pV'g‘IO pv.g'IO
hy = — + 2qpp ~ Zppg = — (zppg = 27pp)
eller
0g'I
h, = 8% _ (m) 2.48b
G

didr e alltsad 3r avstandet i z-led mellan kroppens tyngdpunkt (TPK) och
deplacementets tyngdpunkt (TPD).

Ekvationerna 2.50 och 2.48b anfdres hidr utan bevis. For klarldggande av

giltigheten hé&nvisas till ingenjorsinriktad handbokslitteratur, t ex
Cederwall & Larsen (1981).

I1lustrativt exempel 2.12

Undersok om en bjdlke med bredden (ll) 0,24 m, tjockleken (1,) 0,20 m och
langden (13) 2,40 m kan flyta stabilt med vigrit Overyta i £0ljande fall:

(a) liggande pa lagkant (hdijd 0,20 m)
(b) liggande pa& hdgkant (hdjd 0,24 m)
(c) staende ritt upp och ner (hdjd 2,40 m)
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Materialet i bjdlken &#r homogent och har densiteten (py) 625 kg/m3. Den
vdtska vari bjdlken flyter har en densitet av (p,) 1000 kg/m3.

Losning av deluppgift (a):

b =1y = 0,24 m; h =1, =0,20 m L=14=2,40m

Ekvationerna 2.48b och 2.49 postulerar

p .g.I
hm =_VvV__ 9 _5 (m) (2.48b)
G
h > 0 for stabilitet (2.49)

Minsta yttrdghetsmoment genom tyngdpunkten av kroppens rektanguldra vit-
skeytearea ("vattenlinjearea” om vitskan #r vatten) erhdlles vid vridning
kring lingdaxeln. Detta I,-védrde dr

Lb> _ 2,40 x 0,245 _ 216 6
I = = Y X Y = = 2764,8-10
12 12 7812

‘*)

(m

G =pprg-V, = 625 x g x 0,24 x 2,40 x 0,20 = 72g 707 N

=0 20,20 - g1

b4 = m
TPK 2 2

Kroppens neds junkningsdjup, Zqs erhdlles ur Arkimedes princip

pv.g‘zd'b.L = G; Zd = _—__i_._ (m)
gv.g.b.L

V4
4 o gbL  prbL 1000 x 0,24 x 2,40

Z
420125 _ 5 0625 m
2 2

ZTPK

Ekvation 2.48b ger nu

-6
= 1000 x g x 2764,8 110 * _ g 9375
72¢g

=
|

= 0,0384 - 0,0375 = 0,0009 m

h, >0 ==» flytliget med h = 0,20 m dr stabilt
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Losning av deluppgift (b):

b =19 = 0,20 m; h=1; = 0,24 m; L=14-= 2,40 m

Minsta yttrdghetsmomentet, IO, kring lidngdaxeln genom tyngdpunkten av den
rektanguldra vdtskeytearean Lb = 141, &r

3 3
Io = L-b - 2,40 X 0,20 = 1600_10"6 (m4)
12 12
G=72g N
h 0,24
Z =__=.20"=0,12 =m
TPK 2 5 4

Kroppens neds junkningsd jup, Zqs dr 1 detta fall

zg = —8 =_72 - 72 =0,15 m
Py'8'bL  p,bL 1000 x 0,20 x 2,40
z
d _ 0,15
b4 =_ =22 =0,075 m
TPD 2 2
e = Zqgpg ~ Zppp = 0,12 - 0,075 = 0,045 m
g I I 125-1
hm = EBL___ll - e = b % —e=__0%-¢ (m)
G 72 9
hm = - 41/1800 ~ - 0,0228 m

h <0 = flytldget med h = 0,24 m 4r instabilt

Losning av deluppgift (c):

b =1, = 0,20 m; h =15 = 2,40 m; L=1, =0,24m

Minsta yttrdghetsmomentet, I kring lingdaxeln genom tyngdpunkten av den

o°

rektanguldra vitskeytearean Lb = 171, &r
L-b3 4
I, = —— = 0,00016 (m™)
12
G=72g N
- h _ 2,40 _

z =l =22""=1,20 m
TPK 5 9 ’

zg = ¢ =_72 - /2 =1,50 =m

o, 8°b'L  porbeL 1000 x 0,20 x 0,24
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= 4 _
Zepp = — = 0,75 m

e = zppg = Zgpp = 1,20 - 0,75 = 0,45 m

-g'I 1

hm=9v 0o _ o= &0, _ 1000 x 0,00016 _ ¢ 45 o
G 72 72

h, = 1/450 - 0,45 = - 403/900 & - 0,448 m

h < 0 ==y flytldget med h = 2,40 m 4r mycket instabilt

2.10. FLUIDER UNDER ACCELERATION

2.10.1. Begreppet relativ jdmvikt

Det gdr 1Htt att berikna variationer av trycket i fluider i vila, eftersom
inga skjuvspinningar fOrekommer. Sk juvspinningen saknas ocksa i fluider i
rorelse, sdvida inget skikt rdr sig i forhdllande till n#rliggande skikt.
En fluid, som ror sig med konstant hastighet, f£&ljer ddrfor hydrostatikens
lagar fo6r variatiomer i trycket.

Nir en fluid accelereras pa sd sdtt att inget lager i fluiden rdr sig
relativt ett ndrliggande, dvs nir fluiden rdr sig som om den vore en fast
kropp, upptrdder inga skjuvspinningar, och variationerna i trycket kan
bestdmmas genom tilldmpning av Newtons andra lag pa en lHEmpligt vald "fri
kropp”. Tva fall Hr av intresse, en konstant 1linjir acceleration och en
invariabel rotation kring en vertikal axel. Vid saddana rdrelser siges
fluiden vara i relativ jdmvikt.

2.10.2. Konstant linjidr acceleration. Allmdnt

Ett Oppet kidrl, innehallande en fluid, ges en konstant acceleration a (se
fig. 2.20).

Efter ndgon tid anpassar sig fluiden till accelerationen, sa att den
kommer att rdra sig som om den vore en fast kropp, dvs avstandet mellan
tvd godtyckligt valda fluidpartiklar #r konstant. I detta rdrelsetillstand
fdreligger alltsd inga skjuvspinningar i fluiden.
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Genom att vilja ett cartesiskt koordinatsystem med z-axeln vertikalt uppat
och x-axeln sd riktad att accelerationsvektorn, a, kommer att ligga 1 xz-
planet, astadkommer man att y-axeln blir normal till a. Av detta f&ljer

att det inte existerar ndgon accelerationskomposant i y-riktningen (ay = 0).

1 4
*

Figur 2.20

Ett fluidelement i form av en infinitesimal, rektanguldr parallellepiped
med kantldngderna dx, dy, dz jamldopande med koordinataxlarna studeras som
en "fri kropp” (fig. 2.21).

(p + 5z 5+ dx +dy
_ p dx . d
{p %T) dy-dz yoz (p +§——i -%—)»dymlz
t:ﬁ dz ° p dz .‘z;
| ¥dx-dydz
| dx
PN
d —_—) X
(p '—BTF; SF)+ dx +dy
|

Figur 2.21

Fluidelementets centrum ligger i punkten (x;y;z) och trycket ddr dr p. Vi
soker tryckforindringen i x-, y- och z-riktningen. Det &r d& #ndamalsen-
ligt att f8rst sOka forindringarna av trycket pa det differentiella fluid-
elementet. Integrering ger sedan tryckvariationen genom fluiden.
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Rorelseekvationen f8r x~riktningen kan skrivas med utgangspunkt fran
Newtons andra lag

Vi far

(p - 2B 9%y qy.dz - (p + 02 9%y 4y. 47 = p.dx-dy-dz-a
Y X
x 2 3x 2

vilket efter hyfsning ger grinsvirdet (dvs ndr dx, dy och dz alla gar mot
noll):

3P = - pra 2.51
ox

Samma procedur for y-riktningen (ay = 0 till £81jd av axelvalet) ger

2P - ¢ 2.52
3y

I den vertikala z-riktningen maste hinsyn tas till elementets tyngd,
p-g-dxdydz. Siledes

(> - 92 92y, qxdy - (p + 22 92y, 4xdy - o.5.dxdydz = o-dxdydzea,
dz 2 oz 2

Utveckling leder till

%R =-p(g+a,) 2.53
Z

Eftersom p #r en lZgesfunktion (x;y;z) blir dess fullstidndiga differential

dp = ég.dx + éE.dy + éB.dz
dx 3y dz

Substitution av de partiella derivatorna enligt ekvationerna 2.51, 2.52
och 2.53 ger

dp = - p~axodx - p-(g + az)odz 2.54

Detta uttryck kan integreras fOr en osammantryckbar fluid. Vi far

D=~ p-a x — p:(g +az)oz + C
Vi sdtter

x =0, z =0 och P = P,
och far

C = Py-
Alltsa

P=DP, ~p-a,x-p-(g+a,)z 2.55



Om den accelererande osammantryckbara fluiden har en fri yta kan ytans
ekvation fis genom att p sHttes lika med noll i ekvation 2.52 (den fria
ytan #r en nivayta). L3sning av ekvation 2.52 med avseende pia z ger

P - p a ex
z = 0 - X 2.56
p(g +a,) g+a,

Linjer med konstant tryck (p = konstant) far lutningen

dz . __°%x 2.57
dx g+ a,

och #r parallella med den fria ytan. Skirningen mellan z-axeln och den
fria ytan fas ur ekvation 2.53 for x = 0 och p = 0

p
z =__ 9 2.58

p(g +a,)

Illustrativt exempel 2.13

En dppen behallare fylld med vatten rdr sig med konstant acceleration upp-
for ett plan. Berdkna den acceleration som fordras f£or att vattenytan
skall inta det ldge som nedanstdende figur visar. Bestidm trycket, fdre och

under accelerationen, i behdllarens horn vid A. = 999 kg/m3-

pvatten

- 5/14 % - 0,357. Frén planets lutning erhalles att a, = 4a,. Med

anvindning av ekvation 2.57

a
dz -~ %x (2.57)

dx a, +g
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erhalles

dz _ Aaz - _ 3

dx a, + 9,82 14

Vi far:

a

, = 0,963 m/s?; a_ =3,851 m/s?; a = 3,969 m/s’.

Ur geometrien fas ocksa att vattendjupet vertikalt ovanfdr hornet A fGre
accelerationen ir 4'VE7/17 A& 0,970 m, varfor trycket dir dr 999 x 9,82 x
0,970 = 9517 N/m2 = 9,517 kPa. Efter accelerationen blir vattendjupet
34/17/14 % 0,8835 m. Ekvation 2.53,

ap

vl p(g + a,), (2.53)
z
ger da
%g = - 999.(9,82 + 0,963) = - 10772 N/m> =
V4

- 10,77 kN/m>

il

Integrering ger

D -0,8835
P =¢//ép = —J//10772-dz
0 0
"~ 9-0,8835
p =~ 10772 z| = - (- 10772 x 0,8835) = 9517 N/m® =
Jo
= 9,52 kPa

Att trycket vid A ir detsamma under accelerationen som fdre #r ingen till-
fillighet. Det kan wvisas att P, inte dndras med accelerationen. Det bety-
der att kraften som verkar pa vattnet i behdllarens dnda, dr konstant £or
alla accelerationer. Detta motsdger inte Newtons andra lag, eftersom vidt-
skemassan minskar med Bkad acceleration, sa att produkten av massa och
acceleration fdrblir konstant och lika med den anbringade kraften.

2:49



2:50

2.10.3. Konstant acceleration rakt uppat eller nedat

Hdr antas en vitskefylld behallare bli accelererad i vertikal riktning

(dp/dx = 0). Med ofdrdndrat tryck med avseende pad x har vi enligt ekvation
2.53

g_a = - ps(g + a) (2.53)
z

Ekvationen visar att den karakteristiska linjdra hydrostatiska tryckvaria-
tionen bibehdlles vid konstant a,, men att tryckets storlek #r beroende av
virdet pé a,. De kvantitativa effekterna av detta fdrhillande framgdr av
figur 2.22 ddr tryckfdrdelningarna visas for a, =0, for a, > 0 och for
a, < 0. Det sistndmnda fallet dr av sdrskilt intresse nir a, = - g, som
ger dp/dz = 0, dvs medfdr att trycket kommer att vara konstant (oberoende
av djupldget) inom en fritt fallande fluidmassa.

Zz

A
AV4

&

\ i p ndr J
W 8z>0 g, <0 /
\' /

\ /
\ h /
p nijr_qz:()—-———""A\ ; —p ndr a,=0
\ /
\ /
\\ /
\ ¥ /

Figur 2.22. Schematiskt diagram Sver tryckfdrdelningarna vid olika vidrden

péd den vertikala accelerationen, a,

Overallt i en icke avgrinsad, fritt fallande fluidmassa kommer trycket att

bli 1lika med det i omgivningen radande trycket. Om trycket i omgivningen
ir noll, kommer trycket i alla punkter i fluidmassan att vara noll.

I1llustrativt exempel 2.14

En Oppen behdllare med vatten accelereras vertikalt uppdt med 6,00 m/sz.

Berskna trycket pa djupet 2,00 m. = 999 kg/m3.

Pvatten



Losning: Ekvation 2.54

dp = - P.ax.dx -p(g+ az)-dz (2.54)
ger for
- - 2
a, =0 och a, = 6,00 m/s
dp = - 999.(9,82 + 6,00).dz = — 15804-dz N/m? =
= - 15,804+dz kN/m?
D -2,00
p = -/dp = —/15,804-dz
0 0
-2,00
p = - 15,804 H = - 15,804+ (- 2,00) = 31,6 kPa
0
2.10.4. Centripetal acceleration

Hdr skall endast behandlas centripetal acceleration med konstant vinkel-
hastighet kring en vertikal axel och med a, = O.

Sasom tidigare nimnts dr fOrutsittningen f&r att tangentialkrafter icke
skall upptrdda i en vidtska, att det ej forekommer nagon relativ rGrelse
mellan vidtskepartiklarna eller mellan vitskepartiklarna och vdtskans be-
griansningsytor. Ar denna fSrutsittning uppfylld kan hydrostatikens grund-
ekvation, ekvation 2.6 (s. 2:3), tilldmpas Hven om vdtskan utsdtts for
centripetal acceleration (fig. 2.23).

Figur 2.23
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I den situation som figur 2.23 visar antages ett vertikalt cylindriskt
kdrl - till en del fyllt med vitska — rotera kring sin centrumaxel. Savil
kdrlet som vitskan har konstant vinkelhastighet, w. Vid jimvikt paverkas
ett vidtskeelement i punkten A per massenhet dels av normalaccelerationen,
(Uzvx (se Bihang 2.1), dels av tyngdkraftsaccelerationen, g. Ekvation 2.6

dp = p*X«dx + p-Yedy + p-Z-dz (2.6)
ger di £or
X=w%x
Y=20
Z=-g
dp‘=p-a}=x~dx - p-g-dz 2.59

I vitskeytan Hir trycket konstant. Dirav fsljer att dp = 0 (nivayta) och
att vitskeytans differentialekvation blir:

a}-x-dx -gedz = 0

eller
2
dz = XX gx 2.60
g
Vi integrerar mellan gridnserna z  och z respektive 0 och r och erhaller
a}-r
z -z =
o 28
eller
ofex’
Z = ZO+ 2-61

Eftersom vitskeytan ir en nivayta kan ekvation 2.60 ocksi fas ur villko-
ret, att den i figur 2.23 angivna kraften F maste vara vinkelrit mot vit-

skeytan. Vi kan skriva

tana = 3% = _8 2.62

dz CUZGX

Tryckfsrdelningen i vitskan erhdlles ur ekvation 2.59
dp = pawlexedx - pogedz (2.59)

Integrering mellan grédnserna p och p (det sistnidmnda ofta lika med atmos-—

fdrstrycket), O och r respektive z_och z ger

O
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2
- Q.g’(z - zo) 2.63

En partiell derivering med avseende pa z ger ekvationen

dP = _ 5, 2.64
> 0’8

vilken anger att tryckfdrdelningen Hr hydrostatisk, dvs att trycket 1 vit-
skan stiger linjirt med vertikala avstindet frin vitskeytan. Detta framgar

ocksd av figur 2.24, dir py - p, = p.g-h.

% konst,

P konst
P, konst.

P, konst.

v
>

Figur 2.24

For konstant z = z, blir ekvation 2.59 (jfr fig. 2.24)
- 2
dp = Prw* x.dx

Vi integrerar detta uttryck frdn rotationsaxeln, dir x #Hr 1lika med noll
och trycket lika med Pes till en godtycklig radie, r, dir trycket Ir p

Y
J//hp = Q'af/};=dx
0

Pe

2

53



2:54

dvs
22
P - pc = pw r 20653
2
som kan skrivas
P~—-7P 2 2
C-W-r 2.65b
p-8 2g

Ekvationerna 2.65a och 2.65b visar att det gir att astadkomma tryck genom
att forsdtta en fluidmassa i rotation. Principen utnyttjas bl a i centri-
fugalpumpar for att astadkomma en tryckdifferens och dirigenom fa en fluid
att stromma.

Det kan visas att volymen av en rotationsparaboloid dr hdlften av den om-

skrivna cylinderns volym.

e A

Figur 2.25

En vitska roterar i ett cylindriskt kidrl enligt figur 2.24. FSre rotatio-
nen ir uttrycket pa vitskans volym nﬂrzvh. Efter intrddd rotation och
uppnadd jimvikt kan den omskrivna cylinderns volym tecknas 7T-r2-(H - zo).
Eftersom volymen av en rotationsparaboloid #r hdlften av den omskrivna
cylinderns volym, s& maste volymen mellan den omskrivna cylindern och
rotationsparaboloiden ocksa vara hilften av den omskrivma cylinderns
volym. Vi kan ddrfor skriva

n-rz.h = n:rz'zo +.§ n-rzv(H - zo)

Eliminering och inmultiplicering ger

§=E+_z.9
2 2



dvs
2h = H+ z
som kan skrivas

H-h

it
=3

f
N

2.66

Alltsd: Vid rotation i ett cylindriskt kdrl stiger vitskan lika mycket vid
kdrlkanten som den sjunker i centrum rdknat fran utgdngsnivan.

I enlighet med ekvation 2.61 giller fOr punkten A i figur 2.25

UF 2
H=2z_ +%. r 2.67
(o]
2g

Kombineras ekvation 2.67 med sambandet

2h = H + Zg»

vilket kan skrivas

H = 2h - Z,»
fas
? 2
2h - zZ, =z, + Wy
2g
eller
? 2
h-z =% ¢ 2.68
o
bg

Sdnkningen respektive uppressningen i forhdllande till utgangsldget blir
alltsa

2
w_ 2 2.69

Il1lustrativt exempel 2.15

Ett cylindriskt kdrl (se figuren pa nista sida) med diametern 20,0 mm Hr
till h&jden 40,0 mm Over bottnen fyllt med vatten. Hur hogt stiger vattnet
vid kdrlviggen rdknat fran kirlets botten vid en rotationshastighet av 615
varv/min? Kirlet fOrutsittes vara sia hdgt att inget vatten slungas ut vid
rotationen.
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Losning: Vi har sambanden

2
el b H=2 + .a.)_ r2 [1.1
0
2g
I / och
Y. - H-h=h-z
eller
E
H z, = 2h - H [2]
h=400 mm
Z, Insdttning av formel [é] i formel [i] ger
)
H=h+% r [g]
4g
v v v
™ ¢ dir h = 0,0400 m; r = 0,0100 m och
100mm

g = 9,82 n/s?
Dessutom har vi att

615 x 27
60

w= 615 varv/min = rad/s = 20,57 rad/s

Efter insittning av numeriska virden i formel [5] far vi:
20,52 x 2 2
H = 0,0400 + £22 X 7T 0,0100° = 0,0400 + 0,0106 = 0,0506 m
4 x 9,82
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2.12. BIHANG 2.1: NAGOT OM PLANA YTORS MOMENT M M

2.12.1. Moment och tyngdpunmkter f6r planma ytor

En ytas moment kan bestimmas pa samma sHtt som man bestdmmer det statiska
momentet, dvs en krafts moment kring en godtyckligt wvald axel. Momentet
med avseende pad en linje a —»b £8r en plan yta med arean A kan d& hidrledas
pd fdljande sitt (se fig. 2.26):

1. Dela ytan i n strimlor genom
att dra linjer parallella med
linjen a—»b. Beteckna strim—

BA, lornas areor med 4A;, 4A,,
B2 AT R T it il T T AAI'I
A
2. Multiplicera ytan av var je

Y; strimla med avstandet mellan
strimlan och linjen a—»b och
addera de erhallna virdena. Med
avstidnden betecknade yq, ¥,
- == Y, fis summan

Figur 2.26 i=n
Y (v50045)
i=1

3. Bestdm gridnsvirdet for denna summa, nir varje strimmas bredd gir mot
noll genom att n gar mot odndligheten. Detta grdnsvirde dr det sdkta
momentet. Betecknar vi det med M.y fas

M, = lim (75-8A;) =/y—dA 2.70

Hir betecknar dA ett differentiellt areaelement av ytan A, dvs en diffe-
rentiell strimla parallell med linjen a-—b. I allminhet hi#nfores den
givna arean till ett koordinatsystem och dess moment beriknas da i for-
hallande till koordinataxlarna.

Vid bestimning av momentet kring en med x-axeln parallell axel, pa t ex
avstandet y = k (fig. 2.27), fas

Mk=/(y—k)~dA=/y-dA—k dA
A A A
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Y
2N
dy
y-k
TP
0 T‘\\ O 0
3 /)
k v: k
\\\\~f
Yo .
Figur 2.27
som vid integrering Sver ytan A ger
M, = Jy-dA - keA 2.71
Pa ett avstdnd av y = k = Y, frén x-axeln existerar alltid en parallell

axel kring vilken ytmomentet #r lika med noll. Denna axel kallas en tyngd-

punktsaxel med avseende pad x—axeln.

Ekvationen fdr en tyngdpunktsaxel parallell med x-axeln erhdlles genom att
ekvation 2.71 sHttes lika med noll (och k = yo).
Alltsa:

//;'dA = VoA
eller
yO’A =ﬁ-dA 2.72

A

0

Ekvation 2.72 kan i ord formuleras: Det helas moment Zr lika med summan av

delarnas moment.

Vi kan ocksid definiera y-koordinaten fdr ytans tyngdpunkt

Yo =l/y-dA 2.73
A

A

22
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Ekvationen f8r en tyngdpunktsaxel parallell med y-axeln blir analogt

XO'A ij//x‘dA 2.74
A
och x-koordinaten f0r ytans tyngdpunkt
X _ = l>//;vdA 2.75
° A
A

En vridning av axlarna visar, att ytmomentet blir lika med noll f&r en

godtycklig axel genom tyngdpunkten.

Har en yta en symmetriaxel blir denna en tyngdpunktsaxel, eftersom korre-
sponderande ytelements moment pid Omse sidor om axeln Hr lika till storle-

ken men har motsatta tecken.

Ar tyngdpunktens koordinater kdnda, kan ytmomentet fdr en godtycklig axel

utan integrering fids ur ekvationerna 2.72 och 2.74

Illustrativt exempel 2.16 (s. 2:59 - 2:64)

Stk tyngdpunktens y-koordinat for (a) en triangelyta, (b) en kvartscirkel-

yta och (c) en halvcirkelyta, alla placerade pd positiva y-axelns sida och

med en rit sida sammanfallande med x—axeln.

Ldsning:

(a) TRIANGELYTAN

Y
AN
h-y
h
dA
- y 2 Vi B A a3 TA dy
X .
Y T 1
i Yo, tr
| R
- b S -
Om Yo i ekvation 2.72 sittes lika med Yo.tr> har vi att
9

Yo,ex' A i///;'dA
A
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Ur figuren fis att

A = DbeB liksom att dA = x-dy.

2

Ur likformigheten fids ocksi att

h_y=.1l dvs att x=_b_._£1__—_Y_)_
b

Ekvation 2.72 kan d3 skrivas

o B h
y e '3 -
2 A h h 4
B h
y '3
oo =///;-dy - 1://,y% dy
2 0 h4g
h h
yo’tr h = 12_ - l‘.- i
2 2]o h 3],
Yo, e _ 02 1w _n? . _
1, L h
2 2 h 3 6 o, tr

Tyngdpunktens y-koordinat f&r en triangelyta med en sida (basen) samman-
fallande med x-axeln Hr alltsid h/3, vilket innebdr att tyngdpunkten ligger
pa avstdndet h/3 frén triangelns bas.

(b) KVARTSCIRKELYTAN

Hirledningsmetod 1 (Med hjdlp av Guldins 2:a regel)

Y
&
()
-—ff-—— TP
yo,kc
P ‘l’ i B
AR re——— S

Kvartscirkelytans tyngdpunktsavstdnd frdn diametern bestdmmes enklast ge-
nom till¥mpning av Guldins andra regel (uppkallad efter den schweiziske
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matematikern Paul Guldin, 1577 - 1643), som sHger att en rotationskropps

volym 3Zr lika med generatrisytan (den roterande ytan) ganger den vidgldngd

som denna ytas tyngdpunkt tillryggalagt under rotationen.

For kvartscirkelytan gdller (jfr figuren pa fOregdende sida):

47T~r3
Rotationskroppens volym: —Z__—
6

2
Generatrisytan f3r en kvartscirkel: Tr
4

Tyngdpunktens forflyttningsvig: 277'y0 ke
?

Den &beropade regeln ger siledes

3 2
&ff-x™ _TF-r .
6 4 210 Yo,ke
eller
4r
v =
o, ke 31T

Tyngdpunktens y-koordinat f8r en kvartscirkelyta med en av de rdta sidorna
sammanfallande med x-axeln #r alltsa 4r/(377).

Hirledningsmetod 2 (Integrering)

Med stdd av figuren ovan kan vi teckna

/y'dA = ﬁ'x-dy = ﬁ\/r2 - y2.ay
I integralen sittes

2 - g2 o \fa

yo,kc‘A
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Vi far
u = r2 _ y2
du = -2yedy
eller
yedy = -.d_ti
2

Vi kan d& skriva

1
yO,kC.A =ﬁ‘, rz - yzody = - '%/V\_;'du = - %_-/uzodu

Vi far £5ljande integrationsgrinser

For y =20 dar u = r2
For y =71 ar u=20
D3 erhilles
3 o
1wz |° 1 %0 1 223
'A=—_u_. = - =~ 10 -1
Vo,ke 2| 3 ol Bl TR
2 r2
r3
yo,kc'A = 3
Men eftersom
A = TTie?
4
far vi
2 3 3
rer” _r _r 4
Yo,ke T och Yo, ke = 7 4
4 3 SR
dvs ‘
4r
y =
o,ke 37T

liksom vid hdrledning med Guldins andra regel.

Hirledningsmetod 3 (Trigonometrisk substitution)

Ytterligare ett sHtt att berikna tyngdpunktens y-koordinat Hr att anvinda
s k trigonometrisk substitution. Exempel pa till#mpning av denna berdk-
ningsmetod ges i det £6ljande.
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{c) HALVCIRKELYTAN

Hirledningsmetod 1

3
Rotationskroppens volym: AT x”
2
Generatrisytan £8r en halvcirkel: T-x
2

Tyngdpunktens forflyttningsvdg: 2W«Y¥, p.
b

Guldins andra regel ger:

o,hc

3 2
477—'1' ="f]‘-r . zon»‘y
3 2

eller
_ A4r
yO,hC - 3vr

y-koordinaten fdr tyngdpunkten av en halvcirkelyta med diametern utefter

x~axeln Hr alltsi densamma som y—-koordinaten for tyngdpunkten av en
kvartscirkelyta med en av sina rdta sidor lings x—axeln, dvs 4r/(377)-

Hirledningsmetod 3 (Trigonometrisk substitution)

Y

Med stdd av figuren kan vi teckna

yo,hc'A //;-dA 3 dA = 2x-dy ; X = r" -y

Vi kan skriva

som ger

resing ; dy = r-cos(gp).dgo

g
it

a1
i
o2
i}

TsCOS(
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Insdttning av detta i formel [i] ger

Zri/cosch »sin(¢f)- dep [2]

Substitution av cos¢@ i formel [i] med z ger i sin tur

<A

yo,hc

zZ = cosQ ; dz = - sin(@)+d¢e .

Insdttning i formel [i} ger

- Zr%z-dz

Vi integrerar och far

Yo,he' 4

A = — 93 Z _ _2r 3
Yo,he A=-2r" 2. =-22_ 2

Aterinsﬁttning av z = cos¢ och infdrande av integrationsgrinserna 0 och
7/2 rad ger

1T
2 3 3 2 2 3 2r3
y ‘A =2 |cos =-L (0-1) =2
o,he 3 3
0
2 2 3
For A =T0r fés Yo.he Tr_ -2
2 i 2 3
dvs Yo,he = %%F” liksom vid hirledningen med Guldins andra regel.

Eftersom cirkeln kan betraktas som ett specialfall av ellipsen kan det
ndmnas att y—koordinaten f£or tyngdpunkten av en halvellipsyta med
storaxeln (b) utmed x-axeln dr 2a/(37%). Ar det lillaxeln (a) som ligger
utmed x-axeln definieras y-koordinaten med uttrycket 2b/(37).

Illustrativt exempel 2.17 (s. 2:64 — 2:67)

2 4x och

Sok (fdrsta) momenten for den yta som begrdnsas av kurvorna y
x% = 4y, dels (a) med avseende pi y-axeln, dels (b) med avseende pad x—

axeln. Bestdm ocksa (c) ytans tyngdpunktskoordinater.

Losning av 2.17 a:

Enligt figuren pid nista sida har vi att

(2\/’"— 22)»dx [1]

dA

]
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~<

— iy X
. 5
-1k
Multipliceras bida leden i formel [i] med x fas
-
x-dA = x¢(2 - ). dx
4
Vi kan nu skriva
4 4 9
My =-/XtdA =/<'(2 X - =), dx
¢ 0
53
Mg =2 fxfax -1 x3. dx
0 “Jo
5 14 ]
o 4 4 4
My = 2 EE. - l. Ei =.i x5 - —l- X4
5 S P b o 161 o
2 Jj0
M, = 403225 128 80 68 (3
5 16 5 5 5
Svar till 2.17 a:
Ytans (fdrsta) moment med avseende pd y-axeln Hr 48/5 (m3)



Losning av 2.17 b:

For ytmomentet med avseende pa x—-axeln, Mx’ gdller analogt enligt nedan-

staende figur. y

')

P 2
¥ -ix;x-]‘-

xz LR TR -t:\EVT

-1 \ i 2 3 [} 5
-t

dA

o,
>
1
N
X
P
i
™
—
g
L)
A
«
If
VY
R
«
i
=
St
Ou
«

]
)
N
«
|
<
o’
&
J—
(W

2
yedA = y- 2y - L.dy
V-2
4 4 5
= . = . - Y.
MX—/ydA /y(zﬁ ).dy
0 0

som ger

Svar till 2.17 b:

Ytans (fdrsta) moment med avseende pa x-axeln ir 48/5 (m3)

Losning av 2.17 c:

For y, giller (jfr ekvation 2.73 pd s. 2:58)

ro=lu =L [y B

A

Betridffande arean, A, mellan kurvorna si ¥r det s& att denna &r lika med

arean, Aq, under kurvan y2 = 4x, minus arean, Ao, under kurvan xz = 4y.

Alltsa: A= Al - AZ
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=<

2
y o= bx; oy =(t) V2x

ENTTAR A RA AN EVAR ARBNARRANRRY

VLIS NLANLARNINRNMYS)

e 'Y
-1 1 dx 2 dx 5
-1 %
Ay och AZ fas genom integrering
4 4
A = Al - A2 =/y1'dX _ﬁz‘dx
0 0
byl 4
A=2/:(2-dx—l/<2-dx
0 0
314
o 4 i 4 4
A=2_X_2_ 1 —i\/x3 - L3
3 41 3 0 3 0 12 0
2 10
A=fe8 164 _ 128 - 64 _ 64 _ 16 (mZ)

3 12 12 12 3

Insdttning av vidrdena pa A och M, (= 48/5 m3) i formel Ei] ger

9/5 = 1,8 m

Eftersom My = M_ sa blir x

< o = Yo och tyngdpunkten far koordinatangivelsen
(1,8;1,8).
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2.12.2. Moment och tyngdpunkter for volymer och massor

Genom att ta volymsmomentet f8r en volym, V, kring ett plan,

planet, fiar man y-koordinaten, Yys for volymens tyngdpunkt

YV'V =ﬁ’dv
Vv
/ -dv
\Y

En kropps masscentrum bestimmes pa liknanade sitt

Vv T

< |~
«

ddr dm Hr ett masselement och m 3r kroppens totala massa.

2.12.3. Normalacceleration och tangentialacceleration

2:68

t ex xz-

2.76

2.77

2.78

2.79

Vid varje kroklinjig rdrelse Hr hastigheten alltid riktad i bantangentens
riktning; accelerationen diremot #r riktad fran bankurvans konkava sida.

For att bevisa riktigheten av det sistndmnda pastdendet uppdelar vi acce-

lerationen i tvd komponenter (komposanter), av vilka den ena gir i norma-

lens riktning, den andra i tangentens riktning.

Figur 2.28



Sadsom visas i figur 2.28 antages en rorlig punkt befinna sig i A vid tiden
t och d4 ha hastigheten ¥. Vid tiden t + At har den kommit till B och har
hastigheten v + A9. Hastigheten vid B dr resultant av hastigheten vid A
och av den vektoriella hastighetsindringen, Av.

Flyttas vektorn ¥ till B och drar man en linje fran ¥:s dndpunkt till Hnd-
punkten E pi vektorn ¥ + AV, si anger strickan CE den vektoriella has-
tighetsidndringen A%. Denna uppdelas i en normal komponent CD och en tan—
gentiell komponent DE.

Enligt definitionen pd acceleration blir da normalaccelerationen, a,,

ay = lim £ 2.80
At~ 0 At

For bestdmning av virdet pa CD dras i punkterna A och B normaler till kur—
van. Dessa normaler skidr varandra i 0, vilken punkt blir krokmningscentrum
f6r kurvdelen AB.

Bagen AB kan approximeras med kordan AB och figuren ABO sdledes betraktas
som en likbent triangel. Aven triangeln BCD kan utan stdrre fel betraktas
sdsom varande likbent. Av figuren framgdr att A cBD = A AOB, varfor de
bada trianglarna under de givna fSrutsittningarna ir likformiga.

Da fas

Q
o

cp = V. As
Y

= Jéfi eller
o

<y

Insdttes vidrdet pd CD i uttrycket pd a i ekvation 2.80 erhdlles

a = 1ip Y-8s _vds _ v2

A0 p-At p dt e

som ger 2

a = 2.81

n

Yy
Y

DE dr enligt figur 2.28 lika med den skalidra hastighetsdndringen Av. For
tangentialaccelerationen, ap, gdller da

a, = lim DE - 1im AY

At+0 At Apso AL

eller 2
a, =dv - d's 2.82
dt dtz
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Av ekvation 2.81 framgar, att a, alltid dr > 0. a, kan d#remot vara posi-
tiv, noll eller negativ beroende pd om hastigheten Bkar, #r konstant eller
minskar.

Figur 2.29
Sasom framgdr av figur 2.29 Hr den resulterande accelerationen alltid
skild fran noll och verkande i en riktning mellan 0° och 180°.
Sammansdttes a, och ap fas den resulterande accelerationen
= 2 2
a = ag + ay 2.83

vars riktning bestidmmes av uttrycket

W

tan @ =_1 2.84
a
t

2.12.4. Rotationsrorelse

Som ett specialfall av kroklinjig rdrelse kan man beteckna cirkulations-
rorelsen, dvs den rdrelse vid vilken den betraktade punkten beskriver en
cirkelformig bana. Ett specialfall av detta specialfall Hr rotationsrdrel-
sen, vilken inneb#r att samtliga punkter i ett system av fast fOrenade
punkter, t ex i en stel kropp, ror sig i cirklar med olika radier, men sai,
att alla cirklarnas medelpunkter ligger p3 en rit linje, rotationsaxeln
(vridningsaxeln).
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Vinkelhastighet: I figur 2.30

visas olika ldgen av en god-

tycklig punkt hos en kropp som
utfor rotationsrdrelse kring
en axel vinkelrit mot pappe-
rets plan genom O. Punkten
kommer hi#rvid att rdra sig pa
en cirkel med medelpunkt i O
och med OP = r som radie. Un-
der ett tidsintervall At har
punkten fdrflyttats fram P

X
till Pé och radien 0P samti-

digt vridit sig kring O.

Figur 2.30

Om man med vinkelhastighet fSrstar griansvirdet for kvoten

Vinkelvdg i radianer
Tidsenhet

och betecknar vinkelhastigheten med ¢ och vinkelvdgen med @ fas

w = 1lim &¢ -4¢ 2.85

ac—»0 At dt

Vinkelhastigheten Hr alltsa forsta derivatan av vinkelvigen med avseende
pa tiden.

Vinkelhastighetens dimension och enhetsbeteckning:

(- [t |5 [2)- 1]

Vinkelhastighetens dimension Hr alltsa [de]. Dess enhetsbeteckning Hr
rad/s.

Rotationsfrekvensen (varvtalet) anges (enligt SI) i varv per sekund och
betecknas med n samt har dimensionen [T_lJ och enhetsbeteckningen r/s.
Sambandet mellan vinkelhastighet och varvtal Er

w= 2Tn 2.86

2
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Vinkelacceleration. Med vinkelacceleration fOdrstds fordndringen 1 vinkel-
hastighet per tidsenhet. Om denna betecknas med a fis

2
a = lim Aw = dw = d €D = w'dw 2.87
At0 At dt 4.2 dg

Vinkelaccelerationen Hr fdrsta derivatan av vinkelhastigheten och andra
derivatan av vinkelvigen, i biada fallen med avseende pa tiden.

Vinkelaccelerationens dimension och enhetsbeteckning:

SEEEERS

T

Vinkelaccelerationens dimension #r alltsa [T_%]. Dess enhetsbeteckning Er
2

rad/s”.

Samband mellan rotationsrdrelsen och rdrelsen i banan

Punkten 1 figur 2.30 befinner sig vid tiden t = 0 1 P och vid en godtyck-
lig tidpunkt, t = x, {1 P_. Vdgen i banan = cirkelbdgen fran Py till P, = s
motsvaras dd av vinkelvidgen @ . Mellan s och ¢ gdller sambandet

2}
i

rQ 2.88

Eftersom s och @ #r funktioner av tiden t och r en konstant for en bestdmd
punkt, fis genom derivering med avseende pa t

2 2
ds _ , 49 och ds_.,4d¢
dt dt ar? dt2
d d2
Eftersom 85 -y och a8 - a,
dt dt2
féljer ur ekvationerna 2.85 och 2.87 att
vV = (T 2.89
a, = ar 2.90

Hastigheten i banan, v, Hven kallad periferibhastigheten, far man alltsa
genom att multiplicera vinkelhastigheten, v (i rad/s), med radien, r, me-
dan tangentialaccelerationen 8y, erhdlles genom multiplicering av vinkel-

accelerationen, a (i rad/sz), med radien, r.

Enligt ekvation 2.81 p& s. 2:70 har punkten fOrutom en tangentialaccelera—-
tion ocksa en normalacceleration, a_ = vz/r. ingittes v = rgp 1 uttrycket

for a_ fas
n
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2
a = (Wer) oy 2.91
T

Roterar en kropp (se fig. 2.31) kring en fast axel kommer alla smadelar
hos kroppen att beskriva cirklar kring en medelpunkt beligen pa axeln.

a » dm

A °n

Figur 2.31

Studerar vi en sidan liten del och antar, att dennas massa dr dm och att
avstandet fran rotationsaxeln #r r, si fir, enligt det fdregidende, delen

generellt tva accelerationmer; en normalacceleration, a och en tangen-—

n?

tialacceleration, ay e

Enligt ekvation 2.90 &r a, = ar, ddr «. &r kroppens momentana vinkelacce-
leration.

De pa kroppen verkande yttre krafterna kan sammansittas till en resultant,

R, vilken med avseende pa rotationsaxeln har momentet M.

I enlighet med d”“Alemberts princip kan man 8verfdra problemet till ett
statiskt problem genom att tillfoga de bada trdghetskrafterna at-dm och
an-dm. Eftersom momentarmen for kraften a, dm #r 1ika med noll, &ir
emellertid det moment som kraften genererar ocksa lika med noll. Moment-

ekvationen med avseende pi& rotationsaxeln kan da skrivas

J/;todm'r

il

M

Men emedan

enligt ekvation 2.90, fas

M = )/f;rz'dm

eller di vinkelaccelerationen ir densamma for alla vinkelelement

M = aﬁz. dm 2.92
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Eftersom integraluttrycket Hr oberoende av de yttre krafterna liksom av
kroppens rdrelsetillstidnd och endast Hr avhidngigt massfdrdelningen, kan
man en gang for alla berikna denna integral fdr ofta fdrekommande kroppar.
Momentet, M, kallas accelerationsmoment.

r2 dm bendmnes masstrighetsmoment eller enbart trdghetsmoment. Storheten
betecknas vanligen med J. De nirbesliktade yt— och linjetrBghetsmomenten
har mestadels storhetsheteckningen I (se nedan).

Accelerationslagen vid rotationsrdrelse kan da skrivas analogt med accele-
rationslagen for partikelns rdrelse

M= aJ 2.93

2.12.5. Troghetsmoment

Med en kropps (mass)troghetsmoment fOrstas summan av produkterma av varje
i kroppen ingdende masselement och kvadraten pa dess avstand till en axel.

Enligt beteckningarna i figur 2.32 blir det matematiska uttrycket £or
troghetsmomentet

J =/2.dm 2.94

Figur 2.32

I fraga om homogena kroppar samt fysiska linjer och ytor ir smadelarnas
tyngder (vikter) proportionella mot delarnas volymer, ldngder respektive
ytor. I ekvation 2.94 kan diErfdr masselementet dm alltid utbytas mot vo-

lyms—, linje—- eller ytelement.
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Vi kallar massan m, volymen V, ytan A och linjelingden L samt elementets
avstand fran axeln fdr y. TrOghetsmomentet med avseende pi en godtycklig
axel kan i respektive fall tecknas

Ji (m)
I (M)

I; (A)

J/;Z'dm
/;,2, v
J/}z'dA

(L) = fyz'dL

Inom hydrostatiken har vi anledning att frimst uppehalla oss vid ekvation
2.97, vilken i ord kan uttryckas: Med en ytas trdghetsmoment f8rstéas
summan av de produkter som bildas nir varje i ytan ingdende element multi-

2.95

2.96

2.97

2.98

pliceras med kvadraten pd dettas avstdnd till en vridningsaxel (h#r be-

tecknad i). Troghetsmomentet Ii(A) har dimensionen.[LAJ.

I1lustrativt exempel 2.18 (s. 2:75 - 2:80)

Sok trdghetsmomentet, I, it med avseende pa en x-axelparallell axel genom
b

081 jande ytors tyngdpunkter (ytorna (a), (b), (d) och (e) forutsHdHttes vara

placerade med en rit sida ldngs abskissan; ytan (c) tinkes lagd sid att x-

axeln dr tangent)

(a) rektangelytan (T
(b) triangelytan (I
(¢) cirkelytan (1
{(d) halvcirkelytan (1
(e) kvartscirkelytan (I

Losning:

(a) REKTANGELYTAN

M
A
b ¥
A
dA
L2 7 7T T 7 777 72 7l dy
¥ ° .
h TP
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Vi har enligt figuren pa foregdende sida en rektangel med basen b och hgj-
den h.

For trdghetsmomentet for en axel genom tyngdpunkten giller d& i analogi
med ekvation 2.97

=
&

I;(A) o (2.97)
For IO = Io,r och dA = b-dy
h h
2 2 3 3 3
fés IO r = b/y2de = E_ y3 = P. (h— + L) = ﬂ. (mA)
/b 3 _h 3 8 8 12
2 2

Troghetsmomentet med avseende pa en x-axelparallell axel genom en rek-—

tangelytas tyngdpunkt dr alltsi

bh3

12

4y

(m

(b) TRIANGELYTAN

y T T

-y
3
dy
h X -3
y
4

/ TP <
>

N
w|

v

e 5 ———f

I analogi med rektangelytan har vi relationen

To,tr =//y2'dA [1]

Likformighet ger enligt figuren ovan

X

3 ~ 7 -3y
h 3h
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= be(2h - 3y)
3h

Vi far alltsa att

xody = 22(2h = 3y) 4y
3h

dA

[{] ger da

/yz- xedy = P——/yz'(Zh =
3h
. 2b-h/y2‘ dy - 3/3,3.
3h 3h

Insdttning i formel

—~
Il

=4
I

o,tr

3y)-dy

3b
3h

i

Integrering mellan grinserna -h/3 och 2h/3 ger

2h/3 2h/3
Io,tr = 2 1y ol
9 -h/3 4 -h/3
_2b 8h3 h3 _b 16h4
Lojtr = — —+ —) - — (——
» 9 27 27 4h 81
_2b h> _ b sh*_ph3 o, _
9 3 4th 27 27

_nty
81
3
5y - bh (a%)
b 36

Troghetsmomentet med avseende pa en x-axelparallell axel genom en tri-

angelytas tyngdpunkt dr alltsi

bh
36

(m*)

(c) CIRKELYTAN

y

LS
| .
dy % dA
) y

r//a ey Overgang
~ A tion ger
y
— x S &

Vi har som forut relationen

= ﬁZ. dA [1]
= 2x-.-dy = 2 \/rz = y2 o dy

till trigonometrisk substitu-
enligt figuren

= rssina.; dy = re.cos(a )da

= r-cosa

2
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Insdttning i formel [_1] ger da

H
I

5o Zﬁz- sin(a ).r.cos(a )ir.cos(a ).da =
9

2'r4/;1n2(a/ )-cosz( a).da
2

Eftersom sin“a = (1 - cos(2a))/2 och cosza = (1 + cos(2a))/2

far vi (med utnyttjande av konjugatsatsen)

r4 2
Io,c = 2_ (1 - cos“(2a))sda

eller (med hjdlp av den "trigonometriska ettan™)

r4 2
Io,c = .5.._ sin“(2a ).da

Ny Svergang till dubbel (fordubblad) vinkel, dvs till 4a , ger

4
i i_ﬁl - cos(4a)).da
Vi far alltsa

r4 r4
Io,c 4_ da —4_. cos(ba).da ,

vilket uttryck vi integrerar mellan integreringsgrinserna —-7/2 och 7/2
(Integralen av cos(ax) dr lika med 1/a sin(ax)), och far

L
|

4 /2 & /2
Ioc=r_ 187 -r sin(4a)
9
% -m/2 16 - /2
4 4
I, . =52~ (Z+5) - L_(sin(27) + sin(27))
’ 4 2 2 16
4
I = TTe T 7t-d (m4)
0,¢ 4 64

Troghetsmomentet med avseende pd en x-axelparallell axel genom en cirkel-

ytas tyngdpunkt dr alltsa

4 d1+
X eller i
4 64

(m4)

For en ellipsyta gidller att motsvarande troghetsmoment Ieirna3b/64 med a
och b betecknande lidngden av lillaxeln respektive lingden av storaxeln.
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(d) HALVCIRKELYTAN

~<

—>

TP~ e
{ Yo,he ~ l"/(;Y[)

Ax

¢ »
PR

For ytan av en halvcirkel med en viss radie, r, gdller att dess trdghets-
moment , Ix,hc’ med avseende pia en axel sammanfallande med halvcirkelns
raka sida dr hdlften av yttrdghetsmomentet, Io,c’ med avseende pa en x-
axelparallell axel genom tyngdpunkten av en cirkel med lika stor radie som
halvcirkelns. Ix,hc dar alltsa 7[r4/8. Vidare gdller att halvcirkelns area,
Ahc’ ir Tt r2/2 och att y-koordinaten, Yo,he? for dess tyngdpunkt &r
4r/(31r). Jfr s. 2:63.

Parallellforflyttningsekvationen, ekvation 2.31 pd s. 2:20,
I, = I+ y2A (2.31)

X o

kan i hir aktuellt fall skrivas

- - w2, -
Io,hc - Ix,hc Yo,he Ahc._
=.77-r4 - 16~r2 Ttrz - Ti'-rl‘ _8 r4
8 ol 2 8 97T
I, po = (- 8 ).r% % 0,1098.r% & 0,00686-d* (n*)
» 8 9T

Troghetsmomentet med avseende pi en x-axelparallell axel genom en halvcir-

kelytas tyngdpunkt #r alltsi

0,1098. r eller 0,00686-a% (n*)

Troghetsmomentet, I, e11.ps fOr en x-axelparallell axel genom tyngdpunkten
b 9
av en med storaxeln utefter abskissan beldgen halvellipsyta kan tecknas

3
I a1y = -8 221 0,006860a%b  (u)
9 ’ 8 91!‘ 16

ddr a och b representerar lingden av lillaxeln respektive storaxeln.
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Troghetsmomentet, Ly all.g? for en x-axelparallell axel genom tyngdpunkten
b 9 —_—— T =t
av en med lillaxeln utefter abskissan beldgen halvellipsyta ir

1 sz 0,00686+a.b> (m*)

o,ell;a

(e) KVARTSCIRKELYTAN

A'Y
TPo:Af. =
= b
yo,kc 3
It . %
4t— r —n

For ytan av en kvartscirkel med en viss radie, r, giller att dess trog-
hetsmoment, Ix,kc’ med avseende pi en axel sammanfallande med nagon av
kvartscirkelns raka sidor dr fjidrdedelen av yttrdghetsmomentet, Io,c’ med
avseende pd en x-axelparallell axel genom tyngdpunkten av en cirkel med
lika stor radie som kvartscirkelns. Ix,kc ir alltsa 1r4/16. Vidare
gdller att kvartscirkelns area, Akc’ iar wr2/4 och att y-koordinaten,
Yo,ke? for dess tyngdpunkt idr 4r/(37).

Parallellforflyttningsekvationen, ekvation 2.31 pd s. 2:20, kan hidr skri-
vas:

Io,kc = Ix,kc - yo,kc'Akc =
= 71'11’4 - 16!1‘2 1['-1‘2 - e r4 - 4¢r4
16 gg2 4 16 9
T _ 4 4 4 4
I = (— - —)r o 0,0549.r (m™)
oke = Mg om ’

Troghetsmomentet med avseende pa en x—axelparallell axel genom kvartscir-

kelytans tyngdpunkt dr alltsa

0,0549. r* (m*)
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