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1. Hydromekanikens grunder



Vitskors och gasers allminna egenskaper samt

definitioner av grundlig
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1.1 Definition av en vilska eller en pag

Vat skor och gaser dr substanser, son deformeras kountinuerligt, nidr de

utsitts L6r skjuvspinningar, hur snd dessa 8n Hr.

"’i‘:
ot

En skjuvspinning 8r riktad lings ftangenten till en yta och denna krsa

&
dividerad med ytans area dr medelskjuvspinningen dver ylan.

Skjuvspdnningen 1 en punkt £és som grinsvirdet mellan skjuvspinningen

och ytan d& arean gir mot noll (reduceras +till en punkt ).
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Pig. 1.1 Deformation som resultatet av en anbringad konstant skjuv-

spénning

I fig. 1.1 Br en substans placerad mellan tv4 ndrliggende parallells
plattor, sd stora, att forhdllandena vid kanterna kan fdrsummas. Den
nedre plattan dr fast medan den Ovre Hr rdrlig. En kralt P anbringas
i den Ovre plattan och firorsakar en skjuvspiduning pd en godtycklig
substans mellan platiorna av storleken F/A, om A #r den Ovre plattan

ared .

Om pu kraften F &stadkommer, att den Ovre plattan v8r sig med en jaimn
nhastighet (skild frén noll), oaveett hur Liten kraften F #r, di kan
den slutsatsen dras, att substansen mellan de tvd plattorna 8r en vilsic

eller en gas.
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13 L oomedelbar kontakt med en fast grinsyta har s
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ighet som denna, dva, det foreligger ingen glidning vid sjilva

i

prinsyten. Detta Br experimentelldt fastsitdllits har veriflierats 1 ota-




Vatskan eller gasen inom ytan abed i fig. 1.1 strommar till det nys
ldget ab'c'd med varje vitske~ eller gaspartikel 1 en rorelge parallell
med plattorna och med hastigheten varierande Llikformigt frén noll wvid

den nedre fasta plattan till v vid den Ovre rdrliga plattan.

o

fxperiment visar, att om andra faktorer hélls konstanta, & dr F di-
rekt proporticnell mot A och v och omvEnt proportionell mot h. I ekva-

tionens form

B s}l—'ﬁ——
diar p dr en proporfionalitetsfakbor.

om ¢ = F/A fis

. v
Qﬁlam. aad™

Kvoten v/h dr vinkelhastigheten £or linjen ab, eller graden av vitskans

(eller casens) vinkeldeformation, dvs. graden av minskning i vinkeln
bad.

Vinkelhastigheten kan ocksd skrivas dvy /dy, eftersom bdde v/h och
dvy /dy uttrycker hastighetsforindringen dividerad med det avstdnd

lings vilket fordndringen intrédffar,

Emellertid dr uttrycket dvx /dy mera generellt, eftersom det giller
£or situationer vid vilkas vinkelhagtigheten och skjuvspinningen Andrag

med Y.

Hastighetsgradienten dvx /dy kan ocksé sigas ange den hastighet med vil
ken ett skik®t ¢0r sig relativi ettt nidrliggande skikt. I differential-

form bliv

Co o w e Toie

I ord uttryckt fr velationen ovan lika med sambandet mellan slkjuvenin-

.

<

den av vinkeldeformation vid en gas eller en vittaskas en-

ning och

dimensionella strimning.

tolaktorn o kallas
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ckvationen (1.1.1) Newlbons




Q

En plastisk substans uppfyller ej definitionen pd en vitska eller gas

given pd sidan T, beroende pd, att substansen har en inneboende skjuve
spinning, som misbte Svervinnas innen en kontinuerlig deformation kan
dstadkomnas .

En elastisk substans, placerad mellan plattorna, kommer att deformeras
ti11 ett bestdmt belopp proportionellt mot kralften, men ej kontinuer-

ligt vid en bestiédmd hastighet.

Ett komplett vacuum mellan plattorna kommer e att resuvltera i en konse

tant «lutlig hastighet vtan 1 en stdndigt ckande siddan.

Placerag sand mellan de tva plattorna kommer torrfriktionen att kridva

en bestimd kraft for att Sstadkomma en kontinuerlig rdrelse., Sdledes

satislierar sanden ej definitionen péd en vitska eller en gas,

Vitskor och gaser kan klassificeras som "Newtonska'" eller "icke-Newtlon-

ska'". Hos "Newtonska' vitskor eller gaser foreligger en linedr relation

)]

mellan storleken pd den anbringade skjuvspinningen och den resulierande
deformationsgraden., I ekvationen (1.1.1) #r dd ax konstant, vilket fram-
gdr av fig. 1.2,

Ar vitskan eller gasen "icke~Newtonsk'" blir sambandet mellan skjuvepine

ningen och deformationsgraden ej linedrt,

3
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fn ideal plastmassa har en bestind inneboende skjuvspinning och en hong

tant linedr relation mellan ¢ och av_ /Ay

Inthizotropisk substamss s&ddan som trycksvirta, har en viskositet vilkers

ir beroende av substansens omedelbart fdregiende vinkeldeformation.

Gaser och tunnflytande vitskor (L.ex. vatten) tenderar att vara "New-
tonska', medan tjockflytande hvarokaroouor med lénga molekylkedjor kan
vara "“icke~ Nowton slea ',

Por anglysédndamdl gores ofta det antagandet, att en vitska eller en gas
¢) Hr viskOs. Med ingen viskositeuv blir skjuvspinningen alltid noll oav-
selbt vdtskans eller gasens rorelse. Anses sedan en valsks vara osamman-

tryckbar bendnnes den ideal.

1.2 Mittenheter

Storleken av enheterna f£or mekaniska egenskaper och verkningar hirleds
ur Newltons andra lag.

Denna lag anger, att en massa, sbm ror sig pd grund av en anbringad
kralft, kommer att accelereras och att kraltkomponenten i accelorations-
riktningen blir proportionell mot produkten av massan och acceleratio-

nele

Viljes enheterna sidana, att en kraftenhet, verkeande pd en massenhet,
producerar en accelerationsenhet kommer proportionalitetskonstanten att
bli ett, och vi kan skrive att kraften &dr lika med massan ginger accew

lerationen. Vi fé&r wvektorekvationen:

Pey o v
P =me g Te2el

daxr

bt G
=
I

1 I )
= kraflt (N, dyn)

g)
: : .2 2
a = accelevation (m/sek”, cm/sek”)

m = massa (vikt) (kg

5.

Har kommer atlh forordas det sllimera acceplerade Sl-g;

Internationale), soum anvinder Ctenheten 1 Wewlon, »

P

1 kg och accelerationsenheten 1T m per gok .

gl

I oekvations



TH =1 kg -1 m/sekZ Te.2

Aldre tekn. syst.

Liangd: 1 em = 10 T Lingd: 1 m

Tid: 1 sek Tid: 1 sek

Massa: 1 g = 10° kg Kraft: 1 kp, dvs. den kraft, som ger
massaen 1 kg en acceleration av

9,80665 m per sek2

Ekxvationer och enhetsbyten

Storhet = mitetal ¢« enhet. Bxs 3,0 m/sek = midtetalet 3 ¢ enheten 1 m/sek
Storhetsekvation: Samband mellan storheter
Mitetalsekvation: Samband mellan métetal
Dimengion: Tvd storheter har samma dimension om dexas enheter &r lika
bortsett fran ettt midtetal km
1000 ., km 3600

mhe yien: Algebraisk ration. Ex: 3 sek = 30 —u—= = 30 wiemfenee
Enhetsbyten: Algebraisk operation. Ex: 30 m/se 30 w 30 T 000

3600

= %0+ 3,6 %’-‘- = 108 km/h

1% Viskositetb

Av alla egenskaper hos viabtskor och gaser har, 85 det giller dessas

stromning, viskositeten ettt avgtrande inflytande.

Viskositeten Er den egenskap hos en viitska eller gas genom vilken dessa

bjuder motstind mot skjuvepinningar.

Sirap och htjdra dr ewempel pd& vitskor med hig viskositet; valiten och

luft har lig viskositeb.

Viskosilteten hos en gasg Okar med tempersturen, medan den hos on

kar med tempersturen, Olikheterna kan forklex CeNom en unde

ning av orsakerna till viskositeten.

Motatindet hos en vitska eller en gas mol skjuvar

-

mingar beroy

6ves. den molekyldra attraktionen, cch pd& Sverforingsgre

-d

[§

rordrels

o viteka med mycket etdrre molekylic 4tdthet dn en gan hary mycket oldere

re kohiesiva krafter du en gos.



Kohesion Fforefaller att vara den helt dominerande orsaken 1ill viskosi-
tet hos en vdtska och oftersom kohesionen minskar med temperaturen gir
viskositeten detsamme

En gas, & andra sidan, har nycket smé kohesiva krafter. Det mests av

motsténdet mot skjuvspinni

ngar hos en gas dr resultatet av Overfiring

av molekylér rérelsemingd.

Hur overforing av rdrelsemingd kan ge upphov till en tydlig skjuvspin-
ning framgdr av foljande,
Vi har tvéd “idealiserade'" jarnvigswvagnar lastade med vattenabsorberande

J
material placerade pd parallella. spdr enligt fig. 1.3 (nedan).

'@1’1

T
e ¥ R

at benmuns tyoh

Pige 1.3 BSkiss illustrerande Overfdring av rorelsemingd.

Vi antar att varje jirunvigsveagn har en vattentank och pump med slangar

vars munstycken dr riktade vinkelrdtt mot j8rnvEgsspiren.

Forst halles A stilla medan B r0r sig 8t higer med vatten sprutande
bver A. Vattnelt tas upp av det absorberande materialet pd A, och A kome

mer sttt sdttas 1 rdrelse pd grond av strédlarnas rorelsemingdskomponent,

som Hr parvallell med JjdynvBgsspiren, Rorelsemdngdskomponenten ger uppe
hov $il1l en tydlig skjuvespinping mellsn A och B.
Om nu vabtlen pumpas fréan A Over 1ill B med samma méngd per tidsenhel

‘n B otill A, konmer B oatt

som ¥ ten, och resultatet blir

stora och motsatt rikitade skjuvepinningar.

%

Har A och B dr stationdrs eller

QT DU e

ningen av valtined ingen

VELICTT e



Tnom en viitska eller en gas [Orekommer alltid en transport av molekyler
fram och tillbaka Gver en godtycklig fiktiv yta forlagd inom mediet,

Wdr ett skikt ror sig relativt ettt nHrliggande, Cverfdr den molekylira

3

rérelseméingdstransporten révelsendngder frin den ena sidan t1l1 den and-
ra, med pafoljd att en tydlig skjuvspinning uppkommer. Denna motverksr
den relativa rdorelsen och tenderar att vwijimna hastigheterns f0r ndr-

liggande skikt pé ett s8tt, som Hr anslogt med det i fige. 1.3,

Mattet pd rbrelsen hos ebt skikt relativi ettt nidrliggande &r ov /dy.
Molekyldr skitivitet ger 1 gaser upphov till en tydlig skjuvepinning.
gom Br av avsevirt stlrre bhetydelse #Hn den de kohesiva krafteina flre-

T58Kar e

Eftersom den molekylira aktiviteten stiger med temperaturen Okar ocksd

viskositeten med denns.

Vid ordindra tryck Hr viskositelen oberoende av trycket och beror en-

bart pé& temperaturen.

i vatska eller en gas i vila, eller 1 rorelse, si& att inget skikt ror

sig relativt ett nirliggande, kommer e att ha ndgon tydlig skjuvspine
ning, oavsett viskositeten, eftersom dvy /dy dr lika med noll i hela

mediet.

Déxrfor behtvs 1 hydrostatiken ej andgon hinsyn tas till skjuvepinningar
De enda spinvingar, som dédr &terstdr, dr normalspinningar eller normal~
trycke

Detta forenklar hydrostatiska studier av en viltska eller en gog avsce

vart. Vilken som helst "fri kropp! av mediet

Sreny N 1( )
Daverka TG e

krafter och ytkrafter (normalt riktade ).

Dimensionen £or den absoluta eller dynnwmd

tons viskositetslag (ekv, 16107>@ Vi loser ut p.och erhéller

(o
C}amg

Insdttoing av dimension

Wy Ly T Lor massa, ldngd och tid per



y o+ Loooch )

o

f8r dimensionen M1 e,

Den dynamiska viskositeten s i Sleenheter blir kg per mw per sek. Eltor-

2
e . . 3 ™ . T . oy o 6 o . [ S T T
som 07 har dimensionen kraft per ytenhet (H/m") kuu/u\ocksé attryckas

1 dimengionen ki tid  enligt (oljande

ET o o N8
7 —5 Te0X, =

L m”

(dekapois)

an

Fortfarande mites w ofta 1 CGS~emheter: g per cm per sek eller dyn-

2
sek., per cn”, Enheten kallas pois. Har uwbitryckes a oftast i 0,01 »

eller centipois. )

Deflinitioner pd a,

. Y- 2 .. . . . ,
1 dekapois eller 1 Ns/m” #r den dynamiska viskositeten hos ettt homog

. A L2,
material i vilken en skjuvspinning av 1 ¥/n" &stadkommer en has
gradient av 1 m per sek per m (Lundberg: quromum<1n3>ra>
Viskositetskongtanten zn dven kallad dynamisk viskositet dr den kraft
Fd

varmed ytenheten av ett skikt péverkas di hastighetsdifferensen mellan
detta och ettt med debsawma parallellt skikt, belidget pd lénsdenhetons
L 5 & } &

avsténd dr lika med hastighetsenheten (Svensk Uppslagsbok).

Kinematisk viskogitet

Kinematiska viskositeten dr forhé&llandet mellan absoluta eller dynami

viskositebten och densiteten. I ekvalionsform.

Teda

Dimensionen blir

—

. 1.2, n

Enheten i Slesystemet dr

\ N € . . " . "
N4 CeEeenheter benlimnes siok (cm /BOK) oo T oatol = 10



Kinemati viskositeten hos vitskor cch gaser vid ell givet

huvudsalligen en Tunktion av loemperatu

Tabell 1.1. Kinematisia visg!

Temperator, °q
0 0.0178
10 | 0.0131
15 : 0.0114
20 0.0101
50 0.0055%

100 0.0027

1va, specif

& for en viatska cller en gag definieras gom masss per Vo

lymsenhet.

.

b3

<

,~

=y
m
o

Specifika volymen v dr inverterade vidrdet av densiteten ¥ , dve. den

W

volym som ur

'L

ptas av mas senheten. Séledes

o

Sveclif

@g {Oor en substans

hS

desgs tyngd per volymsenhet.

Den fordndras med lokaolen beroende p& dndringarna i tyngdky

56

rationen,

ikhen

Specilika vik vikten) & anger forhdllandet wellan

3,

(i lufttomt rum) av en viss volym av en viss substens och vikien (dven-

,

ledes 1 Jlufttomt rum) av en lika gtor volym av en normalsubostans.

; O .y s
vatten av +4 0. DE specif

Vanligen villjes som normal-suhasta:

ten varicrar med temperaturen bdr vid noggrann rivelse den

A1) vilken anglivelsey

UPDPECT o

ke wikten aeromneter

(.).L};z.l.iﬁ,4.i RN ORAEFTER A




T

N TR R ey e TP SN R R S
vikten ocihh densitelten hos

Armiirkning

en Kropp.

Om man hinfdyr spec. vikten 1111 vatten av +4 C, vattnets densitet

Br 999,97% kg/u”, dvs. mycket nidra 1000 kg/mn”, o8 L£dr spec., viki och

ma, balvirde, om om 14 de

G

densitet pr taget sa

flesta fall betydelselosa avvikelsen Crin virdet 1000 kg/m” av vatinets

. ) . o
densitet vid +4°C,

sikalisk synpunkt bestdr den helt avgorande skillnaden mellan

spec. vikt och densitet 1, ati spec., vilkten Er ettt dimensionsldst tal,
nmedan didyemot densiteten har dimensionen av en massa dividerad med en

volym.

Trycket p dr kraft per yltenhet . Om en volym av ettt émne kan isoleras

som en "fri kropp" omfattar kraftsystemet, som verkar pd volymen yt-

over varje ylelement, som begl oM

r
o

war volymen. [

mer en ytkraft att ha komponenter vinkelrdita emot och med

den bertrda ytan.

I vilken som helst punkt bendnnes den vinkelrdtt riktade krafikomponen.

ten per ytenhet no

altryek. Om detta dr ettt kompressionstryck

det helt enkeldt Lfor twyek.

Tryck Hr en skally kvantilelt och krsaften Iorbunden med ett givet tryek,

)

som verksr pd en ybtemhelb, dr pdA med en riktning léngs noymalewn H111

enhetaarecan dA.

Séledes dr tyyckkralftens iktning 1 en punkt 1 det inre av en

eller en gas bheroceude av ettt evenbtuellt

genom punkten,

Tryek miles relativi drde (absolnt tryek) ellewr

relativt t1ll atmos

(sbsolut)

I8
‘tatme

T homoyg pan Llyde alim

wiok &(;:’;)
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dédr p Hr absoluts trycketd, v

1 g av gasen; Ri den dndividuella g

furen.

Bvationen 1.5.1 kan

0 R 0
S 3 :

ronstant ten AVE .

Vid } peratur,
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speed

taobar Ti.
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po= Gl T o=

Volymen v av m massenheiter av en

PeVv o= s R’] o 1!

Vi kan med {ordel skriva gasernas
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a1
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Av ekve T.5H.7

a1

[SY

vilken hol

konstant £or SO

Produkten

vara konstaont, eftersom p-v/n-T dp
homogen gas.
onstanten, vars vArde end

dr beroende av de valda

w7
? e
Avogeadros 1t N, = 6,02252 107

O

Molvolymen av en (o7,

homogen gag

Vo= 2,24156 ¢

1.6 Suo

mmantr

yokbar

Vat 4 £

tenperatur,

skor har, {till skillnad vl

£
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varier: med

tryck
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Pig. 2.4 visar ett odndligt litet vitskeelement (i form av en tetraeder)

i vila,

Forutom av tryckkrafter angrips elementet ocksd av masskrafter, i detta

fall tyngdkrafien.

Tryckkrafterna &r proportionella mot ytorna, masskrafterna (tyngdkraf-

ten) mot elementets volym.

Tetraederytorna dr smd av 2:a ordningen, volymen liten av 3:e ordningen,

Masskraften (tyngdkraften) kan férsummas d8 dx, dy och dz —»0.

For att jadmvikt skall rédda mdste resultanten till tryckkrafterna i samt-

liga axelrikitningar vara = O,

Py Py
ket mot den sneda tetraederytan CDE.

och P, betecknar trycken i respektive axelrikiningar och p tryc-

De vinklar som normalen dh till ytan CDE = dA& bildar med koordinataxlar-
na betecknas med X, /3 och ¥,

Da& fds for tetraederns volym

dA «dh dx-dy-dz eller dA-dh:dx.dX'dz

3 2 3 2
cos A = —g—;—l- | eller dh = dx cos X
cos 3 = %—g—l eller dh = dy cos /@
cos ¥ = %—1-;- eller dh = dz cos ¥~

Genom insittning fas

dA dx cos® ' = Qﬁ%}/’_@_@_ eller dA cosol = dy-dz

dA dy cos 3 ,_,_@E_gl_é% eller dA cos B = dax-dz

dA dz cos ¥ = &%L—d—z eller dA cos ¥ dx-dy

it



.
Jamviktsvillkoret for de angripande krafterna ger

px QXéQE - p dA cos =0
Py dxédz - p dA cosB =0
dx-dy _ p dA cos¥ =0

2.3 Nivéytor eller ekvipotentialytor

Att trycket i en godtycklig punkt i ideal vidtska, sdvdl i vila som i
rérelse, dr lika i alla riktningar gidller ocksd for vidiskeelement i

omedelbar berdring med en fast kropp t.ex, en ki#rlvigg.

Prycket &r obercende av viggens lutning och dr alltid riktat vinkel-

rédt mot vidggen.

Satsen om tryckets oberoende av riktningen gidller ockséd for viskisa

viatskor om inga formfordndringar uppkommer., I annat fall upptridder ném-

ligen snett riktade krafter (tangentialkrafter).

Trycket i en vitska &r en kontinuerlig funktion av ortskoordinaterna

X, ¥, 2z eller
p = £(x, I Z)

Sittes p = P, Tas

p1 = f(x’ M) Z)

Geometriskt betyder detta en yta d&r Sverallt rdder samma itryck = pye
En sddan yta kallas nivlyta eller ekvipotentialyta.

2.4 Hydrostatikens grundekvation I.

Tryckets variation i en vitska eller en gas i vila, Pramstédllning utan

anviandning av vektorer.
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Fig., 2.5. Rektangulidrt parallellepipediskt vitske- eller gaselement
i vila, '

P& ett odndligt litet volymselement med kantldngderna dx, dy och dz i

fig. 2.5 verkar dels per massenhet masskrafterna X, Y och 7 dels per

yvtenhet ytkrafterna (tryckkrafterna) p och p + 2p dx, p och p + 22 dy

X Dy
‘samt p och p + %%% dze

En ndrmare forklaring av uttrycken for tryckkrafterna. Som exempel tas

tryckkrafterna lidngs x-axeln.

=R
3 X
Matematiskt &r uttrycket 3;% dx den partiella differentialen av p med

Fordndringen i trycket vid forflyttningen stridckan dx kan tecknas dz

avseende pd x.

Tryckgradienten eller den lokala fordndringen i p med avseende pd x

uttrycks genom den partiella derivatan av p med avseende pd x %%%.

Den kan tecknas %%E eller (%§>y ,+ Det senare uttrycket anger den loka-
?
la fordndringen i p med avseende pd x for vilka som helst givna virden

pd x, ¥ och z nér y och z hédlls konstanta,
Jamvikt i x-riktningen réder om

D
p dy dz - (p‘+-§§) dy dz + XQdx dy dz = 0

L;)

p dy dz - p dy dz - dx dy dz + X§dx dy dz =0

v

X



)

%—% = 8X 2.4.1
P& samma sdtt fés

% = Q%Y 2.4.2
och

%;_5 = Q2 . 24443

Ekvationerna ovan visar, att trychgradienten lings axlarna dr direkt

proportionell mot viatskans téthe? och den verkande masskraften,
Trycket 1 punkten x, yy 2 8r p eller

P = f(x; yy 2) 2.4.4
Den totala differentialen av funktionen

P = f(xa N Z)-

.

skrives

_2p 2p op
dp_.axdx+aydy+azdz 2.{,.5

Multipliceras ekv, 2.,4.1 med dx, ekv, 2.4.2 med dy och ekv. 2.4.3 med

dz samt adderas led for led fés

K] "3
%}%dx+—é—§dy+$§dz=§’de+8Ydy+gZ dz

och

dp = X dx + QY dy + Q2 dz 2.,4.6

For en vitska i vila och endast utsatt for tyngdkraftens inverkan &r

per massenhet

X=03; Y=0 ochiZ=n~-g

Insdttning i grundekvationen ger



dp = - Qg dz

Vi integrerar och far

p=-8gz+C

Réknas z frdn vitskans yta och &r trycket dédr P, fés efter omkastning

av axelrikitningen och utbyte av 2z mot h

och

J
o

= pOA+ 8 gh

Hydrostatikens grundekvation II

Tryckets variation i en vitska eller en gas i vila.

Vektoriell framstidllning

(p +2R.22) gy ax

z H G 2z 2
A R
Edy : iy
dx dy dz
. KXQY1Z) gg v
dz D/L-,lt.—7C
J ,
A - ? B
dx l
2p, dz
(p -55-—3) dry ax
» X

2.4.7

Fig} 2.6, Rektanguldrt parallellepipediskt vitske- eller gaselement

i vila,

De krafter, som verkar pd ett vitske- eller gaselement 1 en vitska i

vila (se bilden) bestir av yt- och masskrafter.,



~

Med tyngdkraften som enda masskraft och genom att rikta z-axeln uppdt

fés uttrycket £or denna masskraft till
- §g dx dy dz
i z-axelns riktning.

Med trycket p i centrum (x, y, z), blir den approximativa kraften, som

verkar pd sidan ABCD

(p __?_B%E) dx dy

och kraften pd den motsatta sidan EFGH approximativi

) d
(p +”§lz)"?z) dx dy

Vid summering av kraftérna pd vEtske- eller gaselementet i z-axelns

riktning fas

_ _dp az _9p.dz o )
dFZ_ p dx dy =z o dx dy + p dx dy 3203 dx dy §g§x dy dz-
:.--’—b—‘sdxdydz—Sgdxdydz

For x- och y-riktningarna giller, eftersom inga masskrafter verkar

4F = - 2P - .2
de axdx dy dz och d‘.E‘y,. 3y dx dy dz

\ -> .
Kraftvektorn dF &r given genom relationen

-> - > I
dF = dF. 1 + dF_J + 4dF k
X y z

varfor vi kan skriva enligt ovan

— Dp > Dp -+ DpF ->
_ - P Dz D -
dF = (_ax1+,ayg+-azk)dxdydz § gdx dy dz k

I limes, efter division med dx dy dz = 4V (dVv—0)

— .
dF D D+ D > —>
= lExirgy ity e ek 2.4.8



Detta &4r den resulterande kraften per volymsenhet 1 en punkt. Kraften
kan s8ttas lika med noll £0r en vitska i vila. Kvantiteten inom paren-
tesen &r gradienten, &ven benémnd nabla eller del (seﬂgvsnitt 7.2 sid.

191-198)

2.4,9

- ->
Den negativa gradienten av p, -¥p &r vektorfdltet F for tryckkraften

per volymsenhet

- -
F=-Up ‘ 2.4,10

Hydrostatiska ekvationen f8r variationen i trycket blir 43

-> ->
F- gk=0 2.4,11
I komponentform
K ) 3
,-5-39(-=0; ﬁ:O och S——E:—gg 2.4,12

Eftersom p endast &r en funktion av z kan vi skriva

Denna differentialekvation anger tryckforédndringarnas beroende av speci-
fika tyngden och hidjden Gver en referensnivd, Den g8ller fr bdde kom-

pressibla och inkompressibla vidtskor och gaser,

Normalt brukar hydrostatiska trycket rdknas som dvertryck i forhdllande

111l atmosfarstrycket,

Om p = atmosfirstrycket &r p - p = ¢ g h, 1 s& fall det hydrostatiska
trycket,

Ekvationen ovan ger uitryck for den hydrostatiska paradoxen (Pascal

1662), som siger att bottentrycket i ettt kirl endast ér beroende av friz

viatskeytans htjd Over botten, ej av vitskans kvantitet eller kérlets

form.



Kommunicerande k&rl

P
P LI
T h
> ]

(14
 madie
o

1
a‘L___ J— J— A —_ — e ——— l a
Fig. 2.7. Kommunicerande k&rl
Trycket pd planet a - a &r
Po =Py + S &b =Pyt §ehy
p, =Py = § &lhy = h,)

Oppen vitskemanometer

DAL . et

=

p .JL_
‘ ¥ |

A e

Fig., 2.8, Oppen vidtskemanometer

Oppen vidtskemanometer anvinds vid smd eller mittliga tryckskillnader.
Trycket vid A

p=p + gh

¢]
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Overtrycket vid A

p-p, = gh 2.4.15

dér P, = atmosférstrycket

Hivert

Fig., 2.9, Havert

Tdnker man sig den horisontella skinkeln st8ngd genom en ventil sé& ver-

kar pd denna frén vénster —»higer ettt tryck

by =P, - § &k

frén héger —svinster ett tryck

P, =0, = § &b +ny)
Sdlunda finns ett fridn vidnster —p higer riktat Gveriryck

Py =Py, = 8 ghy 2,4.16

2.5 Tryckets tillvixt med djupet

Som pépekaté pé sid, 37 Hr en vatskeyta ddr trycket #r konstant en nivé-

yta.
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En vétskeyta mot vilken verkar ett konstant gastryck &r ocksd en nivédyta

Enligt det f6regéende dr en nivdyta i varje punkt vinkelrdt mot de i

punkten angripande masskrafterna.

D& tryckét gr konstant blir i enlighet med hydrostatikens grundekvation
(ap = 0)

Xdx +Ydy +2 dz =0 2.5.1

En nividyta, som e] &r horisontell uppkommer, om en vitska 1 en behdllare

ror sig uppfdr eller nedfdr ettt lutande plan under konstant acceleration

2
A po
T‘\‘ A /{y
-8 COSd‘%\ p
‘xul,

” PATE | g smnOKJL\\

o) i / I

!

Fig., 2,10, Behdllare med vitska rdr sig uppfor ett lutande plan.

Enligt ovanstdende figur s8 utsédtts ett masselement i punkten A per
massenhet dels av tyngdkraften -g dels (enligt d'Alamberts princip) av
troghetskraften ~a. Resultant = F,

*

Vi tecknar masskrafterna léngs respektive axlar och far

"&COSO(
¥Y=0

P
[}

Z =-asin - g =~ (a sin N + g)
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Observera att resultanten F &r vinkelridt mot nivadytan enligt det fore-

géende,

1y

Vi insdtter virdena ovan i grundekv. och far (dp = O, niviyta)

- a cosoldx - (a sin™ + g) 4z = 0

X
dz = - —=C2093 g4
a singlL+ g
och
dz:"’""""‘g‘g‘E—E("‘dX
sinod + &
a
Vi integrerar
cos K
A e P S T )
sin ol + £
a
For x = 0 blir C = zo.

Nivdytornas (ekvipotentialytornas) ekvation blir d&

cOoS ol

o= B e eeeeee——— 8 X , 2.5.2
sin oL +-§

Pryckets tillvixt med djupet i beh&llaren ovan kan f&s ur ekvationen

om:z rédknas fran vitskeytan for varje x.
For .2 har vi redan uttrycket
Z = - a sino{ - g

och vi far

i%?ﬂ = - (a sinolL + g)

2

eller



(%Izz)z,y = -8 (a sin™® + g)

D& fas .

dp = - § (a sin®L + g) dz
och integration ger efter omkastning av axelriktningarna
P = é(a sint+ g) z + C
For » = 0 blir € = p_ och vi f&r till slut om ziutbytes mot h

a _.
P=PO+3€(ESIHOL+1)11

Négra specialfall

ol = 0. Niviytornas ekvation blir

och ekvationen for tryckets tillvidxt med djupet

pP=p, + % gh

Ar a = g for oL = 0 blir

Nivadytornas lutning &r 45°,

V4
i
"
0a

/ N\
—— g

"

Pig., 2,11, Skiss visande nivdytornas Jutning

for a = g. v

OL = 90°, Nivdytornas ekvation blir

2,5.3

2:5.4

2.5.5

2,5.6



dvs. de dr horisontella.

Tryckets tillvéaxt med djupet &r

‘8.
P~ P, ¥ gg(g+1)h 2,5.8

oA = - 90.
Hédr <lir ocksd z = z och sdledes nivaytorna horisontella.

Tryckets tillvéxt med djupet blir

p=p,+ S &(l-=)n 2.5.9

Speciellt g8ller hidr om a = g att p = P, Vatskan beter sig som om den

vore utan tyngd.

Tryckets tillvdxt med djupet 1 en behdllare med védtska, som med konstant
acceleration ;

a) dras uppfor ett lutande plan

b) nedfsr ett lutande plan.

a)

Fig, 2.12, Kraftriktningar vid rorelse uppfor ett lutande plan,

Ett masselement i punkten A 1 ovanstfende figur piverkas per massenhetl

av tyngdkraftentg och troghetskraften -a, Resultant = F,



Hydrostatikens grundekvation ger
Har &ar

X=-2acos™®X; Y

OochZ2==2asinX -g
Ins&ttning i ekv, 2.5,10 ger

dp = - { a cosoldx

g(a sin L + g) dz

Integration ger

p=-%acosols x - & (asin® +g)ez+C
Por x = 0 och 2 = z ar p = P, som ger

C=p + 8 (asin + g) z

o]

7111 slut fas

P =P~ Cacosol x~ 8 (2 sin™ + g) z + S(a sin + g) z

eller

a .
p=p - Q a cos L' x + Q g(zo‘— z)(1 +-E sin o) 2.5.11

;f g - a sin o,
{ ~ &

B X

Fig. 2.12, Kraftriktningar vid rorelse nedfor ett lutande plan,



Krafterna som verkar pd ett masselement per massenhet i punkten A i

ovanstiende figur ger

X =-a cos X
Y=0

Z=-(g-2asin®)=asin® - g

Grundekv. ger

dp = - S a cosoLax + 8 (a sin® - g) dz

Vi integrerar och far
p=-S acoskx+ §(a sind_ - g) z + C

PFor x = 0 och 2z

il

% #r =2 som ger
o 1Y Poa g

Q
]

PO”S(a sin L - g) z
DA fis

o

p‘m‘po-ga‘cosOL»x+g(a sin AL - g) z - § (a sin L ~ g) z
eller

: a .~
p=p, -3 2 cos ™ x + § glz - zO)(E sin OL ~ 1) 2.5.12

2,6 Vatskeytan i ett k8rl som roterar

En fri vdtskeyta, som &r bukbtad, uppkommer om forutom tryckkraften

ocksd centrifugalkraften verkar som masskraft,

Exempel pd& detta &r en vdlska, som med konstant vinkelhaétighet S ro-

terar kring en vertikal axel i ett cylindriskt kérl.

I nedanstiende figur utséttsQGtt masselement i punkten A per massenhedb,
dels av centrifugalkraften ;; ddr v = hastigheten, eller eftersom

2 9 . .
v = arex, us %X ddr o = vinkelhastigheten.

e



i

v
b

Pig. 2,14, Viatskeyta vid rotationsrdrelse,

Uttrycken for masskrafterna i de olika axelriktningarna blir da

Insdttning i grundekvationen (dp = 0, niviyta) ger da

UJZ‘:X.dX'“gdZ=O

eller

Vi integrerar och f&r

eX 4+ C
For x = 0 blir z = O och ocksd C = O,

D4 fés

4 = zg’x 20601



som &r ekvationen for en rotationsparaboloid.

Frén matematiken har vi att volymen under en rotationsparaboloid &r

lika med h#lften av den omskrivna cylinderns volym,

Bevis: ¥ r/r2
e -
ur
K— X

v
M

ax
Fig. 2.15., Parabel, roterande kring

y-axeln,

Vi har parabeln y = x2. Rotationsparabololidens elementarvolym kan teck-

nas
av = 2T x y dx

med ledning av nedanstéende figurer.
dx

WA Iy
VA

S

4

~

Tx —¥

2
()

P
fa—

dx

Fig. 2.16. a) den bildade rotationscylindern b) rotationscylindern

uppskuren,

x2 varfor AV = ZTT”XB dx

e
i

Vi integrerar

av = 27fjﬂ x> ax
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Omskrivna cylinderns volym tecknas
2 -
Tr?y =Tel 22 = Tt

Volymen under en rotationsparaboloid #r alltsd h#élften av den omskrivna

cylinderns volym,

4= r ¥
Pig, 2.17., Volymen under en rotationsparaboloid,
in vitska roterar i ett cylindriskt kérl enligt ovanstéende figur.

Innan rotationen &r uttrycket pd vitskans volym c7~r2 h.

Vid rotation och jémvikt Hr omskrivna cylinderns volym TT‘rz H.
D& fés enligt ovan ett nytt uttryck péd vitskans volym.
2 1 2
T r )+ QTT&r (H - zo)

Vi kombinerar uttrycken och hyfsar

UrzO+EWr HeglWr 2z ="l1 h
1 1
"“2" éo'{“‘z‘H:h

eller

o}

2

Alltsd: Vid rotation i ettt cylindriskt kdrl stiger vdtskan like mycket

vid k#rlkanten som den sjunker i cenbrum riknat frén utgdngsnivén.
J 2



Enligt ekv., 2.6.1

gédller for punkten A i fOregdende figur

QJQ r2
Z m H v 7 om e
0 2g
Kombineras denna ekv., med ekv,
2 h= z, + H; H=2h-~2z
fés
2 2
2h-8 =2 = oy L
o 0 2g
L 2 r2
h"“ Z =-""g“""’"°“ 2.6.3

o] 4g

Nersjunkningen respektive stigningen blir alltsé

w’ 2.6.4
4g . .

2,7 Hydrostatiskt {tryck mot plana ytor

J

FPig, 2,18, Kraftverkan mot en plan yta nersidnkt i en vitska.
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Om F i figuren dr totala tryckkraften mot den plana ytan A (BC) och
trycket dr dF mot ett ytelement dA belidget pd djupet /T blir

dF = p dA = @ g /lcdA 2.7.1

Nu ér enligt figuren

R

fz =y cos
varfor

dF

it

Qg y cos X dA

Integration ger

F= Qg cosCK;/ﬁy aa

Integralen \[~y dA 8r ytan A:s (BC:S) geometriska moment med avseende

péd x-axeln,

Enligt mekaniken gidller att hela yhbans moment dr lika med summan av

~delytornas moment, Alltsi

och sdledes

Nu &8r enligt figuren

varfor

=
i

/,.
Qg Co A 2.T7.2

Totala viAtsketrycket mot en begridnsad plan yta &r lika med tyngden av

den vétskepelare, som har yvtan $11l bas och ytans tyngdpunkis avstind

fran den fria vitskeytan t11) hojd,.




2.8 Tryckcentrum och dess lége

Tryckresultantens angreppspunkt Tc bendmnes ftryckcentrum, Den samman-

faller med ytans tyngdpunkt endast om ytan &r horisontell,

Ur definitionen pd tryckcentrum kan vi uppstidlla féljande ekvation, om

moment tages kring x-axeln
déar Y, dr tryckecentrums y-koordinzt.

Vi har ocksd att, eftersom

B = Sg/ZOA
och
af = § g /& A
ar ggfzoAycsfy&Dg/ZdA
Nu &r
/zozyocosoé
och
=y cos oL
varfor
2
gy, cosel A Vo= S8 cosC&\/ﬁ yo da
och
y__kyszm e Sy an ffygdxdy o 5.
¢ Vo b Vo b [y oaa Sy ax ay
Ix = ‘V[;2 GA &r ytan A:s geometlriska trdghetsmoment med avseende pé

x=-gXxeln



Iy = q/AXQ dA &dr ytan A:s geometriska trdghetsmoment med avseende pa
y=-axeln.

Masstroghetsmomentet fés genom att multiplicera geometriska tréghets-

momentet med massan per enhet.

Geometriska trdghetsmoment har dimensionerna

12 ( Nfrg as)
1t Se% )
¥ (fr? av)

i

Parallell-axelteoremet (Steiners sats)

/’O

o
ST R N S LTy T i B N

\\\\K waf

e

i SHIRPARIAE

V\r’
y
Mg, 2.19, Moment kring x-axeln och en med x-axeln

parallell linje genom tyngdpunkten,

Enligt figuren &r

- f ‘ 2
Ix = er dA = (JQ + yo) dA =
| 2 2
YAl R t e

J[(y ) ()" 2y yol ah =
2 2

f(y‘) aA f(yo) ahA + EJy' Yo GA =
2 2 »

f(y‘) an + ymj ar + 2y, j y' dA

Hér &r virdet av jny' dA geometriska momentet av ytan A med avseende

IH

H

i

pd linjen O - 0. D3 linjen gdr genom tyngdpunkten Hr jﬁy' dA = 0.
. \



Vi f&r d& eftersom \/\(y')Q dA = I

0
I =1 + y2 A (Steiners sats)
X o] 0 i
IX IO + yi A Io
DA fés: = = = +
J Yo A y_ A Yo NN A

Tryckecentrumns l8ge f£8r oregelbundna ytor

58

2,8.3

208:4‘

Fig., 2.20. Kraftverkan pd en plan oregelbunden yta nersinkt i en vaiska.

Por oregelbundna ytor dr tryckcentrums lédge bhestdmd av badda koordina-

terna (ej enbart av en),

Vi berdknar tryckcentrums lédge ocksd for x-koordinaten.

Enligt definition pd tryckcentrum giller

Fx = \Jﬁx ap
¢

inligt det foreglende har vi att

dF = p dA = e 8 Fe an

20855‘
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Nu &r enligt figuren
=y sin X
varfor

. - ® o 3
Fx = bgsnlbifxyd}&

1}

Men F = gﬂg /210 A, DA /ZO ¥, sin o fas

F X, = RS Yo sin A A X, = R sinC(ijﬁx y dA

ellexr
y cA*x = \j‘x y dA

aves.

\fx y dA \jﬂxy dA Ji[‘xy dx dy
x - " , . . b
¢ Yo A \jvy dA \/;[ y dx dy

2.8,6

Integralen._J[% y dA kallas inom mekaniken centrifugalmoment eller

troghetsprodukt och betecknas ny,

Om ytan A har en symmetriaxel parallell med y-axeln och dessa {11l8tes
sammanfalla blir ny = 0, Bevis: x-koordinaten blir = 0 varfor

\[& vy dA = O och f£oljaktligen &ven ny = 0,

2.9 Hydrostatiskt tryck mot buktiga ytor

v R e ERRNT 7

~
e

& A oo e e £ L @ stake
Pig. 2.21, Kraftverkan pi en buktig yta nersinkt i en vétska.
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I figuren #r enl, Tfreglende

df = §g y dA 2.9.1

ar, = aF sin®L = § gy dA sin ¥ 2.9.2
dFy = dF cos O = @ gy dh cos O 2.9.3
= dA sin OL,

Degsutonm dr dAx = dA cos O och dAy

kv, 2.2.2 ger vid integration enligt foregiende

FX = 9 g‘Jﬂy dAy = $ev, Ay 2.9.4
Ekv. 2.9.3 ger
— — )
Fy = g‘Jﬁy dAx = ‘S gV , 2.9.5

I ord uttryckt blir den vertikals tryckkraften mot en buktig vta lika

med tyngden av den vertikala vitskepelare, gom nedtill begrinsas av den

givne ytan och upptill av ytans projektion pd den fria viiskeytan, like

giltigt om vitskan helt fyller dettz rum eller ef.

Den horisontella tryckkraften mot en buktig yta &r lika med det tryck

som viteskan utdvar pd ybans vertikala projekiion,

2.10 Tryck pd i viéisks nersinkta kroppar

NS
B W

Flg. 2.22., Xropp nersdnkt 1 en vitska.

Frn kropp nersdnkt i en vitske antas indelad i vertikala volymssegmen?

med horisontella lvirsnittet dA.

P& elementels Ovre yta verkar dd vertiksls tryckkraften
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och pd den nedre ytan vertikals tryckkrafiten § g Yo dA uppdt,

Den vertikala kraftresultanten blir
R = SQgly, - y,) d4

Detta uttryck anger tyngden av en med volymselemenitet lika stor vitske-

volym. For hela kroppen fas efter integration

R= 38 j(y2 ~yy) dh = S8V 2.10.1

Kraftresultanten pd en i en viétska helt eller delvis nersinkt kropp &r

lika med deplacementet, dvs. den av kroppen undantringd viitskemassans

tyngd (Archimedes princip).

Archimedes princip kan ocksd hérledas pd 0l jande sétt,

T o _TW —
! v P! (
™ I s ’
l fr 1
LA
e "“}ﬁf‘"*““”%m oy om S
P t

Fig, 2.23. Kropp nersinkt 1 en vitska,

Ovanstdende figur férestdller en kropp nersdnkt 1 en vitska med At~
heten @ . Kroppen hinger i en tradd. Spinningen i trdden = R. Resulte-
rande neddtriktade tryckkraften = P&; uppatriktade tryckkraften = P; .

Kroppens tyngd = G,
Ior jdmvikt fordras

P' 4+ G - P! = R
J y o

Nu dr P! = ® gV! och P! = ©g(V + V!
APRESH - S g c . N g( )
varfor

Qe V! + G ~ gg(v + V') = R

eller

0.2

-t

G~ ©Cg V=R 2.



Kroppen forlorar lika mycket i tyngd som tyngden av den undantringda

viitskevolymen.

2,11 Dragspinningen i ett ror

Btt cirkulédrt ror under inverkan av ett inre tryck fadr en spinning runt
gin periferi., Om vi antar, att inga léngsriktade spinningar uppirider
kan dragspinningen illustreras som i nedanstiende figur.
s
s\ 1m

e TELA LI ‘“....,." TRk CWE e

L .
T, sy

Pig. 2.24. Dragspidnningen 1 ett ror.

Vi gstuderar en tvirsektion av rdret av 1 m bredd. Om ena hidlften av
tvirsektionen tas som en Yfri kropp", blir spinningen per m vid ovan-

gidan och undersidan FT och F (se fig.).

2

Den horisontella kraftkomponenten Fh verkar genom projektionsareans

e .y o . 4 2
tryckcentrum och dr 2-p.r, ddr p 4r trycket 1 centrumlinjen i N/m“ och

r Hr rorets inre radie.

Vid hoga tryck kan tryckcentrum forliggas till vdrcentrum, varvid F1 =
nl
12 och

F=opr 2.77.1

dédr F #r dragespéoningen per m. Med viggtjockleken t m blir dragspinning.

gnAZY i rorviggen
& !1. L X o
h o 't s "L 2:11:~4

Vid gtlrre variationer i trycket mellan Over- och undersidan av roret

miste tryckcentrums lige berdknas, och tvd ekvationer fordras dd

F1 + F2 m Zepel

2‘37'1“1 1o 2;}).17\”‘\]7 w O



Den andra ekvationen &r momentekvationen kring den fria kroppens nedre

dnda, med bortseende frén den vertikala komponentkraften.
Vi loser ekvationssystemet och fér

P, o= p-y ;VF2=p(2r—~y)
med y i m.

Exempel, Ett 4,0”“stélr6r har en viggtjocklek av 0,25", Med en

tilliten dragspdnning av 10 000 atm., vad blir maximumtrycket?

Ldsning:
/ — hd I: — s :) ! NWQ
b -lﬁr = 10 000 = %TEB

och alltad

1250 atm.

o}
it

2,12 Dragspédmmingen 1 ettt tunt sfédriskt skal

Om ett tunt sfédriskt skal dr foremdl £0r ett inre tryck kan man - om

man bortser frén tyngden av vdtskan eller gasen inom afféren - Lfinna wte
tryck f0r spinningen i viggarna genom att studera kraftverkan pd en av
de halvsférer, som uppkommer vid delning av sf8ren genom ettt vertikal-

plar.

Véatskan eller gasens kraftlkomponent, som dr riktad vinkelrdt mot planet
s e 2 " . . B

p& halvefirens insida dr p Hl 7, om v dr lika med radien. Spanningen

gdnger den avskurna viggytan 2T = t, dér t dr viggtjockleken, miste

balansera kraftkomponenten ovan, ALltsé



Hydrodynamik




3. Grunddragen av vitske- oeh gasrdrelsers kinematik




3.1 Hastighetslfaltetl

Olika delar av en sirommande viiska eller en gas har vanligen olika

hastigheter och accelerationer. Rorelsefidltet kan d& beskrivas med

hjdlp av vidtske~ eller gaspartiklarnas hastigheter och accelerationer

i hela det fyllda rummet.

B&de hastigheter och acdelerationer Hr vekitorstorheter, som vi kan be-

i pse .
teckna med v och & respektive.

I Carviesiska koordinater &r x, y, z-komponenterna Vs Vy och v, Tes-

pekiive N ay och yzg

o L -3 . ) .. , B
I allménhet 8r v och a funktioner av tiden och dven beroende av léget

i rowmet vid varje tidpunkt.
Det finns tvd sdtt att beskriva partiklars rdrelse i rummetb.

I den forsta, Lagranges metod, &r de rorliga partiklarnas koordinater

satte som Tunktioner av tiden. Detta betyder alt vid en godtycklig
tidpunkt to dr en partikels koordinater a, b, ¢ och partikelns lége

vid varje amnan tidpunkt dr given genom ekvationer av formen

X = fT(a, by, ¢y t); ¥ = fz(a, by, ¢, t);: 2z = f,ﬁ(a9 by ¢y ) Felel

Tilligget a, by, ¢ 111l de partiella derivatorna &r en pdminnelse om

att a, b, ¢ skall hdllas konstanta vid deriveringen efter %t.

Ovanstiende metod Hr den vanligaste 1 Tasta kroppars dynasmik, dir det
ofta dr Llémpligt att identifiera en diskret (avskild) partikel (t.ex.
masscentrum L ett fjadcrwmasgystem) och bestdmna dess £061jande rdrelse

i tiden,
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Nar det gdller en vidtska eller en gas blir Lagranges' metod myckel svir
hanterlig eftersom beskrivaingen av ett strémningsfdlt kridver tre ging-

er sd& méngsa parametrar av formen x = f1(a, b, c, t) ete.

Dessutom Hr vi inom hydromekaniken vanligtvis ej intresserade av en

partikels rorelse i detal] pd grund av att vitekan eller gasen kan de-

skaper vid individuella punkter i stromningsfdltet.

Den andra metoden, att beskriva en vdtskas eller en gas! rorelse, ger
H § i’
oss mbjlighet att observera strimningen vid slumpmissigt utvalda punke
ter, utan att behovae ta hinsyn $ill identiteten hog de partiklar, som
$ P s

upptrider vid degsa punkter i ettt givel Ogonbliclk,

Vid anvindningen av denna metod, Eulers metod, observeras strimnings-

karaktoristika 1 ndrheten av bestimda punkter, ndr partiklar passerar.

Begkrivningen av det fullstindiga strimningsféltet dr visentligen en

[l

bgonblicksbild av varje partikels hastighet och acceleration.

Grundskillnaden mellan de Lvd metoderna ligger i detd £orhédllandet atth

~O

i lagranges metod dr partiklarnas koowvdinater glvna som funktioner av

tiden medan 1 Bulers tigheterns 1 olika punkter Ep
AT AL st AL T s o, A

satta som funkibioner tiden.

Eulers hastighetsfdlt dxr givel genom
> l\‘:"‘é‘ ‘ n’\}:‘ et _ .
Vo VL Iob v ] vzk 3ol ed

dar

v, = f3<xs T 2y t)

el Q,.g, epen
och i, J och k Br enhetsvekiorer lings x, v resp. z-axlarna.

Vid anviindningen av denna metod kan vi uttrycks hastighetalordndring

i ndrheten av en punkl genom de partlella derivatorna av de Lyra obee-
roende variablerna x, y, %, + samt de totala differentialerna. I x—cikt

ningen:



“é'vx “?>v} fb'vx ~ V..

X A b X

d w4t 4+ e dx o e dy 4 et da
Tx Db O ay J S %

Komponenterna till den tillryggalasgda vagen dr e oberoende utan teckw

nas
dx = v_dt 3 dy = v_ dt och dz = v, dt
4
Gepon insdtining 1 ekvationen ovan efter division med 4t fas

. —
dvX av ﬁv? B‘x

N S O o scmseremeann

= V. - + v v
dt ot X Ox y oy |z

Detta dr totala derivatan representerande hastighetsldrdindringen 1

x-riktningen f8r en partikel, som vpptar ettt bestémt lige 1 rummet vid

en bestamd tidounkt.

- “ ) ] . . P / . \
Denna bestdr av "lokala' fordndringen, som en funktion av tiden Qavy/at

och den "konvektiva' forindringen beroende av partikelns rdrelse 1 rume~

met {v&(<>v /o) Vy(zﬁvx/é>y) + VZ(?BVK/E}ZZJ .

Liknande whtryck f£&s péd gomma sttt £ov y- och zerikiningarna.

Vilken som helst annan ecgenskap hos en vatska eller gas ken behandlas
p8 samma s&tt. 38lunda dr totala tdthetelfrindringen hos en (homoxe”m

sibel) viteka eller gas

a (§> ™ gl)

49 ey L5
at T

dt b

Por de tre accelerationskomponenterna f£as

&, wy e pm weeeweneesen o FF mmeee e u el TR

Qv 'W“"’\‘l V.
P A oy Ld Ze2:1
e N
y d l/ Z f) 2
av
B m e s bV
“zoToat o %

Uttryckt 1 vektorform



w5
g av ,,:r«
SRy v

i
ddr vektoroperatorn </ ("nmabla" eller "del') definieras

~~ . o 'y f) -

- e

e U O N
Vv OEETE z?y J

3,263

C? 7

sl
i Cartesiska koordinater. (En hirledning av ¥V med tillémpningar léme

nas 1 avenitt 7.2 sid. 191-198.)

Om alla lokala accelerationer dr lika med noll, benidmnes rorelsen gtha

Il

tionds (se ocksé i kapitel 4, avsnittet stromningskaraklteristike )e Hag~

tigheten kan Hndras frdn punkt 1)1 punkt i rummet, wen i en bvestimd

punkt sker ingen fordndring med tiden,

5

Om alla konvektive accelerstioner dr lika med noll, &r rdrelsen like

Tormig (se, som ovan, kapitel 4, avsniltitet stromningskarakteristika).
Kr den konvektiva accelerationen noll betyder det, atd strbmmingen qr
parallell. Hastighetovektorerns dr i likformig strdmning Bverallt pa-

rallella,

%.c Hagtighetesgradienter och skinvspinn

)

Vi har sett 1 kapitel 1, alt hastighetsgradienter ger ettt wdtt pd de~

formationen och att skjuvspiminger upptrider i viskOga vEtskor bero-

ende pd deformabionen.

Deformationen dr kinematisk, medan skjuvevpinningen #r dynamisk (inbe-

griper en krafdl).

Sdledes Br viskositeten den mekanism, som tillsanmans med massverkan

Tforbinder kinematiken hos en vitska med dess dynamiska upptridonde vid

rorelsen,



4. For viAtskors och gasers sbromning grundligeande begrepp och ekvae
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4.1 DBegreppen system och kontrollvolym

Ett sysbtem hinfr sig till en bestémd massa av materia.

Enligt lagen om wmassans offrstorbarhet f0rblir massan inom ettt system

konstant med tiden. I ekvationslorm

dér m dr ftotala massan,
Newtons andra lag for ettt system skrives 1 vektorform

4.1.2

ddr m Hr systemets ar resultbe alla ytire

krafter, vilka verkar S0 Te€XK,
S
b
-

tyngdkralften,; ochh v &r hastigheten hos syste

En kontrollvolym hinfdr sig till ett avenitt av

i o
Frd oo
£ u{)u Var

vid snalysen av £18den in i och ulb wr

Grénserna till en kontrollvolym dr dess kontrollyba. Storleken och fore

men hos en kontrollvelym kau tas helt godityckliga.

Kontrollvolymbegrevvet anvindes vid hirledning av konltinuift

sems J’Tf da-~ och ener “3 ekvationerns.

OQaveett stromningens natur dr den underkastad foljende lagar, son kan

]

ubtryckas analytiskt.

Te Newbong rorelselagar,
2. Lagen om kontimultet eller legen om massans offretdrbarhet.

4 Termodynamikens 1:4 och 2:a huvudsats

1:a huvudsatsens BG4 verveteum mobile av 1sa slagel Hr eon omdjli

varmed menas, ath det Hr owdjligt att konsbtruera en maskin, som stix

moen ey

o

gt virdttar arbete ubtan energitillidrsel. Med andra crd: Suu

alla exigterande energimingder dr konstant.

Pen huvudastasen: Bty

ewr mobile av 2:o droen om@ilipgnod

dvs. del dre omtjilist att konglruers en maskin, sowm oavbruitet wiior
arbelte, om energilen skell tas frin oen virmercservolr, vars bemperis
ter dcke Hr higre dn temperaturen hos de andra kroppar, com deltancr

i processen




51landena, som siger, att vid gr

4

4. Tagen om grinsfor

25 18
kans (eller gasens) hastighet vara noll, och att en ideal viits!
gas ¢J ken Overskrida en gréns.

5. Newtongs viskositetslag.

Det Hr lampligh, att £orst anvinds kontrollvolymbegreppet pd en gode
tycklig egenskap hos ettt system, L0r att sedan sp@ciellt Sveriora dev

o

pa kontinuitets~, energi- och rirelsemiingdssambanden.

Vi betraktar en stromning i vilken sirdmuningshastigheten #r given rela-

tivt ett rdtvinkligt koordinatsystem (fig. 4.1).

Kontroll-
volim

lnsidi\k\

Utstrimningse-
y ta yta

(e) (a)

Tige 4.1, System med ildenbtisk vid biden t i ettt he

hetsfalt.

Vid tiden t belinner sig en viss massa inom systemet begrdusalt av den

brutna ovalen. Kontrollvolymon; figerad relotivl xyz-sxlarna, somman-

faller exakt med systemet vid tiden . Vid tiden t + dt har systemedb

LForflyttat sig enlipt fige 4.1 b,

N representera ftotala mingden av en viss

rpi, Torelsenined) inom systemet vid tiden

o



tidigt /L vara mingden av sagda egenskap per masgenbet. Okningen per
tidsenhet av N hog systemet kan nu forwuleras vtifrin kontrollvolymbe-

greppete.

Vid tiden t 4+ dt bestlr syetemet av volymerna IL och IIT i fige 4.1 b,
¢

medan det vid tiden t uppbar volymerna I och I, Okningen i egenskapen

N hos systemet dr did glven av relabionen

{ - = QA + Iz ¢ a
Isyst@ t o4+ db Nsysta t <\}:I/ZQ o M/;.[.L. o (v)t + dt

Vi flytter om och dividerar med dt

g & av i o2 av
dh - 4TT

.
o
5
4
joy)
o+
-
4]
P
<t
e
.
i
o
+

7.8 av

Q\\\

-

Tt

s

KN

o
-
o~
1)
~

s

{

ST

o

Y 17 e 4etss

oy
-

Termenn till vinster &1 Skningen av N i medeltal per tidsenhebt ilnom

temet under tiden dt. I Limes, d& 6t nérmar sig O blir okuingen dN/dt.

LYerm

T limes blir ocksd de tva

rna till hoger i ekvationen inne-

hédllande volym II, enligt definitionen pd en partiell derivala

s
/ Lee 3 A4F

- Ty av
J oy

OG

efterson volym LT blir detsamma som kontrollvelymen 44 4at -

Hasta term, som dr f1lodet av N per tidsenbet wul vwr kontrollvolvmen kar

i limes skrivas

- @V e dh =

wutet gla

oW v ah cos oL 4o 4



dr dA i fig. 4.1 ¢ dr en vektor representerande ettt ytel

stromningsarean. Den dr riktad vinkelritt mot kontrollvol

ement

yrens

ov 1l

ke e

yea

( /.r

{5

positiv utdt. ol Hr vinkeln mellan hastighetsvektorn och ytelementets

vektor.

ey
Lo

P& samma sdtt g, att den sista termen i ekv. 4.1.3 dr

fiodet

tidsenhet in 1 kontrollvolymen med negativt tecken, I lim

es fas

f Je @ Qv s
l}mr ! ﬁ_ = /e @ Ve A f/?t\§ A cosCf  4.1.5

instréimn.yta

A

Som framghr av fig. 4.1 d ar 00 negativ i detta fall.

De tva termerna givna i ekve 4.1:4 och 4.1.5% kan sammanfa

FASRR

ttas 4

[c36}

tern, som dr en integral Over hels kowmltrollvolymytan, eftersom det

enda

o
v
nay

tagits vederbdrlig hingyn tillL tecken och att v « dA dr lika med noll,

d& det ej Lorekommer slrimning Over grinsen,

Sammanfattningsvis f£an

Serie

1V 4 ! 8 v v dA
\/I{S

I ord vtitryckt Er Skningen av N per tidsenhet inom ettt systen Iika

4o

Skaingen av N per tidsenhet inom kontrollvolymen (Fixerad vola vt

SR

plus nettoultstromningen av N Over kontrollvelym ansen,

Eitersom zyz-koordi

ataystemet lkan ges en godiye

whan att pdverka kontrollsyste och dess omglvningars

skaper giller ckvaltion 4,7.6 om kontrollvolymoen, best

och uitformning, her en likformig tranglationshastighet.

[l

4.2 Xounbinuitets-, cunergi- och rorelscmingdselvatlioneina

jo]
<
=
£
=3

sk
18RS

o6

med

5Y%)

vill eterlek

for

kontrollvolyner.

Kontinuvitetaekvationen

Kontinuvitetsckvationen hicrleds ur don allmnd vipoen
ofOrsttrbarhet kv, 4.1.1, com anger, alt inom ebl systen

san kounstant med tiden, dva.

K

O Mmassa




I eltve 4.1.6 Lé&ter vi N vara systemet m, [T dr d& massa per

magssenhet, dve. lika med ett. Da s

O b " \g) dv 4 j \g) voe dA /f P 2 o 1
TSRV XS

I ord anger kontinuitetsekvationean T en kontro olym magssans

I d ang kontinuitetsekvation Or en kontrollvolym, att mass
bkning per tidsenhet inom kontrollvolymen #r lika med nelttoinflddet per
tidsenhet in 1 kontrollvolymen,

Energiekvationen

Por ettt system anger termodyn
AT
H’
beror pd systemets begynnelse- och glutbtil!

&

forsta huvuawkts, att den vilrme

som Lillidrs systemel minus arbetel W uilldrt av systemet, endast

Skillnaden 1 tillsténd hos systemet, som #r oberoeunde av vigen

begynneloe~ 1ill sluttillstdndet, Hr 1tsd en egenskap hos systemedb
< 7 i

i

Skillnaden kallas f0rdudrin . Termncdyne

gabta 1 ekvationsform kan

aQ . = AW = 4B Dol

Mrdndringen 14 eneygi per a, varfdr vid tillampning

av ekve 4¢1.6, N blir lika med B och £ liks med € e/¢ . Vi {8r alltsé

PO ours ~ by
& ~2 / ﬂ‘ « ¢ 6
G /

eller genom anvindning av ekv., 4.2.2

TR o o AV . 3 ": . | 2
= ST & e dv 4 Se ve dA 4,24
VAN o JKS

Arvetet uwtfort av systemel pd degs omgl

( Ur Y L

gridnsoer



(b) Wfr’ tangentialspidnningarnas ( skjuvspinningarnos ) arbete wtfort vid

systemets gridnser pd nirliggende yttre vits ska eller gas 1 rorelse.

(e) Wut’ vridningsarbete utfort pd ett roterande element inom systemet

och fort utanfor systemet genom en roterande axel.
S8ledes kan vinstra ledet i ekv. 4.2.4 skrivas

. F il
Ay AW WAl g

gt Tatr . T TAavT T Tar T At 4.2.,5

Energilen I &r lagrad energi och #r lika med dess specifika vdrde, energi
per massenhet e, summerad Over hela massan. Den lagrade energien dr av

tre slag:

(a) e, = Uy inre energi per massenhet forbunden med viitskan eller gascns

lokala temperwiuanVdg

b = liges (potentiell) energl per messenhet

(c) »” oY /? rérelse (kinetigk ) energi per magsenhet Forbunden med

vitskan eller gasen Lokala bastighet v relativt referenssystenet.

Den totals laegrade energlien per massenhet Hr 48
& &3 ¥

I jordens gravitationsf8lt Br e = g 2 d8r 2z Hr vatsksun eller gasens

hois Over et referensplan, ALLted

+u 4 g a 4,27

Vi kan forst konstatera, att arbetelt per tidsenhet, som uwltfdrs av normal.-
trycket pd en enhetsyta dr lika wed enhetskralften p beroende pd det Llow

kala trycket ginger hast

o

>tskomponenten 1k

triktningen, eller fov

kontrollsystemet.

aw K .
- PV« dh
at



e

Hir rédknas v e dA negativ £6r £18de in i kontrollvolymen (vinkeln ™ nepow

tiv, se fig. 4.1 d gid, 72 ) och positiv for Flode ub ur densomma,

Porandringen per tidsenhet i den lagrade energien B blir lika med netltow

eners seuhet genom kontrollvolymen plus féréEndringen per

“lodet per

tidsenhet inom volymen eller

M KS B KV

Den allminna energlekvationen 4.2.5% kan wu skrivas

Wy

at

: W
d A, .
S R T T, PV

dQH ) dwtr , 6V
at  dt at

e 4v 4.2.7

.
)
=
ot

Pain

Tt

T {0

s

Por system 1 jHnwvikt med smd eller ings forédndringsy 1 rdrelse eller

energl Hr dE/dt helt bercende av foxéndringar 1 den inre enerpgien, FOlj-

N4

aktligen &r B 1 den klasc Lermoedy en vanligen bendmnd e

Antar vi att ep i ekve 42,6 endast beror av jordgns gravitationsfélt fés

uwttrycket pd e (Pm gt ekvatlon 46297) och vi er-

haller allimdnna enecrveliekvelionen Lon Tty

4.2:.8

@ ehl
3 €& Gy

s gy

3

igt sttt eliminers termen f£ov

Vid anvindningen av ekv. 4.2.8 &1 det

A

2

arbetet ¢

adkommet av skjuvepinningar genom ett pagsande vael av kontro!

volymagrinser.

(&%

GOy L = vy Ty 6y e o o S
paledes sammanfaller kontrollvolymesg

dnsierna 1 Lfige 4.2 med anordningc



(O

viggar och de Frra dr ocksd vinkelrite mot strdmlinjerna i (1) oen (2),

O-nivé

FEEEE

e v s W

ut
Mg. 4.2, Rontrollvelym £f6r energibalansen 1

en generell anorduning.

Eftersom hastigheten dr noll vid fagtlagds grénser och dd det inte finns

ndgra tangentialkrafter vid (1) och (2) By arbetel dstadkommet av skijuve

b o

gpidmmingar lika med noll.

Ekvetion 4.2.8 reduceras da till

Tinedrs »Orelsomi

nodselve

Newtons andra lag £0r ettt system, ekv. 4.,7.2, ligger till grund {0r hir-

1Y

ledningen av en koutrollvolyms

[

linefra rirelsemiingdsekvation med hjdly

ekve 4.1.6,

Vi léter W vara den Linefira rorelsemingden m v hos systemet och /T vars

den linedira rorvelsemiingden per mass

i

Da blir med anvivdning av eive 4.1.2 och 4.7.6

4,9.10




I ord uttryckt dr den resulterande kraften, som verkar pi en kontroll-
volym like med Skningen av den linclra rorelsemingden inom kontrollvoly-
men per tidsenhet plus nettoutstrimningen av lineldr rirelsemingd frin

kontrollvolymen pexr tidsenhet.

Det kan vare lémpligt, att kortlfattat berdra rdrelsemingdsprincipen. Denn:

dr, som forut papekats hirledd ur Newlons andra lag och har féljande ly=

delse.

certim
¥

P av alla yttre krafter, som verkar pd en vilske- eller

Vektorsumman

gasmassa, dr like med fordndringen per tidsenhet av viltske- ellor gos—
PREN

massans linedra rdrelsemingdsvektor M eller

e

_a(mv)
- S 4.2011

De yttre krafiterna Hr av tvd slag:

(a) grinskrafter, som innefattar

som vel vinkelrdtt mot kontrollgrinsen, och vilka kan

métas 1 lLermer 1 vitske~ eller gassysten, F)
- ;

2) sadana, vilka verkar parallellt med kontrollgrinserrn och son kan

médtas 1L termer ov teo 1”0qilzl~ sller sk*&v Lan1<u“nr5

o

filthraiter, sddana, som beror av tyngdkraftse eller mag

(b) MEES~ C.

W

o,

netiska T8l

Tkvation 4.2.10 kan nu skrivas

o+ v @ v«dﬁ 4.2

Por stationir strdmning och Lorsumbara mass

4,2.13

4.5 Strooni

Stedmming toeze som turbulent, Jaminiy,

verklig, Likiformig, olikfovmig, icke



rotationsfyri, rotabtionsfri osv.

Situationer med turbulent strdmming dr mest allmint forekommande i

tiken. Vid turbulent sirmning ror sig vitskee eller gaspartiklar

&

ett oregelbundet sdtt frin en del av vitskan eller gasen i1l en annan,

Forloppet &r mycket L1ikt den wmolekylis

rOrelsemdngdstransporten bhes

ven 1 avenitt T.% sid. 11 och 12 men férsiggbr 1 en mycket stirre skala.
Vatske~ eller gospartikla

o kan variers Lostorlek frén att vars mycket
o

swd (ndgra tusen molekyler} t111 att vara mycket stora (tusentals kubike

meter i en Flodvirvel eller i en atmosfivisk luftblisa).
I en situation, dir strdmningen antingen kan vara fturbulent eller icke
vrbulent (1aminar> dstodkommer turbulens storre skjuvepdnnings dn om

icke turbulens skulle ha rdtt, med stdrre frikitionsforluster som fbljdp

pig ocksd variera me

S

d

gr proportionellia

frama)

a8 . R L e o T B P B e b S 2
In vitskas rtrelse séges vara Cda alla viatskepartiklar ror sig i

Jdmna, bredvid varandra lopande banor.

Leminidr striming

jer Wewtons viskositetslag (ekv. 1.1.1), som £0rbine

dey skjuvspinming med vinkeldeformation,

Vid lemindr strdm

ning vt ié verkan

tendenser Lill ture
bulens,.

Lamindr gstromming Zr e stabll 1 situalioner med l4g viskositet komi

s

ey

nerad med hig hastlighet, uwlasn Gvery

jell

& Latt 1 turbulent

En ekvation liknende Newtons

akrivas (O

Den dgonblickl] hestigheten eitte lika wed swmmen av ett medol

=8

virde plus en fluktuerande xompon@nts Baled

s
’D
o

vioskreive T0n

sy @ereide bl




X x % y oy y ' os T Ta b

- 1 X e e L
V_ow e v, at ebec. fr v_ och v bebe?
t x y P

4]

Eftersom fluktuationerna &r badde posiliva och negativa blir medelvirdet

e}

av v% lika med

{}}1{ - % f v dt = O 4,34

Att medelvirdet av v (oeh pé ) r lika med

s8tt ocksd v' och vl
; %
Tustreras av fige. 4.% for vinde

<

givet tidsintervall

noll for ettt

hastigheten 1 en given wikitning.

Pig. 4.%, Veriationer i

given

5
]

Jiem den dynamiska, molel kositeten, en egenskap hos val
eller gasen

[ = en dynamiek

virvelviskoaitet, som beror pd rdrelsen och densi-

teten hos vilskan eller gasen.

bor (inkompressibel ).

Bn id

i omedelbar ndrhet av en avgrinsande yta, dév

W avETing

G

nde yten, som pive

vigkidsa skjuvsp wakikt ken vara

L

Turbul e

elley salkligen dorns 1, viskogsited

nirhet och gringytens skrovlighet.

SR
C3 nag

Adiobhati

borttrangporteras frdn viatsioan el

ERCIa e



O

.ming) hew

Revergibel adig ning (Friktionsfri adiabatisk stri

ndmes isentropisk atrimning.

Stationir stromning foreligger ndr forhéllandena 1 vilken som helst punkt

av vitskan eller gasen e] dndras med tiden,

Till exempel, om hastigheten i en viss punkt 8x 2.5 m/sek i positiva x-
axelns rikining vid stationir strfmning, bibehflles denna storlek pd has-

tigheten 1 den givna rikitningen i obegrénsad tid. Detta kan skrivas

e
AV
(“a*>x9ygz = 0

P4 gamme sBtt sker det vid statliondr stromaing ingen férindring med tiden
i en godtycklig punkt av densiteten

Sdledegs

&

, brycket p eller temperaturen T.

Vid turbulent strdmaing uppkommer allitid smd fluktuationer 1 hagtighetd

i en godtycklig punkt. Definitionen av stationdr stromning miste hir ge-
neraligeras med hinsya till dessa fluktuationer. Detta illustreras i1

fige 4.2

Om tidsmedelvirdena £or has ghobovw enligt ekv. 4.%.5

Vo owm e v_ dt etc. For v och V.
s b e y %

8}

(ocksd genercllt illustrerat i fige 4.2 genom den horisontells linjen),

gndras med tilden, siges strdmningen vara stalionidr.

Samma generalisering gédller densiteten, tyycket, temperaturen, etc. om deé

ersdtter v L formeln ovan,

Strdmnir

forhéllandens i en godtycklig punkt dnde

0.

Tas med

v Ny ey
R

Vatten, som pumpes gonom ettt fixerast systen med konstant mingd per tido-

U
oabrd

\

enhet dr ebt cxempel pd station

Vetten som pumpas go




e
[}
[e]
P
r
[$2]
n
o
e

s

H

2

fixerat syvstem med Gkande wmingd per tidsenhet dr ettt exempel psh
3 G ¥ ¥

tiondr stromoning.

Likformig sirdmning uppkomumer, nir hastighetsvektorn &r identisk (till

agtorlel och riktnmng) 1 varje punkt 4 ettt givelt Ogonblick, eller 1 elva.

tionsform

varvid tiden halls konstant och ds dr en forflytining i en godtycklig
rikining.

Fkryvationen anger, atlt det Lorekommer ingen dndring 1 hastighetsvektorn i

O

négon som helst rikining nigonstans 1 vitsken 1 etl godtyekligt valt o2z

blick. Den anger diremol ingenting om Lirdndringen 1 hastigheten med tie~

den.

Definitionen pd Likformig slrdmning ken ocksd i de flesta fall utstrickes

till att ghlle £0r verklig strbmming 1 en vdtisks eller en

o

eller tickta Jedningar, trots att hastighetsvektorn vid en

$id &r Liks med noll.

Nar alle tvirsekitioner av ledoningen &r ldentishka och medelh:

densamna 1 ett godityckl

ot Ogonblick

o -

En stx0 12, som dr sadan atlt hastl

N punkt il

punkt i

Bn vEbtskha, som pumpss genom evht 18ngt, rakt vir her likformipg strdmning

medan en i 5, Som strdmmar genom en minskad tvidrsektion eller genonm

ettt krokigl wor

olikLformig shrimni

In vifska eller gospartikels

)

cring en given axel de-

L.

3. . . o -

finieras som medelvinkelhastisheten hos tvd ofndligh smd linjeelement

ta mot varandre och den givos axeln.

(8]

inom partil

Om viltoke~ eller gaspartikeln inom ebl avenitt roboerar keing en godbycvis

JEP

axcl, di slrimni

ing, 1 annat

ax BUIC



\

Kr en friktionsfri (ideal) vila, kommer varje dess

senare rorelse att bli rotatic (Mera om rotation och

. P ; . . . . - R N
rotationslri strdmning 1 avenittet 7.4 sid, 205u-20@,

I endinmensionell sird rlses frdn variationer i hastighet, tryck

ete, vinkelrdtt mot strbmningens huvudriktning., Forhéllandens i en v

sektion uttrycks ofta som medelvirden av hastigh

wet, densitet osve BUrdme

N

ning genom ettt rir kerakteriseras vanligen som endimensionell.

Manga praktiske problem kan behsndlas mycket enklare om man anter endimen-

gilonell strdmning dn om man skulle SillBmpa ettt tva- eller tredimensioe-

nellt betraktelsesiitt.

ig linje g8 dragen i vilbskan

arje punkt anger hagtighetsvekitorns rikining (SE

Nagon trida, da dette skulle férut

e
satlha

Efterson del ej foreligger ndgon Sndring av hastighetsveklorns rikitning

Lo

P

i en goduiyeklig punkt vid

R

1rr

strdmlinjen en bo-

gltimd Jutning 1 varje punkt,

En pair stronm.

foljer att

nkurve en s

i

frdn ettt Ggonblick efterson hasti‘ﬁu“*"'~““
dndras ned tiden. In partikel £0ljer da

-

annan nista Ogonbliclk, varfdr partikelns

nurva ¢ f8r

en given stromlinie.

In illustration av en inkompressibel tvidimensionell strdmoing ges i

Tig. 4649 adr stromlinjerna dr

att per tildsenhet dar volymen,

N .
censas

2 A

(bredsenheten antas




Pige 4.4 Stromlinjer vid slationir stirioning runt en cylinder mellan

varaliella viggar.

Rorutsittningarna er, att nidr strémlinjerna ligger nidra varandra

méste h

watigheten vara storre och vice versa. Om v Br m

edelhagt]

o

mellan tvd nidrliggande gtromlinjer 1 ettt lége, dir avstindet dewm en

J

ar h blir stromnivgsvolymen per tidesenhs

d’

NG = Vel 4.%.5

I en annan punki didr di

XXQ/hTe Genon

vomlinjerna ¢ h, blir hastige
heten V1
minska Zng Tds 1 Limes hastigheten 1 en punkdb.

stromlinjer, dvs. genom att

i

av stromlinjer passerande en liten

& oromnrd estlagt Lorummed

och kan ej ha ndgon strimning gina vig

gar, eftersom hastighelge

vektborn e] har ndgon komponent vinkelritt mot rdryten

&

injer och

[
Choe K




SO~

linje

Fige
till

ldngs en stromlinje.

g RenER X ol
Vi har att dir o= dx 1+ dy § + dzg k

.

T limes dr S SR

tetangentvekbor.

en strdnlinjie,

N

DRI

nhindande en gserie av pu

In strdmlinie 817 en imagi:

i} ioett givet Ggonblick »d

som be: pa Linjen L detin
b N
torer dr tangenter till Tinjen | fig. 4.5 (3)1 .

Sdlunda anger stromlinjecua rérvelsens ctndng 4o varje punkt 4oett giver

ogonbliclk.

Forblic

kommer de atl samman:

e &r [t

vid deke stationiyr sltrémning

aock ettt undan

For en

fa .

Terantis




dy
s 3 v m ot
bd at y at

<
|
i

Llternativt kan vi

skriva,

i1l en strdmlinie, vektorprodukiten
o s i

o

dr

ddr

i

ett béglingdoelement

(c).

Tige 4.5

Sélunda f£or ettt tredimensionellr

v oy = v

e

4.5 Kontinuitetsekvationen

Vi anviander ekve 4.2

GViE e

gid. 15

\

Antag stationidr striuoning genom en del av striémroret i fig.

trollvols;

a5 8y

sekiion

ey A WPV ¥
TESP. strimoingen Hi

Y
kv,

f0rsta ter

ovan lika

{ow

ekv, 4.5.1

miote vers Lika med noll.

=
~

kontrollvoly

lings stromlinjen definiersd enligt

blir Lika med noll hetyder, atl netloutflddet

&Y}

4ol

eftersonm hastighetevektorn dr en tangent

iy

oo 2

;|
o

i Cartesisks koordinater

4‘0['53

4.6 ROt

1e

och 2.

astationsiy blir

A6

tede

RTIRIN
SV massad



GG

Mge 4.6. Statior strimaing genom ettt strdmror.

i)

Vid selktion 1 blir netltoutflodet av masgs - §1 v1 qu och vid sekition ¢

N Vo dA,,. Bftersom det ¢ sker nédgon strimning
<4 Ca

[

gy den

o

Ovengtdende utbtryck Hr komtinuitetsek

ationen tilldnpad pd tvd sekitlone:

1 ettt gbrimrdr vid shatio stromninge 1

o

av geklionernsa 1 och 2

gr godiyekliga, varfor vid stationdr s

lings etlt INATCRANN Sl

o3

\\\ hva dA ooy k()”(‘.'.‘n’i}s 405(5

: N b oo o e 0 g po.
Om densiteten 8r konstant, dva., K. = &, f&s

Fontinultotobeg

HilL o att

gilla Tt en kontrollvolym,

ned en rorleds

rar ekv.e 4,.5.2 Over ylorns Aj och A

.
S i

j Sq vy e | 8p vy Ay e [0 4.5.5

A A )



o
A
O

Ve
~

dacktion av ettt

inskning .

vi oen endimengionell

T anslutni

v dA = / P{x) dA =

i “ RPN, - A a5 am T 1. oy A .y
Massoan, som per sektion 1 blir dié enligt ekv.e 4.°

‘ ¢
Avsae | = ) ~ Oech
> 1 o

Vi

[

/
|y Gy ;/ Vo by
A

v, dA. liks med v, « A, och

.

~\’ PR Ve j\,ﬁ,} /2 < f} N &

"

i nnet o n RRACH AN

den SOW pex

Tvidrasnitt oller




Antas

L

tidsenhet passerar vdresekti ioett givet Ggonblick,

A strdnnd

i
i
%
C
=

~
W
—
S

22

i har da relationerns
Vi h d Lt chmpla)

Q = cn

g = valsk

tlyekligt vitagen vEtskemingd

o

Angd per tidsennet (£16de)

v = medelhastighet

t = tiden.

Vid stationdr strom densiteten

L.2.1 Toruwen

NS f Ve dh = O

7S

ern tvivseltion under tiden dt s

eller den momentana vitskendngd,

iges 4Q/d4b

s0Mm per

4.5,10

Uttrycket anger, att netiovolymutllddet dr likse med noll, dve. kontroll-

volymen 8x alltid fylld av det strdme

Vid v

nuitetoselkvationen 4 dilferentiallormn.

voGy A
N
.
P s . . N s
Vs 7 «
Ve

52
.

o3
5
-
.
-
[es
o
Pg
o
-~
<
<
-~

slym £0r hilrlednis

koordinater,

1l

- eller tredimengionelia betraltelser anvidnds uwlbtryck £6r konbi-

kowt imii~



Q ‘[

For tredimensionells koordincter anvinds

7. 4.8 ovan med centrum 1 %,

Zerikiningarns

o)

Vi studersr forst Flodet genom de dndytor, som Hr vinkelrita mot yeriki-

ningen. Genom ybtan ABCD gtx in i volymen mingden

Doy P .

g

oftersom bAde § och Vv antag varicra kontinuverligt genom mediet. 1 wbe

dr massflodet genonm en ylta 1 kontrollvoly-

mot y-axelin, Den andra teymen dr {8rédndring
av mass{lidet med aveeende pd y under forflytiningen ~ dy/2.

4 ey oo
P& samma sttt fas

Wettoflodet ub

1lir da

Ao Ay e
dw dy dz

Ultrycket ove Loekve 4.2,

SR
ARTRAUESS




(ev ) + (e dx 4y 8% = « —= dx dy dz
>y ot

I limes, ndr dx dy dz gér mot noll och ef

fan]

4 dx dy du,

blix kontinuitetsekvationen 1 cn punkt

4.5.12

Dermea ekvation giller £0r varie punkt i stationir eller
FaeS s -

eller dunkomn

‘
Py

gtromuing forenklas emellertid utirycket

Fox

till

-} = 0 4:;‘,),,’13
Vig ¢l stationiy strimning dr v o= 0, Vi £8r

gom elfter integration ger

v o= konst, 4.5.15

Tkvationemna 4.5.12 och 4.5.13 mycket kompakts genom ane

e

Lionan
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poasl

gummor ovan blic lika med noll

rationci.

gonom anvé

ekvaltionerna, mern cerhdllies ur andra 1

vitakee

tryehkhre

dkraften mg

o

den ovre b

terna p dA

yhan.

kralterns

o

)
(€AY

wr o . o
mE CoB S

P

~
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mogocons By

Depoutonm ar om o= © dboda och




@ dA ds & = p dh -~ p Gh - ah ds - § g ah ds

eller efter hyfening oech divigion med dA ds

av

g ds v av o= 0O L6,
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4,11 Tillémpningen av Dernoullis ekvatlon och energilekvationern

stationdr strdmning hos vatskor och gaser

For en inkompressibel vétska eller gas kan e¢kv. 4.8.6 gsid. 101

v -
. + g s, = SRS g g 4w + foriuster
: 5 < y -T2 vrid e T2

Forenklas i1l

2 2

v P, Vv,
“Nl. o4 N.E:,,L + [y e :eu 4 'i‘ h 4 l 1 l
2 vg 1T 2g 2 | e

dér varje term nu i J (W ) per kg "Arbeltstermen" har, son

“ba kan f8rsumras och forluster har bow-

synes ¢j nedtagits, da 40

tecknats med hf,

Ervationen 4.17.1 ovan bendmnes ofta Bernoullis ekvetion med forlustterm.

Wed hjdlp av ekv, 4.11.17 kan vi konstruera dels ftr

&L ¢

Jinjen och dels

=y

en sbriy de vitskse (fig, 4018 och 4.19).

R R A
VEL S e

med den {x

Som £

ytan 1 en Oppen ledoning.

? .
m v /2 Gver

Energilinjen

injen 1 oen sluten ledning, rege

pektive Sver den fx vitskeyten 1 en Oppen ledning.

e i %,
! |
U . . 2

i rérelse 1 en siuten

Mge 4,18, Treyek- och energil

Loedning.



Tdeal niva

Ener

.;F__ o -;im..‘.w, »~~-~~:~ :‘ ( ‘ ) o : 1) T w5

friktionsg-
forluster

hastighetshojd

Pige 4,19 Tryck- och energilinjen f0r en vitska i rdrelse 1 en Oppen

lednin

”“'L D e

T det f2ll en sluten ledning gor en krdk uppdt kan p/g g bli negativt
Det wppl

hldir

kommer den alllid att fella 1 rdrelsens rikitning.

Trycklinjen eller en berge

ende pa hastighetens

av ekv, 4,17.1.

Korrektion

behand!

i Oppns

endimension ene Hela

gtort stromrdr med wmedelhas

verije tvirseltion.

[p]
Rorelsecencrgien v /2 blir emellertid medelvirdet av v /2

taget Over hels

Det A nddvindigt ottt berdlna on korreke

Q <] HA- £

oy ey
i Al ot ‘/" b, ~ 1.4 ofabe i R N I . o il . " ny v
tionsfektor O £for v 72, pd sd sitt att oL v 72 bwlir medelvirdet av den

rorelseenergl per passersr en bvarsektion.

lran ook

ey gL
d LY GalE

torleken

VEOC Sig man

verild

2L ler med medelhasticheton v,



1.

[
1 38 - P M TS P T - S0 P LIpoups W B Y - . nr A pesy £ e X =
ien for en Liten vibskepartikel kan tecknas dm . v /2

Rorolseene:

dr partikelns wmassa och v dess hastighet,

Uttrycket for den totala rirelseencrglen blir efter integrering

am ddr A = tvHrsaititoytan,

Men dm = Sav = dg = v aa

Utterysket for rdrelseenergien fir 48 formen

med hjdlp av v ger ubtrycket

p . a- " o R S D . et
Men m = L.V = Qg om G,y e A varfor vi kan skriva
~3 ~d + R

Vi har 348 att

S 5 dA

eller

Vid t ,1&19“

e
P

vilrden pa Reynolds tal

tal Be kommer atit ni

Re 4n

iLoavenittet BEBJ)




ten kommer ocksd att behandles lingre fram 1 avonittet 6.8.)

netsf&rdelning) blir for en bred

Vid lamindr stromning (par&bolisk haat
. . - N ) . e e “r - - . -y . -
dppen wiénna ON teoretiskt lika med 1,55 och £or en rorledning med cirkue

Lt tvirsnitt lika med 2.

centrifugallratten starkt piverkar hastighets- och

kon medelhastigheten ef lidggas t111 grund for ber

sbionen inom tvErsnititet blir

ning av hastighetshijden., Hastighetsvari

mycket stor,; dvs. Ol #r stor och dessutom mycket svir att besbimma,

0]

£or att fOrse en glang plus munstycke ned

1 4.5, IEn pump anve

vatten frén en reservoir enligt fig. 4.20, Pumpen har en

verkningsgrad 4 == 0,85 och ettt effekibehov av 50 hk vid

hed av 50 1/sek. Under dessa forhdllanden

levererad vatbieny

B

blir trycket vid (2) = 545 wh och energilinjen samt tryclke-

linjen £8r den fornm som visas 1 figuren. (a) Hur st

T Ar

[

energlioriusten mell

energifo

cts utlopp(4)?




Vi far enligt kontinuitetaekvationen ekv., 4.5.9 14,89 d{or

cbioner (g = v« A)

2,6% m/sek

6,57 m/sek

B et g 2 ';1746 Iﬂ/ gelr

hnvinds ckv, 4.7.6 gid, 96 (H, = H, + AH_ -+ 1 ) med o = 1,0 fés
l 2 ¥/ fi 5

6 (a) mellan (1) oeh (2) eftersom v, = O
‘ i

eller

{
\

£or (b) mellasn

2) ccl (ﬁ)@ Fprén (2) il (D) overfor pumpen vatbitenks

gom forors

Ft

7oen netbodkning 1 oenergl, D§ blir H? " /“Hw = H,. AH
g : y 5 -

N

formeln

1000 -

000 29,8

dér P tecknet ang

er energidveritringen

DA Dliv, eltersom M = M, « AH = -

) e i




Tie

oy € ..
z. + H = Mo, o 6521 el Sl . s
' 37 2.9,81 1000 « 9,81

4+ 55 e ] 36} '{(:,/)

>

~

H.. = 62,10 ~ 36,04 = 26,00

genom ettt clrkuldcrt rir. Be:

En v

(‘\') AR . Gy o T oy o
0 en hastighetsprofil som

tisk enex

rar ekva

dr

Vi
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h's

max

s genom att utnyttjie det (orhdllandet att voly-
gr halva volymen av en omskriven cylin-

Detta virde kan ocksd f
men under en genererad parabolold

der
1 oo 2
1 v

o
i
Y
.

i
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. 2,00 O = 2,00

H

varfor

en rorled-

(. Hastighetoslrdelningen vid turbulent strbmning I
Prandtls lag

4.0 H
ning dr appreximativi gilven ov Prand

e 3 -
raqle.

may
S0k korwevektionge

rorets

Ay y dr avetaindet 111 rdrvi

faktorn L£0r rorelsecene:

genon relationen

- P N T
tan uttryckas

1

a

Medelhastigheten v

s & .
TV om 2
O

r och v {ds

dér »r - T Genom substitu
1
2

I

v)(f"?f‘)f ay = T

I v o
¢ omaX

5o 28 ,
120 ’ ga
-
Tas

L okve.

ingdbining 1

Genom

le]




T anslutning f
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kv, pa den

&

miga stromai

v

. e P S Ao g}
a.i ‘St; ¢ i z.z { .[l:[,

ik}

=Y + . + Foh,

eller

Divideras ckvationen

Kvoten

(iven 1

T b s ansoli av by allet - =5 peh detl




Tewrtons

Tined cller

elation

Denna velic pd en godty

riktningen, varvid erhélles

s o ” ey
KV sl

Vid val av den godi; controllvolymen dr det

bomot hagtlghetbtori)

att placera yltan vi

ghtrimaingen,

Dessutom. Om hasgtigheten ant Sver tvirsnitted

ittag med produkien av & . v och A,

gralen ent

il ednd

i

v ¢ Ve dh

komponent, t.ex.

s

FRp e fo - e ade B
s kan ylintoe

Bhv, 4.12

I i

¥ b . b

helopp:

e Jv 5 v, dAL e Subsititutbl

- é\\) \;i" g kv A . ©. ) RChA

erterson mnssan per o wrodn ioocehowh our

e

<,_’: 2 ® (;, ) i @

kontrollvoly




Pig. 4,22, Kontrollvolym med

I~ och utstroming vinkel

mot kontrollytorna.

Bxvation 4.12.71 dr generell. Den ideala

viloskor och gaser m ocksf och energ

g viarmedverioring

e

forbruining. Den dx $illémplig vare sig det
el! nitryckbarhet foreligger. De kombinerade efle.

lLer ej och Hven om samm

(o)

terna av friktion, energifliriust och vi

22
(]

netveriOring weptrider dmplicit

i de yttre krafternss storheter, med notsvarande effekitor pid de

gtrimmingshastigheterna och dérmed ock

rorelsemingdor.

Iffekten av densitelsvariationer inom systen

L e 2
Sann sutt etd

upptride implicit 1 hastighets- och kraltitermerna.

dsekvationen utirycks som

gasen (SG i

Vitskans eller gasons

shora men motsatt ikt

forasurhana

v dh dr o

darfor att vid d

hehdver vi bars ta hi Ylandera,

ror Trandrivoingen av o objekd genom en

iovatbteny vaketer 4 Lult, etcg)g



Komponentk

afberna léngs x, ¥

och #-

x>

i

ekv,

v

\

4,121

[ e
Py = v, S dv o+ Ve dh

bhlinr

r “

dér Voo v

NLNZaLrNa

Bhvationerna ovan kan Hill

ey o
oras

Lllust

WiNng e

Grénserna T6r kontrollvoly

fas

och (2).

T detta Tall

S0m

Rontrold -
yto vid
tiden b

ries

(S

ta grinser och dr vinkelrd

Lontw

XS

. .
S

© vedh

av 4

-

nterna av v i

2y

mpning,

av g,

e R .
el bankes

anordning

1

ngoen

)
[ g

ar nettoflddet av rorelse skillnaden mollan

< oa - q A et T Loy e E FER
ulb vig (2) och det, vilket o a (1).

in vi

Kontrolls
voLyn

Kontrollyis
vid

KN

viden

3

anoraning

Toen goenerell

¥y och Zey

ta mot stronmlinjerns vid punklterna

4ol

-

genom en gensrvell anord

(2& Ar
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Vel

D& f8s 0y cekvabtionerna 4.712.4

v_@ av +

v_@ dv + V. Qv dA - v,8&v dA 4.12.
y ¥ ¥ J ~ Y‘ J

v R 4V + v o @v_dA - v g v dA
. 3 \/ ZS Z Z:é Z
(2

Bryationer for stationir, slonell strdimning

1.

Aven om ekvabionerna oven hi

bbs utan sttt ndgon hiEnsyn tagits tiLL

variationerna 1 egenskaper och strimningsforicpp inom kontrollivolymen

anvidndning dock berocende av variationer i hastighet och den-

bvirsektionerna (1) och (2).

2
1t
<
(2]
o
o
<
(':

Som Lidig abend med diskuvssionen om energlekvablonerns

) o

de verkliga forhil

genom att anta att hastigheten och densiteten Hr konstanta vi

mot strémningsriktningen.

3

med de enda for

Sédledes antas stromningen varea

varliatioconer

av betydelse upy

i ledning

oten betecknas med v

an och om medelhasti

L1250 LOT

sltrimning

Dy ('vy @ ‘\rV A,M 4.12.6

modelviirden av ¢

en pod approzimali




88 lédnge stromningen dr parallell i observationsavenititet.

Hastigheten ddremot varierar oftast Sver tvirsnittet (Lig. 4.24) och

det verkliga medelvirdet for rorelsemingd

flodet blir

P Poney

g veik = & Vg T A 41

N
I
~3

Pige 4.24. Olikformig strimning genom

ent kontrollyta.

Fkve. 4.12.7 kan skrivas wed vektorernas absoluta belopp. D& fas

& v2 dA cos 07 = 0 © v oA 4.12.8
~ A

T elve 4.12.7 ocli 4.12:8

v = storleken péd wedelhastigheten Gver tvErsektionen

= medelhasti tevelkborn

Brvatvionerna 4.,12:.6 lar
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ol
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o
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Ty

3

8

gr dilmensionsldse Vi entar ¥ ochh 1os

Korrektionsfuktorn./ﬁ

ut 4 ur ekv, 4.12.8. D3 {ds
£

« ") v dA 412410
/ VA

ledning

ke virden pa /ﬁﬁ For cirkul

o
W

lamindr stromning (parabolisk hastighetsford elning) /fi o
JRPURUE PO B U U SSRUUIT ST S JE T e A4 0 04
turbvlent stromning (slita ror /Q = 1,0% « 1,04

5r lika med 1 i LikTormig strdmning och kan ej ha virden mninde

re dn 1.

RoreloeningdsilddesroelTicient s8& vl som rorel

e
P ot .- L.
jeienten O (sid. 112 ), &ar

7

koel

mer, som #r subtraherbara,

Det 8r tydlight, att detta kan bli av betydelse vid emd skillnader
L

. CT e Y T [ P S S . foLo
lan ¢tors tal dven om /G Er konstant eller endast varierar Litet frin

sektion

Tftersom dessa Jevatlioner innelat

rheter &

att

o

e mening

tille

av varje verm nmycked

o0 e
~

wi

T ekve 4.,12.0, Teexa, &r en skaldix

1

torkomponenter, som &r positiva vid

negativa vid vey 1 negative el

Med beclkenkonvention (v, - qu) ar posdtiv, kvantiteten P en
W 7 ‘ %

resultent, som verksryr 1L positivae xeriltni

iktaingen.

P obestar ej alls

me mering,

viduella tecken.

1

sllonery

roreloe

shabionirs fall,



Brellertid, Br det ef alltid genomfdrbart, och ofta e heller nddviin.

digt, att vbveckla och bewsk integral

Lerna,

gralerna,

B s#llan dr del mbjligt att inféra approwimationer och erhélla Lille

Lorl:

Aliga rew INEar.

Nedan

gtrinn

ringen i rodrelsecenergien Lorsummas i relaltion 1

< PP -] -
pit deke statio:

Ljer ett COTE Y Qe

) TorEndringen 1 den
otentiella encrgien. Det Ay ockesd elbl exempel, dédr mingden vitska
k ¥ & 5

-

och dirf0r ocksd vitskevoly

en, som v omsluten av den konstanta kone
trollvolymen, varicrar,

o

En stor eylindrisk behill monterad pd& rullaor dr fylld

med vatten till etd djup av 5,0 m dver en aviappningsdppning Lorsedd

5

med snabbventil votlen (fige 4.25).
Vid tiden t = 0 OGppnas soabbventilen. ¥ed behdllaren 1 orubbat lige

bestiim de. Sgonblicklid vidrdena pd f8ljende kventiteter vid & = 50 sek.

a) vatbendjupet ovanfdr aviappn

1.

b)memavaJ

c)

en ' nods

v _oydd btlden =0

2

W o
b, = 0,01 n
Foh o= 5,0mn

i3

Mg, 4:.25. Vattce

@

i betraktar den beotimdo




. O
> v, dA, cos 1807 + n@ v,
l s

eller

Vi har wvid figuween v 6V = A, dh oen @ v, dA, =

1

on ingtromning genom sektion (1)

det inte forekc

Q

54 o
Do fas

eller

stonen 4.2.9 lyder (z = h)
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¥
e
o+
in
-

over bendllarens bobtten ei blir alllfdr Litens Termer
(3]

. W TN I . RN, & ey e e
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P i L ' ) P
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Men

o




Subsbitution av - v Ay 3 slste

JURS T N - . .. EAPAEN) oy ey o s
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elleyr efter o
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-
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o
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2 Vh e oV w2 o 4

Med A, = 2 m "y A, = 0,01 " och h@ = 5 m erhilles
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Vattenaspedinge

och turbulent, varvid enc:a

o

congets hojd dr. Vid sméd hijder

Justerna blir eidrre ju glirve valttons

dndras vattensy

rommer atlh

horisontell kanal.

Relationer

g, mellan variablerna 1 en

kanal

fés ur konlhinuitelts—,energi- och rdrels

per bred

kanalen
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~Sy
O

Vi loser exponenterna
M: x = O x = 0 Vi kan dé skriva ekv. 5.3.2
L: y =1 y o= 1 8 = kemongetZ

T -2y + 2 =0 2z = 2 eller

k&g'tz

Anm.: Vi ser att fallstrickan &r oberoende av kroppens massa m.

rof—

For k = + fis S:::—é' gt

Buckinghams I ~teorem

Foregdende exempel visar att man .genom en dimensionsanalys kan f& virde-
fulla upplysningar om formen pad ett sbBkt fysikaliskt samband., N&dr antale®
variabler &r stort uvppstidr emellertid svirigheter att f& tillrickligt

ménga ekvationer f0r bestimmandet av de sidkta exponenterna.

PR . N . = o .
Hédr kommer Buckinghams !l —fteorem till anvindning

Vi antar att ettt skeende #r berocende av n variabler, Qys Gps Uz eev G

och att det funktionella sambandet kan skrivas

£(aqs aps Qg e0e 9 ) = 0 5.% .4

o

Vi antar ocksd att dessa n variablers dimensionsformler innehdller m

grundenheter (t.ex. enheten f8r massa, léngd, tid etc,).

Under dessa forutsédtitningar siger Buckinghams I ~teorem, att det funk-

tionella sambandet ocksid kan skrivas

1
-
AN
-
U

BT, Ty Ty wn T ) =0

N1

ddr varje 7/ betyder en obercende dimensionslos grupp bildad av m+l

variabler.

Tnom hydromelaniken blir m = 3 d4 vdra grundenheter Hr masss, Llined

och tid.

Vi viljer 3 ge-termer som sedan 1 tur och ordning kombineras med de Ster

" S0

gtiende n~% g-termarns. DI fis 0% grupper med 4 g-

i wvarje

De 06 varje gropy gemensoumns D bernmerns antas o oboekante exponcnven,



medan den 4:e, f0r gruppen speclells termen, ges exponenten 1,

For varje grupp bestémmes sedan de obekanta exponenterna ur kravet pa
Je grupl P !

dimensionsldshet.

Por den i:te gruppen skall allisd gidlla

o
dér lfi r ettt dimensionsldst tal, qa, 1 qc, de 3 for alla grupperna
gemensanma g-fermerns, Koo V5 och 7, de sOkta exponenterna och qy den
speciella g-termen med exponenten 1,

.

Vi fé8r d4 n-3 Il ~termer. Symboliskt kan ekv. 5.3.5 dd skrivas

pa— e,

“i = S@( [1, 71”"'2, /157 XEX 77% )

n~4 0306

o

S
Proceduren vid anvindningen av Buckinghams [/ ~teorenm

(o

1. Teckna det funktionella sambanded

f(Q-iy q25 q3 eree qn> = 0 5¢3:7

2, Uppst&ll variablerna q med beteckningar och dimensionsformler i en
tebell,

. . . . . .. o .
3., Bestdm antalet dimensionsldsa grupper ( 1/ wtermer), Med grunddimen-

gsionerna massa M, lénegd L och tid T blir antelet T/ -termer n-%. Skriv

sanbanded

weEng)

@ (7, T, My a0 4) =0 5.3.8

4. V&l3 3 av den.n storheterna; ingen dimensionslds och inga med samma

dimensioner,

Alla grunddimensionerna maste finnas representerade 1 de s¢

heterna.

2

h

A
W

e o £ - . . . T
1t desga % ostorheter bilda gencmgiende prindrgrupper som i /1 —term

cfiger H ~term L tur och ordning kombineras med rosterande storhelor,



Bftersom fysiksliska storheter av olika dimension ej kan adderas eller

subtrahervas ultrycks [l ~termerna som produkler av de % valda storheter-

iy dn

na var och en med okind exponent 8

_en av de resterande siorheterns

med kand exponent.

=
¥
-—

il
TN
e

——h
—
SN
P
ol
no
g
TN
o
W

il

T 2
M, = (a; “)Na,
5. Uppstédll relationen for dimensionell homogenitet
6. Los ut exponenterna ur respekiive ekvationssystem
Q (-—'-w .
7. Teckna de erhdllan // -termerna

8., Skriv upp det erhdllna sambandet (ekv, 5.3.5)

Virdefulla samband

a. Ar en storhet dimensionslts, 4r den en // ~term utan att proceduren

mdste genomgis,

b. Om tvd av de Tysikaliska storheterna har ssmma dimension blir for-
hillandet mellan dem en av {/ =termerns., Till exempel I/L Hr dimen-

sionsldést och en 1 -beorm,

¢o Vilken som helst 7/ -term kan ersidttas med vilken som helst exponent
y ] L - . . e 2
av termen, Hven med T/ o Till exempel 7/ , kan ersittas med 7,
5 3
eller ‘ﬂ“? med 1/[f?,

d, Vilken som helst 7/ ~term kan multipliceras med en numerisk konstent.

1) exempel YfH kan ersittas med 3 77}.

e. Vilken som helst T =term kan vitryckas som en funktion av de andre

T =termerna, Till exempel om vi har tvd I ~termer kan vi skriva

' 1

teripera ety hydrauliskt ©drlopp hos en vitsks

@ behtvs det en lingd 1 £0r att beskriva de geomelriska egenskaperns,

dels t.cxe hastigheten v £0r att beskrive en rérelse. Man kon dessuton

vigkositeten vy, specilike byngden

atlt dynamis

) <

ningen G och clasticiteten B ocked piverkar skeendet., Uppalilll




Lémping:

Vi

s

anvinder Buckinghaus || ~lteorem och

di skrivas

1.

Ve A 8 8y O s

Variabler och dimensio:

e

A
Qs

det a samoandet kan

funkftionell

E) =0

)

p

formler

D%

Variabel Beteckning

N

Pathet
Léngd 1
Hastighet v
e
S
g
B

Lyn. visk,
Spec. tyngd
Yispinning
Elasticitet
3

skriva

Wy

i

4. Vi viljer @, 1 och v som genomgien

S8

i tur och ordning med ju,

Efftersom fysikaliska storheter olik

o]

av

subtraheras uttrycks T ~termerna som

1 =
M, = (g2y,72

M, = (&) ) (v

5. Dimengsionell homogenitet gew

—— X e y. P

M, = wOrleCs (v en )@ (.
- : Ky =B Y. G,
1w w9 (%1~ ) ) (1

. v Ty - 7
o OO0 ,;}}' K IH X2 S AN [ K 2
1{ % - ML (l\’l Te by ’ ) (jl ) (JJ -

X i3 N 7
e w0t (e ) ) b

Dimensionsformel

3

Mel
1

LeT
Me1” T
Mo P e
e e
M”Lm1

1
1
2

'T—uz

Antalet dimensionslidsa grupper (77 »termer) blir 7-3% = 4 och vi kan

/

(2)

de primErgrupver och kombinerar

G~ och K.

a dimension e] kan adderas eller

produkber,



Vi loser exvonenterns

M: x, + 1T =0 X om w]

M: x

i
<&

L =3x, +y, + 2, -=1=0 v,
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Antar vi att L£orutom @ 1en ph Svervar for-

loppet karakteriseras skeendet av det dimensionslosa uttrycket

[ it /l o
I = miy?w~~ Bftersom kinematiska viskositeten - =

1 Qe llev 5
. I .
kan uittrycket skrivas v som &r inver-
terade virdet av Reynolds tal

Antar vi att forutom § , 1 och v endast & g dvs. tyngdkraften &dr verk-

san kerakieriseras f0rloppet av det dimensionsltsa uttrycket

(‘2 = 51%0 Uttrycket #r inverterade virdet av Froudes tal
v

V2
) x"é:"'i-

Mntas att forutom §, 1 och v ytspinningen dr dominerande karakiterise-

. g
ras skeendet av det dimensionslosa uttrycket Ww =TT Uttrycket

Qelev

dr inverterade virdet av Webe TS tal

Antas till slut att forutom €, 1 och v endast elasticiteten dr v
karakteriseras forloppet av det dimensionsldsa uttrycket “4 T e

Uttrycket &r inverterade virdet av Machs tal

De fyra talen i problem (8), Re, #, W och M anvinds for att karakteri-

b

gera hydromekaniska forlopp vilka huvudsakligen bestimmes av

krafter (§) och i 4ur och ordning av friktionskrafter (u),

ter (@)g)a yiE kralftoer (P)

Skriver man 1 stdllet

n

vepresenterar vtterycken L0rhallandens

N .

1 tur och ordwning hastisheten hos en praovitotions




A
L

och en elastisk vig,

Re, ', W och M kallas £0» Reynolds, Froudes, Webers och Machs tal.

pel 5.2, Med hjélp av Buckingha I “wteorem kan vi utveckla ett ute

tryck Lor tryckfOrlusten i en horisontell ledning vid en inkonmpressibel

vatskas stationdra, turbulenta stromning.

Lisning: For vilken som helst vidtska representeras tryckfdrlusten av ett

fall i tryckgradienten och &dr ettt mitl pad strdmningsmotstindet 1 rdret.

Motstdndet, hir representerat av tryckfallet A p Hr en funktion av rorets
diameter d, viiskans dyn. viskositet u, dess tdthet € , léngden av riret

1, vdtskans hastighet v och skroviliigheten 1 rtret k.
Skrovligheten k uttryckes venligen som ett forhd8llande mellan storleken
P8 ytojdmnheterna, t.ex. partikeldiametern och rdrets diameter, Forhdlle

andet L/L ger ett dimensionsloést tal.

Det funktionella sambandet kan d& skrivas

—
~——

1. £(4p, dy py § 5 1y v, k) =0 (

2. Variabler och dimensionsformler
Variasbel Beteckning Dimensionsformel

Tryckfall AP A

Rordiameten d L

Dyn. viskositet s MeLT e
Téthet ] ML
Rorets léngd 1 5L

Hagtighet v
Skrovlighet k /T

3

%. Antalet dimensionsldsa grupper (][ 3:m0r> bidie 7 ~ %3 = 4, Vi kan

skriva

b Ty 1y 7‘?“4) = 0 (2)

4. Vi viljer 4, v och @ som genomgdonde primidr

tur och ordning med pry/uﬁ L ooeh k.

Eftersom Tysikaliska storheter av




subtraheras ulttrycks Tl ~termerna som.produktér@
X ¥y 2
o o 1 o 1
T, =@ DEDCEHas
X %
- . 2 2 2
Ty = (@ G A 82 p

Ty= (@2 ¢

X

T, = (@ *)(

Iy
&G
k'

(3 x

5. Dimensionell homogenitet ger

- X, ¥y Yy 7 =3z .
TT1 =« o(n Y@ e T ym VT Dot o2y
- Xy Vo Vo o By =3 y
N, = 10 = (1 ) d e w2 e e
- X, ¥ -y, %, =A%,

i 5 = 01010 = (1 )@ w W 2n )
e Xy Yy Vg B, =33
i, =nsr® = (3 B e Thm b T HE®)

6, Vi loser exponenterna
i
M Z,] -+ 1 = O IX,,, = 0
L X,l t+ y1 . 32,1 - T = 0 y,l e
7 L yl - 2 = 0 Z,‘ I
Trz
M Zo 1 = 0 Ay = e
I LN P jZZ - T = 0 Vo = -1
T Y e ] 0 Gy = ~1
Ti ;
vt ’?,?5 = O 7)",3 s ‘“j
L Xg Y., e 9z3 + T = 0 Vo = 0
i y, = 0 Z, = O
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A e Iy cn 1

8. Sambandet kan nu skrivas enl. ekv. (2)

P

- AP R B I k) = 0 (3)

e ( .‘A D 2% :[

y > _ e ) 1
Ayt - F, roeten) @

e

) . : .- i’ o . L
Experiment och analys antyder atl tryckfallet &r en funktion av F)

forsta potens, Samna dr fOrhdllandet med k varfdr

({u\ P o= V?& (g e hw fooe (D

RO,

, (e) A (5)

o

o]
. . o o . . 4 N
forsta parametern 1 ckv. (5), vanligen skriven 5&p/(§'v /2), Denéne

Den

pe

nes tryckkoefficienten, en femte dimensionslis parameter tillsammans

med Reynolds-; Froudege, Machs~ och Webers tal.

lLenten anger

O™

Y tryek och dynae

e Multiplicerad med arcean visar den f 1Wwllendet mellsan

. : , 2 o : .
krafter och trognetukrafter, elterson (%’v /2) h #r den kraft, som Dee

hovs Lo att reducera hastigheten 1111 noll.



5.4 Tikfo et -~ modellstudier

I miénga fall kan man inte £& tillfrvedsstidllande 1osningar av hydranlisks

problem med stdd av erfarvesnheten tillsammens med teoretiska berikningsr.
Detta giiller sirskilt vid projektering av dammbyggnader, kraltverk m.m.

De individuella olikhieterna ondiliggbr schematiska standardldsanin

och de komplicerade randvillkoren utesluter en matenstisk behandling

Hér mdste man tillgripa metoden med modellforsdl, varvid det f£0r erhill-

]

andet av anvéndbara data Tordras att det Loreligger dynamisk likTox

het wellan modell och prototyp.

o b

Newtons likformighetssats

or atb 4 dynamis ikformigae strdmningsbilder fordras for det forsta
¥ 6t f4 dy skt likformige sltrdmningshil fordras for det forst

geonetriskt likTformiga yititre forhdllanden,

Porhdllandet mellan korresponderande lingder i original och modell 1

TESD. lm skall vara konstant

= A 50 d

m
.
il

Vidare forvdras, att vattenpartiklarna skall tillryggaligea oliks korrese

ponderande lingder pd tider, som sbir 1 ett Lonstant forhillande (111

varandra

H

i

o
N

2
™.

Om dl och dlm ar strickelement och dt resp. dim dr motsvarande tids-

i

element, kan vi shrive ekv. 5.4.1 och 5.4.2

e e L > A ?
med ekve S04 04




Wen

dttning ger

A .4

v T P
1 e

Accelerationen a regp. &

derivering av ekv.

e SAT
at Tt

av d
at

Ur ekv, B.4.4 har vi att

at = 7274t och vi far
. m

2

( m> 3 A\n ¢ lm

at T 2 2

at m

eller

Pornédliandet mellan korresponderande nassor

konstant

n

m =
m

Por sttt dynanisk Likformighet skall rdda Ffordras

skall gidlla.

Kombineras ckve 5.4.6 och 5.4.7 fas de

rooLill

TEED.
Pe Py

mot Lfaktorn S

£or korresponderande vattenpartiklar

m Tespe

att

korrespondeirande

tider,

152

5046

m méste vara

!

odol

1

Newtons andra lag

krafte:

o



1
(Y

De korresponderande masgorna kan skrivas

moe= Q- ]5

P5ljektligen blir (se ckve 5,467

Insédttes dette virde 1 ekve 5.4.8 s

Har man somma vitska i original och modell dr &= S om g &r 1i

5.5 Reynolds tal och modellregel

D4 stromoing sker i slutna ledningar dr de huvudsalidligen verkende krafe

A S

Yerna troghetskralfter och Ffrikitionskralter.

Por dynamisk likformighet fordras att forhillandet mellan dessa krafter

skall vara konstant i korresponderande punkter 1 original och modell,
Detta uttryckes i ekv.
S A\ T e
" el . ps e 5 ¢ 1
B \ .2 ’

8xn )

m vi 18%ter T och B representera frikitionshkrattoer
n I . Lesi

Friktionskraftens storlek kan vi enliglt det foregdbende teckna
& £

i av
n :::/',L?,. « A= e

dl

\J1
A
N

Vi ken skriva

fOr originals 1w C,e pue 7o

£0r modell: P G, e pn e 1
. 2 m Tm

. C e o
Loekve HobhoT fag



] K
(5.5 Hr A -
m

och e
[

Vi

ropms® 3
av / . g I8} / N

lika

Men =z dr

-

foregiende

och dt

1

£

o6

= e om K

o

<

el

eller

v]

L

5‘595

at  varfor
m

H

a

3 Vi har

s

ger efter insidtining

eller

SEPIVaS

ockesd enligt ded



ta skall vara lika 1 original och mo-

i

dell fOr att

shall rdda d4 endast

~

friktionskralter verkar. Talet &dr dimenslonslost.

Inligt det foregiende har vi att

1 v
s e /\ ()01—3 S g e
1 v

m i

]

Efter insitining av dessa ekv, och M =

i

\)m ioekv,

1.

Hy
(o
193

eller

PRE

Vid geometriskt likformige rdrelseftrlopp med lingdskalan 1:1 =A och
) m

*

dédr frixtionskrafter cch trighetskra:

[ter &r huvudsaliligen verks

ler alltsd Toljande skalor 1 original och modell.

Skala

Betec

Lingd " A
Hastighet Tem”

N T o
Vattenforing 1,7 T A

Reynolds fann pd cexperimentell vig, att i rdr sker mgen frén ture

bulent 1111l lamindr stromoing (ﬁ‘ kritiske kagtigheteg) vid

I

iekrit o 2300 5:.5.8

didr 4 = rOrdlamelern.

or annat tvaranitt och Oppna

R,
R 5,5, 9

ekrit

o
L‘)

R, = hydrauliska medeldjupet ooh
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R, = o dEr A = tvirsnititsyltan
n D

p = vata omkrelsen

Fig, 5.1, Tvéarsnitt av Oppen kanal.

Uttrycket for hl i ekv. 5.9 blir vid fullging 1 ett »dr med diametern ¢

AT
“h P ) 4 o H « 4 7 4

eller

TilL Surbul

Vidtas ytterst noggranna fdrsikiighetsa

ruu/l:l,k

irder for att vwndviks storninge

ar kan man uppnd virden pd Re, son nédrmar sig 50 000 (Bkman 1910).

(el

Nedre«~ och Ovre kritisks hast

i}

14.

under rubriken Reynolds kritiska tal, avenitt 6.4.

tal och modellycgel

iooriginal och nmodell verkar endest

under LOrutsittning, albt rorelsen dr sd

D

TikLTormis

et mellan 1 korresponderande

nodell ve

och

Vi 1dter ¥ och }}‘__]
T

Tormi
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5.6.1

w
o
s
w
g

s (Wewtons L1ikform.

Tyngdkralternas storlek kan skrivas
Por origingl: F=nva = C,» ® « gl Befa?

For modell: Fm = I A m O,5 e &

Efter insdtining i ekve 5.6.2

. 3 4
P gl /42 5.6.4

=SH

mnooog. -

ran
o
o3

v .. .
och - = =  varfdr fa

Hi

Wu dr enl. det foreghende A

5 2 T2

¢

Relationen kan ocksd uttryckas

v

) \V/EE

r 5.6.6

vilket dr det vanligaste s8lbtet sttt skriva Froudes tal.

oy besltdmper en strioning

D& huvudsakligen by

Talet dr dimensionsldet.

o}

skall talet vara liks i

Efter HEhtning av = och g o= g 1 ekve 5.6,.6

3

v o s
o ii?i\ /" /{\ och ((“ ':-'.\/’ /‘{\



(BT

6l jande skalor giller d (5 = A
T

Beteckning Dimension Skale

Téngd, bredd, djup T A
2 2

Tvirsekt., areor L A
4 Z
Volym L) /\)
.

7id ™ - AE
Hastighet /1 A7
Acceleration L/’l‘2 N
Vattenforing LB/T L2

. . . . . 2 X
Exenpel 5,%, 0lja med kinematiska viskositeten Y = 0,4645 cm™/seck

o

skall anvindas i en protobtyp dér friktions- cch tyngdkrafiter dominerar.
Om modellskalan #dr 1:5, vilken viskositet skall modellvitskan ha [Or
att Froudes och Reynolds tal skall bli desamma 1 modell och prototyp?

(Exempelsaml. nr 50 sid. 147.)

Dogning: Vi har att om tyngd— och trighetskrafter dominerar s& Br {Or

for masskrafterna {(troghetskralfterna
&

me m P P P g} C

2 LA ) . et 6 2)
4 - p A ™y 9 I's R ),
€ eq 7y § e tenp = p e by
P P P 1 T

D& Tis

. L L
3 VI ken skrive v o= o~ och vo= S
i T P
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L % L L
pe) ] »)
V ) I J' I 3 2 -r -~
0l mop m_p ¢ Up e Bty e By
v.oof® L T LT %
P mo p m L e LRegh® L=e g*
m - ©p p ©p
& .

D& — kan sBttas = 1 fés

i

i Lm2

_‘;]..;. = . ( 4)
p L7

Dominerar mass— och friktionskrafter Lar vi £0r masskrafterna enligt

ekv. (2)

P gm.:nm'j“,mz
L P och £0r friktionskrafterns
F 4 2
p & «rntem
b p m
ﬁX) 2 mmiﬁmu 2
P (A“ © e e ¢l e WL 2 1
1@ _ U _{““1 Ah, I ) A Im Tm mo Alm,“]m.“Tp (5)
Foo Tpehy s en (G5 4 e b e enfen
PP Ay I B e p m
Ekve (2) och (5) ger
gm,l,mﬁmz /.cg,msLmsz _ L
7 %, = 5 P Vi her att Y= —= eller
gchpmm" %i)promn S
- Ay §mA'>)m och
= . som ger
/Aip §p Vo g
2
g e L .7 N 3 T ,'P ’)) .IJ
m m T m o o m° p W D
T e vilket kan skrivas i ot o F (6)
S .m eTm g})' “p ' "m Vo
Ty o D 1
Men T w Ty
P m P
Varfor
1 3
= o
y 2 ‘)> IJ ) b
1 m n P . m m .
o . eller == = ~= (7)
v % 5. . ]
L ¥p T Vp oo o=
P : T 2
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L3 3
\f) e il
-2 “j;lﬁ)a = (-11-)2 . 0,084 3 D& Y = 0,4645 cn/sck Tis
v 4 0 p
P p
an N i 2 . . - -4 2,
Goigss = 0:0894  och V= 0,0415 cm /sek eller 0,0415¢ 10 m /se

Bxenmpel 5.4. Man vill understka stromnings f0rh&llandena 1 ett planerat

1.

dammulbskov med hjélp av en modell 1 skalan 1:25, Hogsta hogvattenfOringer

gr 50 m'/sek i prototypen. Hur stor skall mobtsvarande vabttenfdring vil-

jas 1 modellen?

Logning: Strouning sker med fri vattenyta och bestémmes 1 huvudsak av

tr@ghetsm och tyngdkrafter. VattenfOringen 1 modellen bOr vEljas med

hjdlp av Froudes 10d91]“egole

.

Ar lingdskalan 1: A blir vatbtenforingsskalan 1: A”. DA &r

ol

oy 1 50 %

[P coa P 1 OV S, T sek = sy

a R 9, 5 0,016 m / ek 16 1/se
N2 2 -
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6. VigkOsa effekter: strimningsnotstind




1oz

1
i,

soibol Lt Ouni

(S5
bl

b

Det forekommer ej ndgon Skning 1 rorelseenergien vid stationir strin.
Tallet vid horisontell sirdmning, som repre-
senterar det arbete, vilket utforts pd vitsken eller gasen per volyiige
enhet, omvandlas (11l "forluster'" genom medverkan av viskositeten.

Vi hErleder ett uttryek £0r energlifdrlusterns vid endimensionell strdm-

ning.
Rorelseckvationen tillémpad pd ett vitske- eller gaselement (fig. 6e1)
ger sambandet mellan skjuvepdunningen cch tryckfallet.

A

Pige 6.1 Krafter verkande pd ettt vitske~ eller gaselement vid en~

dimensionell strimning.
Eftersom det inte foreligger ndgon accelerastion dr SfFX = 0 och vi far

ax) dy + (@ + = - T Az = 0

"";‘y.’"""z"f ..... - 66‘](\’1

Elve 667101 amnger, att tryckidrindringen 1 z-riktningen niste vara lika

gtor som forandai

ene Tydl

o
<

L oskjuvepdnningen 1 y-rikitni
dp/dx oberoende av y och AT /dy oberoende av X

- eller goselement vid

G

Det arbete per tidsenhet, som (illldrs ettt vitsk




en dimensionell gtrdoning be

ale
540

av tryckkralter och

>}

p& den omgivende viatshan (fige.

Hylsning ger

olzv) -

i ek poes v

>y

2 p

¥ O

Sista termen 1 ekvationen ovan

ordning och kew alltsd forsumm

T111E0xrd netioenergl
volynsenhetd

Tillford

ot

energi

T

Juvgpinni

Tv_ adx + == (o
X Qy ( & Vx

@3
Ao

t arbete, som wifdrs pa

I
Y]

LI

6.2) eller

det arbete clenente

i ‘\‘?
CVy
C,

+ Tv_ dx +
X X

Qv

B I

Gx

«&3 ;Y

limes en infinitesimal

till

i

blir

ase. Vi far slut

i)

ap
ax

= (T

5

ay

(

) dy dx

Pige 6c2¢ Arbete utfort pd ett vitske~ eller

gtrdmning.

Utveckling av ekve 6.1.2 och substituering ned hjilp av ekve Golel

11 C0rd

volynsenhet

e

X

gaselenent 1 endin

dp

N
% dx

av

167

2

enentet

nHior

o

hogre

ongs

ionelld

T TY
X

6efe?



Newtons vigkositetslag kan skrivas
P s av
L= s

varfor
Ti11ford nettoenergi dv avi2e @2
O G o Q?w) = 6eled

volymsenhet
Denna energi Lorbrukas genom friktionen, dvs. omvandlas t1i1ll "foriuster!

Uttrycket f0r energitillforseln per volymsenhet (ekve 641e4) dr tille

lémpbart pd lanindr strduning i rodr. Energifdrlusternsa Hr stdrst, nidr

av/dy sr storsto

Fig. 6.3 visar schematiskt fdrdelningarna av skjuvspinning, hastighet

och "forluster" i ettt 0r.

Energifdrbrukning

T m(" Lo ) )
e 15 -*v »‘ \ s
/// Pluiﬁ\ ~Hastighet

Y
spinning

R - - @

Fige 6.3, Hastighets—, skjuvspénnings- och cnergifirlustfordelningen

i ett runt ror.

6.2 lanindr strimning i cirkulirs r0p

Vi betraktar inuti ett ror ddr en vitska stromaar laninidrt ottt cylind-
riskt vitslkeelement med lingden 1 och radlen y sent med axeln sanmean-

fallande ned réraxeln (fige 6.4).

Om p1 och by betecknar nedeltrycken pd den Ovre respektive undre tvidre

:

snitteytan samt mg vitskeelementets tyngd blir accelerationskrsiten 1
rérelsens rikitning enligt Newtons andra lag

) b . Fons 2
Frmea=l.y .« p, +ng cos L = ey Py



Pige 6.4 Lanindr strimning i cirkulédrt rlr.

varfor

0

Men m, = QMTFy% 1 ochcos X =

i

A

(@)Y
-
(A
»
-—

) .2 h
P o= Tyt (py = py) + §My™ logg

EXve 6.2¢7 kan skrivas

6,262

Det har tidigare visats (sid. 119 ), att inom parentesen 1 ehve 662.2

anger (p, - P,) /€. gl det s.k, try allet och-g det ge
g a g .ﬁ..,....,bl. Dot _L itk

lete Tillsamnqn bildar dessa komponenter det totala fallet 1. Vi kan

R

o3

d8 skriva ekv, 6.2.2 i1l
" ::Mﬁ»ya(ge g-l‘I 6020)

I 3 ] -
Tryclfallet per léngdenhet liéngs rOraweln (p1 - pz) Jo. gel mna e
traktas, som konstant dvs. oheroende av léngden 1. D& ocksd h/1l = costl=

= konsbtant fdljer, att totala Lfallet 1 dr konstant utelter lingden 1.

P4 den cylindriska delens mantelyta verkaor (i1l £01jd av vitskelfrilbio~

nen c¢n tangentialkraft Iy, vars storlek kan fls ur Newbons viskositetslas
¢



4y
d, o

A- o -a v 2”’“‘0 4 4
F1 Sl eyl 7

av 3 e ] .
Boo= e ae A‘-E% dir A = 2 y- 1 alltsd

Minustecknet anger; att hastigheten avtar mot rorviggen.

Vid stationdr stromning Loreligger ingen acceleration, dvse F -+ F1

eller
.

2 e dv
ey & g- 11 + e 21(ty~l°5§ = 0

Forkortning ger

av
geg'F 2/1).'&'5;:0

eller

Vi integrerar

- 2 pa.

y
YV o= = mgr-n&u‘ga. f y d§y e m&gmﬁnl-
0

och fér

At

i

H

f

i

i
L
+
(@

POor y = bdblir v

!

= 0 och C = 8L T
4 .

Vi £8r d8 ekv.

Kontinuvitetsvillkoret ger
g = vel och dg = vedA
Inligt figuren dr dA = 2Ty dy

Detta gex

Oy—tcd

100

6e2od

60205

= 0



il

E

EBkvationen 6.2.6 &r kénd som Hagen~Poiscuilles ekvatbion.

FPorekommer endast tryckfall giller

O

P, =P P, =P
] 2 - e 2 Ap
I = TR eller gl = =

Ekve 6.2.6 kan d& skrivas

L T ap et
@ = 8 a

Er v = medelhastigheten sd blir

. e D

B NPT v WA - OF - O
g = Aev = Ylex v o= 5 o

ﬁﬁlé o T r4 & el ra
e 8 8 A

<1
i

Dette dr liktydigt med relationen

8 1. -

T s erendiios v v o= konste v

@
D g T

i

H

s, Q - _ o

@

6.206

6267

6626&3
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4

Bltve 66208 dr ettt L0r laniniy strouwning LdJakLcr stiskt ubltrycke

Energiforlusterna varierar, som syles, direkt mot viskositeten, lédngden

och avbordningen och omvint mot Ljdrde potensen av radien.

LHgg mirke t1ll, att ndgon hinsyn ej tagits till rdrets skrovlighet.

Ekvationerna 6.2.1 till 6.2.8 gidller dock ej nira mynningen av ett ror.

Vid en stréoning £rén en behdllare genom en vdl avrundad Oppning blir

hagtigheten forst nistan liks Over hela tvirsnittets Verkan av friktio-
ner mot viggen (eftersom hastigheten miste vara noll vid viggsn) blir
en hastigheteningskning ddr. Som en £01jd av kontinuiteten méste did has-~

-

tigheten Ska i de centrala delarna av rérelb. Den 1lingd L' soa erfordras
f0r att den karakteristliska paraboliska hastighetslfOrdelningen skall
uppkomna &r en fuaktion av Reynolds tal Re. Enligt Langhaar giller £0l1-

jande relation

]‘J!
F = 0,058 Re 6629

dar D dr rorets diameter och Re Reynolds tal.

Bxempel 6.7. Besténm rikiningen av strdmningen genom r0ret. 1 nedanstiende
pa C e bt e s . I y
figur, i vilket § = 800 kg/n”, o= 0,40 poise. S0k den genomsirimuande

mingden i 1/min.

2,069 bvar

Losning: Stromningen sker frin (2) i1l (1) efterson energien &r stdrre

vid (2) (hastighetsenergien niste vara densenna i bada fallen). Vi 4ill-

lémpar Bernouwllis ekve och lkan skriva.

w p’
» 1 : FoAdsD h‘i‘ S“{’ - Q

eller
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137900 ! L ..206900 5 . - s oo
7000+ 9,67 T 45 T Py = Topp. g a7 80 By 21509 - 14,00 < 4,5 = 2,55

.
8 = 0,281

Bive 62,6 ger

s 4
3514161000 9,81 0,281 0,0125 0,02113 _ g B
a 8« 0,049 = 5~ = 0,0000734 o /se

= 0,0734 = 4,4 1/min

63 Laminidr stroaning i Op

b

ett breit plan

sen ledning. Hedelhastigheten och vitake-

' T
sin & =g = L

Pige 6.5, Laminidr ing Over ett brett plane.

I fig. 6.5 dr AB ett bretlt plan med lutningen I. Vitekedjupet ér h. Vi
studerar ett vidtskeelement pd djupet y. Blementets lingd dr 1 och desgs

bredd dr lika med plancts bredd be.

Vid strianingen har vi endast att rédkna med geometriskt fall. Den pd
elementet verkande accelererande kraften blir tyngdkraftens komponent

i rorelserikiningen

Mot rorelserikiningen ver calten

DA strimningen Hr stationidr forekommer ingen acceleration. ALLUsd
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hi o i — oy e S mduyu P 7z
31 { Pz = mg sin O Foas A iy = 0 _ 6%

Menm=8V= ®ubeloy; A=obel och sin®l =1 wvarfir

dv
g:b‘lﬁyegaI +/,U, bHe L ay.,:o

eller

_ 8gl -
voEs AA)“ \f y dy

i
5
i
!

Por y = h blir v = 0 och C

Alltséd

Vi berélknar vitskeforingen. dA = b dx och 49 = v dA = v Db+« dy =

h
el 2 2
o m".mw.hgmw 'b f (h o y ) é\y

2 AL
: 0

Vi integrerar

4 “r
LB elb 3 by Qglvh’ gIb ’
- 2 A ' 300 - B - RN



Hedelhast. v £é&s ur rele:

SgIh g1Inh

o

wm A 6365
% Ak 3\ 303

<1
i

Vid la strimning 1 Oppen rénna eller Over ett brett plan dr medel-

hastigheten proportionell mot fallet,

nel 6.2, Berdlna medelhastigheten vid vatinets

et s v .. Y
utfr ett plan vars lutaing dr 1:100 om W  séttes = 0,01+ 10 . n /s

och vattendjupet & 0,001 m.

Losning: Relationen 6.3.5

8.1 ’ .
= 5;’“::5‘“““ goer

<

B 9981? 0,01« 0,0000017 - 10000 9,81~ 0,01 2o o e
= 5 0,01 = = 00,0327 /8.

<1

6.4 Reynolds kritiska tal

Som redan berdrts i avenltt 5.5 blir, sd& linge medelhastigheten i en

strimning dr ldgre dn ettt visst virde, den seko nedre kritlskna hastlge

Slliga storningar

D&

denna sty

snabhhe

.8

en Overgar turbdbulent strioning i1l la-

Vid den nedre lkritiske

it
javs
I8

-
n
&)
o
-
G‘Q

nindr stromning.

Okas hastigheten Over nidnnda virde blir stromningstilletindet alllners

knsligt £0r tillfilliga storningsre

4

Undvik

es dylika kan hastigheten Okas 4111l ettt visgst virde den so.l. Ovre

ovenr;

e viid villken

Over vilken stromningstil] alltid dr turbulent.

hastighet och 0y~

Tee

sioner och beo Nnoen

mindr och turdulent sirdmning av Relationen dr

reden given 1 elve 5.5.8 cllex

Gedol
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virdet pa Ovre kriti

Det dr myckel svért att thghetens

Detta beror péd turbulensens orsaker och att den kan vara mera cller
mindre vil utvecklad.

On man uibn nirmare angivelse ger menar man i allminhelt n

sia hastighetene.

De vid den turbulenta rorelsen upptrddamac energllorlusterns ér> som red:

il

pipelial av oen helt anmnen storlelis dn de, som forek

Janindra rérelsene

o o

Samtldigt som rorelsetillstindet Overgdr frin laminsrt +ill turdulent

gndrag forhédllandet mellan energlilinjens lutning I, och medelhastighe~

gl

Vid laminiir strfoning dr energilinjens lutning direkt proportioncll not

-~ C o . . . e o 2
v vid fulld wthildad wurbulens dr den proportionell mot v .

4
ng (Re = 10" ~ 106) Vigar

wr en betydande storlel,

De hoga virdena pé& Re vid turbulent strd

att triéghetskralfterna

Devva sammanhéinger med de 1 vivvlarna uppkoana accelerationerns, som

nedf0r stindiga verlationer 1 haestighelens storlel och rik

gn (1930) cen

atonatiskt bhayr turbulensen behandlsts av Kdrm

=

-
1

Vid stroimni i ledningar, vattendrag ele. Overskrides 1 allminhet

Rey g e

> 1

Hastigheten dr sdledes oftast a8 hog att strduningon dr turbu-

lente

ehs (grundvuttﬂcts) roraelse dr direnot Llami

RO"TiL her Lor cirk. netallrdr viirdet ~ 2500 £0r tegel~ och betongror
b

(e 1 2 O C) &

Ju desto
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iver vi Reynolds Re for Oppna le

Ve f
4 x1

S

o . 0 " .
21 6.3 Vatten med temperaturen + 10°C strimmar Over en betong-

bana. Vid vilken hastighet intréifar turbulens, om vattendjupet dr 1 cm.

7

4 . 2 ,
vig + 1000 Hr 9 o= 00,0131+ 1 4 n /selke Rehrﬁt = 580,

Uttryelr p4d R, £z we relationen
J ;

Ovanstdende figur ger

<
<
—h
KN
g\&O
T
N

-ty
ot
v

Uttrycket 0,02/b blirx £0r ettt stort virde pd b forsunbart, och vi T4

1i

v med vattendjupet.

att Rh approxe

V. e &- 0,01

. Lo
eller 580 : v

0,01%1 <« 10

- 580+ 0,0131 7,598
Yirity 0,00 oooo =400

= 0,019 m/sek = 1,1 m/uin.

Exempel 6.4. Regnvatten av temperaturen + 1000 strommar utfdr ett plidt-
tak. Om vattendjupet uposkattas TL1L 5 mm, hur stor kan d4 hastishoten
vara utan att rorelsen blir turbulent? Hor stort blir Q per m av tolk-

bredden under 1 min? Vid #?OOC Ar WV o= 0,01%7 » 1077 m'/ ek. Be, o= 580

N

kit



Losnis

« 40,005 v . ¢ 0,02 10000
4 0,01%1

v,
kit

0,0131< 10"

v _ 580 0,0131 V28 /el
krit 500 = 0,0%8 n/sek

Por Q géller: Q = veAet = 0,038 0,005« 1+ 60 = 0,0114 mj/hin

Exemrel 6.5. Berskns Reynolds tal Re Ior ebt dike med sléntlutningen

1:1 om vattendjupet dr 30 cm, bottenbredden 40 cm och vatlenhastighe-

_ wh 2
ten 0,5 m/sek., ¥ sdttes Till 0,01« 107 m"/sek.

Losning: Se fig.

Rh

i

i

h 40 0,17°0,5

V.4 R
b2

0,01« 1074

Torbulensen &r mycket kraftigt utvecklad,

6.5 Sltokes lag

Lagarna f0r en viskoOs, inkompressibel viltskas strimning runt en sfir

har givits av Stokes {01 virden p&d Reynolds tal vd/w mindre dn 1.

Stokes fann den kraft, med vilken sf8ren pdverkades av vitskan omkring

den, vara

Ps6ll vuow 051

dir r = sl8rens radie

v o= glirens hastighet relativt viatskan

e

Por en afdy, gom faller genom en viatska L vila, gdller att Lyiftkrs




N

plus kraften F ovan mdste vara lika med sfdrens tyngd eller

Y/ vy we D
AT r§ g+6l{ TV ~§ﬁ r’ %Sg

gv dr viatslkans densitet och Qo sfirens densitet.
Pl

[}
et
AN
(3

Vi loser ut v och fér

Stokes lag dr mycket anvindbar, bl.a. vid s.k. sedimentationsanalys,

dvs, vid bestimning av texturen i olika Jjordar.

6]

6.6 Turbulent stromning i cirkalira ror

Vid behandling av turbulent stromning i cirkulira rir kan man gora L0l

Jande antaganden:

1

att friktionskraften Ffw dr proportionell mot hela den viitta ytan,

mot speciflika tyngden & g och mot hastighetshdjden dir ¥ dr med

hastlighelten.

Betecknas den "vdta omkretsen' hos ledningen med p ed blir den vitts

ytan p « 1 och friktionskraiten (muts ildskraften>

b )
Fop = §hpelebge oo 6.6.1

R2h gf} dr en dimensionslds konstant, beninnd motstindstal.

Som medelvirde pd skjuvspidnningen vid ledningens viggar ©Lar vi 43

-,
&

o i 3
L pon a4 = e
5 NG

noi<t

633

&

£
[Py

Den vitskepelare (:f‘igtw 666), som Lyller roret vtelter lidngden 1 har

tyngden R A4 L g dr A = ledningens {tvErsnitt,

Por dnkonmpressibel sltationir, Likformig stromning miste friktionskral-

S0Mm 8U 0 av o resultanten HiLLlL alterna och

ten vara Like

tyngdraftens komponent 1 gbromningsvikiningen. D& fis

ba

e

Lbenten till tryekbrafterna Lika nmed (p1 -, Y A




O

tyngdkraftens komponenl Llika med

2, = %, Z, -
mg cos L = mg W_T._;; = Sg AL e

ng = AL g

Figs. 6.6 Vitekepelare med lédngden 1.

m
o
3
o

Kombination med ckve 6.6.1 ger da&

<3

.

Z, = Z, _ ~2
(p1 - p?) A+ Qgehl “lwﬁf"£‘n Y.oplo g g om 6:603

Vi dividerar ekve 6.63% med K g 1L 4 och fér

(P1 - Pq>‘%ﬂ € ge Al (2’:1 - Zg) . - D

o ‘x~ . %/J P p . J;»ﬁu\gﬂg 13 ’V’

Vidare

Py = Py By - G =2
gl T 1 A 2g _6"6“4‘

if

Ur det Lovegdende har Tramghtt att

S g, e %
Py Py 7y o .

+ g1 lika wmed tbtotals fallet I, Alltsd
el 1

I e ‘7/ >-“ & ;-“.:‘ ) 6 . 6 . 5

CKvoten A/p = rortvirsnitiet /viita omkretsen = Rh dr, som red

Vi Loavenitt 5.5 sid. 155 ledninpgens hydravliska radie (modeldjwp)@

an ontalats



or cirkulirt r»or blir

AT

"

w2y T2

och

I = (sz’e J TR -,

reittes den hydrauliska radien RH 1 eRVe
1

2r =4 R och R = d/4

om d = " n

eflters

it A A

Infér vi beteckningen 4 W = £ i

enten)

Ar fallet I bekant,

A

kan man ur ekv,

ey

q:".:'Vv

Bkve 667 ger ett uttryck pd it

Vi har forut vissat, att vid stationdr stromning i
¥ &Y

roér Hr v, = v, och att déar{for

1 2

.......... o7 - = N

Kombination av ekve 6.6.4 och 6.6,8 pger

« 1 ellerp

Bkve 6.

607

Turbulent stro

ledningar

Genom en hifrledning analog med den {or

O kan vi 4 ett uvittryck for

turbulent

fallet T 4

6.6.6 med

6.6.7 berdikna v och

rlusthdjden 1 Bernoullis

vy

6.6.6

rérdiametern d fas,

oo e

ett

striomuing i

sopna

ekve

akt cylindriskt

6.6.8

6.6.9

cirloy]

Jednin

6 © 7 & )]
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(Bkv., 6.6,6 under turbvlent stromning i civkulira TOT)

Vi 16ser v i ekve. 6.7.1 och far

Sédttes 6 ¢ TAds de Chezmys ekve L£8r Ovpna ledningar

(l//

Storleken pd C antas bero pé ledningens skrovlighet och pd feileth,

Enligt Bazin dr motsténdstalet

6@7«»4

Infores detta virde i ekve 6.7.2 fds

e

- \ ?,W / Rh I
= \/ 70,0026 ° \'f”];"

eller om alla léngder ubttrycks 1 m

6e'Ted

Slipad cement, hyvlat tri 0,06
Ohyviat trd, tegel, huggen sten 0,16
Grovt murverk 0,47
Gravd kanal 1,30

Vattendrag med stenar o. dyl. 2,00

Inom hydrote kern anviinds offta den med Bazins formel nidrs Svereng-

nde Torenklade Kutters Tormeln




; = 10"9""]"“ . Rhﬂ I 607-6
R s —

Vx,

dar K§ fé&r négot sibrre virde ﬁn./z i tabellen ovan (varierar mellan
0,1 och 2,50).

6 !

V&,

) &r C i de Chezys formel och skrives ocksé

100 /&,

¢ = ——— 6.7.7

o+ VE,

Virden pé& /6‘ i Kutters forenklade formel

Faktorn 100/(1 +

Material ' '
Jimn vigg av tréd eller betong 0,20
Jamn Jordvégg utan vattenvixter 1,50

Jordvigg med stenar eller halva sektionen
fylld med vattenvixter 1,70

Jordvidgg med hela sektionen fylld med vatten-
viaxter eller vigg av springt berg 2,50

For inkompressibel, stationdr strdmning vid konstant djup i en prisma-

tisk Oppen kanal anvinds ofta Gauckler-Hagen-Stricklers formel (vanlige

bensmnd Mannings formel)

vV =C+R 41 © 6.7.8

Vardet p& C i Gauckler-Hagen-Stricklers formel

Slipad betong ‘ 9080
Ny betong (ej slipad) 60
Angripen betong 50
Grédvda kanaler och diken 4230
Naturliga vattendrag C 30-24

Naturliga vattendrag med stark
vixtlighet 24-12



Av det fOreglende har framgdtt att friktionskoefficienten C &dr en funk-
tion av medelhastigheten, hydrauliska radien (medeldjupet), kinematiska

vigkogiteten och viggens skrovlighet.
Viskositeten dr implicit innesluten i uttrycket péd C.

Formlerna for Oppna ledningar till8ter inget hinsynstagande t111 visko-

siteten trots att denna kan variera avsevirt.

De flesta strdomningar i ©ppna ledningar sker dock vid vdl utvecklad tur-
bulens dér viskositeten har relat.vt litet infiytande p& friktionsfdr-
lusterna. Dessa bestZmmes huvudsakligen av den rédande medelhastigheten

och viggens skrovlighet,

Vid léga hastigheter och j&mn vdggbeskaffenhet blir formlernas anviand-

barhet mera tvivelaktig, d& viskositeten varierar.

6.8 Moodydiagrammet (f- Re diagrammet)

Ett av de mest anvidnda diagrammen for bestémning av friktionen i bruks-
r6r har konstruerats av Moody (fig. 6.7). Diagrammet uttrycker f som

en funktion av relativ skrovlighet och Reynolds tal Re.
Forst skall vi visa, att £ bl.a. dr en funktion av Reynolds tal Re.
Vi har p& sid. |67 erh8llit ekvationen 6.2.8 eller

I=_._§.£}r.__-\_;

S gz

Uttrycket ovan Overfdr vi +till formen

-2
1l v
be = £=3° 353
Vi far
- [ I J o D v
I:: SNAZ‘Vz nge'\f: 8\?'\/'::6452'%—_
Seg-r Sgr ger 4.r¢ <&
_8EV 1 ¥ 64 157
V-2 v 2r 28 ~ %.q d 2g

Ti1l slut erhidlles



hif

If.

Friktionskoe

64 1 v
hf =T+l = Re "3 3 6.8.1
och
: _ 64
i‘lam. ~ Re 6.8.2

Ekvationen 6.8.2 #r tillsmpbar vid all slags skrovlighet, eftersom tryck-

fallet vid lamindr stromning dr oberoende av vidggskrovligheten.

N7

CTTITN] T T T T T ]%°
=200 (35 AN f %27 — 008

- A 2 006

‘7’-’;=zm 209K L.

2.1 Q05

SN
R
I

et (3) 22 004

1003

{ 002}

~—{aminar ——4%~ turbulent —

ki

o S ek
2019 (Re V$,)-03 N T

[
ST — Q010
Iy 2570 =]
1107~ 0008

q006

Q005

T

j 0,004

70°

o | (Re)erit 2320

3_4558704 2 3456 810° 2 3 456 810° 2 32456 8107 2 2 456 8108

Re :u‘
%

Fig, 6.7. Moodydiagrammet.

Den turbulenta stromningen kan indelas (se fig. 6.7) i tre typer, nim-
ligen

(1) stromning vid gletta viggar dér f &r helt beroende av Reynolds tal

(2) Stromning i ett overgdngsomrade

g3

(3) starkt turbulent stromning vid skrovliga vaggar dér £ Br oberoende

av Re men beroende av vaggarnas relativa skrovlighet k/d. k &r hir

ett absolut ma&tt pd den ekvivalenta sandskrovligheten, dvs. den dia-

meter hos sandkorn, som skulle ge samma friktionsforlust.

+ k/4

=

7
[

LroV

,
k

s

B¢
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Ndgra virden pd k

Sldta plastrér (48 mnm) 0 - 0,005 mm
Sléta plastror (86 mm) ' 0~ 0,01 "
R8r av glas, koppar, missing 0 - 0,02 "
Dragna sté&lrdr, nya 0,02 - 0,05 "
Galv, jdrnrdr, asfaltstr. gjurjédrnsrdr, nya 0,15 "
Gjutjarnsrdr, nya - 0,25 ¥
Tegelrdor (sldata - skrovliga) 0,1 - 0,25 "
Betongror ' 0,2 - 0,8 "
Jérn~ och std8lrdr, rostiga 0,5 - 2,0 "
Plastror, korrugerade (45 resp. 92 mn) ' 1,1 "

Vid turbulent stromning i en ledning forekommer nirmast viggen ettt
skikt, dér stromningen Hr laminir. Tjockleken hos detta skikt aviar med

vixande Re.

Den naturliga skrovligheten hog en vagg 8r oregelbunden med bdde stora

och smé ojdmnheter pd varierande avsténd frédn varandra.
Nér nu Re 6kar i ett rdr med naturlig skroviighet, bryter forst den
stbrsta ojédmnheten igenom det laminira grinsskiktet, didrefter den nist

storsta etc.

Man f4r en successiv Overgéng frén ett glatt lamin8rt gransskikt 1ill

en skrovlig vigg med fullt utbildade virvelavldsningar.

I ett ror med ensartad sandbelfBggning blir Re sibrre, innan ndgot av
kornen bryter igenom. Genombrytningen sker samtidigt for nidstan alla
korne.

For de olika omrédena giller f0ljande ekvationer Over vérdet pd f.

Lamindra omr&det: Re 5 2300

- = o(Re _ 64
£ = £(Re) f = 5o

. =z

Turbulenta onréddet: Re =~ 2300

Glatta rox
f = f(Re) Bazins formel: £ = ~0,318 6,83

N Re



Ofta skriven: £ = 0,%16 Re”0’25

for Re = 3 e103 - 105

6.8:4‘

(1)

Prandtls formel

/G
e 2 1og %ﬁﬁ = 2 log Re V£ - 0,8 ‘ 6.8.5
]

Va3

for Re= 3 . 103 - 374 - 106

Skrovliga rir

a) bvergdngszonen, omradet med ofullstindig turbulens

f = f(Re, % Colebrooks formel
(2) | |
o L2 10g (k/d » 22 6.8.6

Vi 5" Re Vi

b) omraddet £6r full turbulens

£ o= f(%) Nikuradse-Prandtls formel

e o 1,14 4 2 log-% 6.8.7

ofta skriven

1 3571: 4
-~ = 2 log — 6.8.8
Vi K ‘

Ekvationen for grinslinjen mellan Overgingszonen och omrédet med full

turbulens brukar skrivas

Re \/T k/d = 200 6.8.9

6.9 De Chery's och Gauckler-Hagen-Stricklers formler for rdérledningar

Por praktiska berikningar vid rordimensionering blir det vanligen for
p g g &

komplicerat och tidstdande att anvinda alluninna friktionsformeln.

Btt flertal forskare har ddrfor konstrueralt mera ldtthanterliga formler



En av de forsta, som studerade friktionsfdrlusterna i rinnande vatten

var de Chezy, som 1775 uppstédllde den redan pd sid. 178 angivna ekvatio-

nen 6.7.3% eller
v = C \V//ggﬂl 6.9.1

ddr C = en koefficient, som av de Chezy antogs bero endast av ledningens
skrovlighet
v = medelhastigheten m/s

I = energilinjens lutning, fallet (dimensionslSst tal, hojd:léngd,

he/1)
Rh = hydrauliska radien (medeldjupet) i m uttryckt genom forimmeln
A
Rh =3

o 2
ddr A = vata arean, m
p = véta omkretsen i m dvs. l8ngden av den del av ledningstvirenit-

tet, som kommer i berdring med vitskan.

Allménna friktionsformeln kan skrivas om till samma uttryck som de

Chezy's Tormel.

Vi har att

L 50
hf = L e L= o E"ﬁg
eller
—'—’ ‘g"ga &
Vo= T del
D& R, = £ vid fullgh poe - o ller d = 4 R_ T8
a R = 5 vid fullgang i r0r = Ad = eller d = p Tes

o ﬁ_\/%@\\/f{h"{ 6.9.2

Konstanten ¢ 1 de Chezy's formel motgvaras alltsd av uttrycket

C = \\/gg o e 693
Ve ~

- I Moody~diagremmet finver man, att enbart vid en skrovlig vigg och fullt



185

utbildad turbulens &dr £ £0r ett visst virde pd k/d konstant for varie-

rande Reo.

de Chezy's formel gédller alltsd enbart for mycket hoge virden pd Re

eller Re >°105, 106 och TO] fér k/d » 0,01, 0,001 och 0,0001 resp.

Konstanten C dr ettt uttryck £0r den relativa skrovligheten och kommer
alltsd att £0r en och samma skrovlighet i vidggen £& olika vdrden for
olika dimensioner hos ledningen.

De Chezy's formel kan hérledas pd foljande sétt.

Por cirkulédra ror har vi enligt ekv. 6.6.6 sid. I7%[ att

;2
I = (/J'**‘““"é’"b;
eller
g 2g
PO = e
vV o= C Rh T
dvese

Séttes;\\//%% = C Tés
v:c\/‘;m[
Forutom ‘den tidigare relaterade Bagins formel for glatts rdr har vi ett

ofta anvint uittryck £6r berdkning av fallfdrlusten i jérnrdrsledningar

i Lengs formel

ddr v enges i1 m/sek och d i m.

D4 Re e ingdr i uttrycket &r formeln endast giltig for vatten av nor-

mal temperatur.

Vid Overslsgsberikningar L0r ledningar med ej alltfor stor skrovlighet
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anvindes ofta i Langs formel Dupuits virde pd £, dvse £ = 0,03,
En formel, som ocksé dr mycket anvind vid berdkning av friktionsforlug-

ter i rdrledningar, dr den forut omndmnda Gauckler-Hagen-Stricklers for-

mnel

F=CeR 701 695

o d —— w:mf‘ ) k
Da hf =1 sl eller I = 7 fas

Kvadrering ger 32 = C R 6'?% eller

N, 5 et 6.9.6

h

Tés
-2 -2
.o AL £ RS A

< £ och till slut

6.9.7

Utredningen ovan visar, alt Gauckler-Hagen-Stricklers formel férutsil-
ter, att for en viss given ledning Hr C konstant och oberoende av Re.

Formeln giller dirfdr endast inom omrédet £0r full turbulens.

Det senare medfor att £0r skrovliga rdr miste dimensionen i allménhet
vara gtorre dn 100-200 mm och I8r nigorlunds glatta ror storre dn 200-
300 mm vid vettenhastigheten 0,5-2,0 n/sek £for att formeln strikt skalil

kunna tillimpas.
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Viardet pd C i Gauckler-Hagen-Stricklers formel gdllande rdrledningar

¢ C
Grov yta S1at yta
Gjutjdrnsror, nya, obehandlade 70 90
Gjutjdrnsrdr med rost 65 75
Gjutjérnsror asfalterade 95 95
Glaserade lerrdr 60 90

s

Yarnell-Woodward bestimde C for tegel-~ och betongrdr och fanna virdet 93,

Potensgformler for cirkulidra ledningar hidrledda ur vattenforingen

I och med den allimera tilltagande anvindningen av plastrOr har ett fler-
tal jAmfdrelser gjorts mellan deras vattenfdrande £orméga och tegel~ och

betongrdorens. Detta har resulterat 1 formler av fypen

Svidrigheten vid anvindningen av degsa #r att de strikt endast giller
under de forutsdtiningar som jémforelsen gjlorts och inom ettt begrinsat

omrade av f-Re diagrammetb.

6.10 BSirskilda motstind i slutna ledningsar

Behandlingen av strémning 1 sluitne ledningar har hittills dgnats &t de
Ffriktionsférluster, som uppkommer vid likformig strdmning pé& léEngre

strédckor i raka rorledningar.

I rorelement som rdrkrokar, tviarenitteforindringar, kranar, ventiler

0. dyl. uppkommer i allminhet en olikformig strimning och de forluster,

gsom upplrider &dr i hogre grad beroende av trighetskralfiter &n av inre

Triktion.
De uppkomna férlusterna hirrdr 1 allménhet Lfrén virvelbildning. Fdrlus-
ter genom virvlar har, som fdrut anfdrts; visatl sig vara ungefidr propor-

tionella mot medelhastighetens kvadrat.

Forlusthdjden 1 ettt rakt ror édr enligt det foregdende

1 m’?‘
ll wr [ e .:ywm

£ 7 74 2g
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1
Inféres beteckningen fv-g = K kan vi skriva

£ o 6.10.1

didr K = motsténdskoefficienten (dimensionslos)

~2
Vi kan s8ledes hdnfdra sglla foriuster till hastighetshojden Y och vi

erhdller g

be = & K 5 6.10,2

Med v menas medelhastigheten hortom ifrdgavarande nrdrelement.

Den uppkomna tryckforlusten uttrycks ofta i ekvivalent rérlingd.

Berdiming av totala tryckhdjden for rorledningar

Vi vtgdr frén Bernoullis ekv. med forlustterm dvs.

7% » %2 p
it
2g gg 1728  ¢g 2

b

eller

2 .2
Py = Py Vo =V

e G e G m e o ]

eg 1 27 2g

(p1 - pz)/ % g anger tryckhdjdsskillnaden i m vpmellan tv& punkter i

ledningens Zy < g den geometrisgka hojdskillnaden mellan samma punkter.

Vi sédtter summan av dessa differenser lika med H = totala tryckhdjden

P, = P ¥ 2. v ¢
.....lwmﬁw% 4+ 7 . - H e _a..?:.,‘..tfmgw.*lma 4 h

Q8 1 %o 2g £

Om, som ofta &r Ffallet, ¥V, = 0 och uthytes Vp mot v blir

V -
H o= st hf 6103

dér foriusthojden hf enligt ekve 6.10.2 kan skrivas som en funktion av
-? :

V 3
ég ellex
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dvse

i
§

i
N
—
+
=
"

H 6.10.4

n
[43¢]

6.11 Inloppsforluster i brotrummor

Vid instromning i brotrummor blir ofta energifirlusterna stora.
Antar vi, att motstindet vid sjdlva instromningen dr e och dessuion att

o . e g . = 0 e .
férlusterna vid genomstrémningen dr £ ¢ 1/d+ v /2g & giller om till-

gtromningshastigheten kan f0rsummas

5 1 4
h_.:~~§~g~(7+e+i‘ ) 6111

Vo= mmﬂﬁ@nm;“_mﬂ-ﬁ. 6 * 1 1 e 2
1+ e+ £-
] d

Formeln &r hirledd av Weisbach.

Enligt Welsbach kan e sittas lika med 0,505,

Ett vttryck £6r £ har givits av Darcy Ltill

£ = 0,02 4 o2 6.11.3



T. Ideala vitskors och pasers strdimning




7.1 Fordringar pd ideals vitskors och sagers stromning

A

n ideal vitska eller gas miste satisfiera £6ljande krav.

1. Kontinuitetsekvationen, avsnitt 4.%.

P 3 - g .
ev = eller div v = 0 ellex

DV _F'ﬁvy.f'avzuwo
DX Dy YA

2. Newtons andra lag skall gdlla 1 varje punxt och 1 varje Ugon-

blick.

3., Vatskan eller gasen maste helt ansluta till en fast grins, dvs.
inget glapprum mellan strdmning och gring f84r foreligga. Dock

far e] grinsen Overskridas,

Somm tilligg till ovanstiende gbres antagandet om rotationsfri

(virvw
1

lingsfrihet)a Den resulterande vitske~ eller gasrfrelsen &r ndrs lik

len verkliga rorelsen hos vatskor eller gaser med lag viskositet.
den verklig Oorelsen hos viatskor eller gaser med lag viskositet

Kraven ovan lederfvid till8mpning av Newtons andra lag péd en vitske-
eller gaspartikel{till Eulers elvation, som vid antagande av rotations-
frihet, kan integreras och 1 sin tur ge Bernoullis ekvation.

De okénda faktorerna 1 en stromnivgssituation med givna grinser dr da

hastigheten och trycket i varje punkt.

.

Det 8r dock 1 de flesta fall om&jligt, att vr grinsforhdllandena direky

kunna nd fram till ekvationer (0r hastighets~ och tryckférdeliningar

-

7.2 Vektoroperatorn W

Vid utveckling av tcorien for ideala vitskors eller gasers stromning

ar den forut ndmnda vekboroperatorn mycket anvidndbar,

Denne kan verka pd en vektor, som en skaldr produkt eller vektorprodult

men dven a5 ablt verks pd en skaldr funktion.

vi 1dter U vara den sbtorhet som av operatorn, DA definieras

U av ubtryexet

;\7 U = 1lim 'j\; /.}:, U da Ts2el
Ve () \J/’x
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s e . ; . y .
U kan vara » a, ¥ & didr a dr en godiycklig vektor, eller en skalidr
tanc .SZS .

Vi studerar en liten volym V med ytan A och ettt yltelement dA (fige Tel)
X Hr en enhetsvektor i rikining av den utdt dragna normalen n not yt-
elementet dA.

e
,N’de
/ d
. R
-
-

o

Mige Tels Skiss av enhetsveltborn 1y i normalriktningen (utét) till
ytelementet di,.

. _— e P : .
Om U Hr en skalir, te.ex. § , definieras gradienten av @

. 1 B e
= lim o= n, > dh Te2c.2

grad (O =

Por att forklara grad g@ gtuderar vi ettt volymselewent i forxm av et

Litet prisma med tvirsektlonsarcan dA och hojden dn, med ens dndytan

>

v, %) = konst, och den andrs dndytan i ytan:
konst. (fig. 7.2)

Fige To2s Yhor av konstanta skaliren O .

Eftersom det inte L8relizger nigon forindring 1 @ i yltor parallelle

med dndytorna bortfaller, genom symmetrien, J/m
..

dA Over elementetbs
krbkta ytor. Vi Fér
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/

A

och hiogra sidan av ekve T.2.2 blir
i

tp 9d

dA dn 3D n

lim
Vo0

dn dA = 'ﬁ“’,

och

o . ~ 5
grad o= - n,‘ 1.2.%

Ml X , . - .
n,1 Gr en enhetsveltor, dragen vinkelrdtt mot ytan,

och positiv i rikilning av tkande- ¢ .

> - g P
kongtant

g

DS e crad @6 Hr o ern ek tor,
Obs grad & Hr en vektor

ow

Genom att 1&ta U bilda en skaldr produkt med W &g den s.X.

&

-~ -
gen., Vi sdtter U 1lika med vy da blir

!

. 1 P P -
div v = - ﬁ%m v ds , 7e2.4

Detta ubttryck har asnvints - 1 nigot annorlunda form — vid hirledning

av den allmiona konbinultetsekvaitionen i svsnitlt 4.5,

Divergensen enger volym{lddet per volymsenhet i1 en punkt och &r en

skaldr,

e

Rot v = ¥ x v d4r ettt mera invecklat begrepp, som behandlar ett viltshe

eller gaselements virvling ellexr rotation.

e

X v dA Te

N
°
1

T, ox v odr, vilket framgdr av fi

1

tens riktning till ytelementet dA 1 en punkt, eftersom vektorprodukien

2. 15y hastighetskomponenten i tangen-

o

gr en vektor vinkelrdt wot de tva konstituerande vektorernas plan. Stor

leken 81 v sin © eftersonm n1 o]

'ﬁj v v dA en elen

tangentiella hastigheten och ettt ytelement.

Da ar

nivektor, som bi

Summering Over yitan och scodan divigion wmed volymen ger L Limes, d2



V- 0, vot v 1 en punkt.
v

Fig, T«%. Skilss visande vektorerna vid rota-

tilonen av hastighetevektorn,

Vi, undersdker

speciell typ av virelse, f0r att demonstrera samban-

R

det mellan rot v och virvliingen.

,

En liten cirkulir cylinder av viteke eller gas Iforutsittes rotexra kring

sin arxel som om den vore en fast kropp (fige 7.4), med vinkelhastig-

heter sy gom Hr en vektor parallell med rotatlionsaxeln.

/

¢
!
]
{
3

i

A

Fige Tede Liten widtske- eller gascylinder woterande som en fast kropp.

e Y
r och lingden 1. By AW Gp 4 varje

1lell med axeln och med storleken

Cylinderns radie

punkt péd cizkel-
vbhan en vektor pa

Vom (ST T,

Over dndytorna dr veltorn x v 1ika stor och motsatl wiktad 1 korres.

1

. . , ' e N e L
ponderande punkter pd vorje dndyts och bidrar ¢ 111 rot ve

eftersom dA = L 1 dul,



e o0 - o
cw[ 7 ledK = 2 He w

Ekvation / 2.5 ger nu

1 P P ol

e 2T € L = 2

e

rot v =

e

Uttrycket ovan vigar, att for en roterande fast kropp &r rot v i en

punkt tva génger s4 stor som rotationsvektorn

-

Om man enbart betraktar forflyttningen av ettt litet element, som rdr

o

sig likt en fast kropp, da

alltid noll., Blftersom varje rorelse

hos stela kroppar Ar en kombina’ kan

P2

vi notera att rot v alltid dr horn

e es
A

gas kan inte endast LO0rflyttas och votera, utan oc

Definitionen av rot v tillimpas, och dirldy definleras en

?

rotation genon relationen

RV 7.2.6

e . o ) L
Om & = 0 i en viss del av vitska eller en gas begkrives rirelsen dir

&
@

som roml lonafri

Operatorn < verkoer som en vektbor, men miste appliceras pd en skaldr

eller en vektor L0r att ha fysikalisk mening.

Y

nenter av vekitorer och vaekt

Hir £oljer en koncentrersd sammenflatining av

rer ocn vekborsamba

de oy

det Cartesisl

elbive x, y och z-axeln,

och bteckaon 8r nodvind:




-5 - i ot '4:{'« ez u»; .J{;« -(» ot b h\s
el = Jeo s kek = Ted= deoek==%ke1l = 0

R e " Ly Ty i
Lx J=5k 3 = 1 ]
e - i e A e g e
3 moe K X ] o= o~ 4 1z k= ~ ]

N

skaldra produkten av tvd vektorer a -

Den JE

Egﬂfr ( a 14 & ‘5 +oa %i)@ (b n? o+

Velktorprodukten av

b 2 (, i

ot

a X

Den kan

raden
e e sy
i k
ax b= a._ o, a
X 'y %
b b b
& Y %4

gtraktar vi forst

U

a vektor.

chvation 7T.2.3

00
ras

WA
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produkt) och

skalia

efterson © Hr vinkeln mcllen &

S

Flge Tebhe Foréindring av vektor ned motsvarande Lordndring 1 normalens

En fOréndring i &

relationen cog £ =

a Cos

och

av

och

T.2.8

Operatorn komponenter, Hr




76210

Vektor

inom parenter o, 81 virviingskomponenter, som Hr

s stora som rotationskomponenterna ooy , cery och Cey varfor
" A1

D

I avenltt 4.0 gavs en hiirledning av Bulers ckvation, for stationir strim

o

ning hos en frik

Liongs

r\

ot UL SR S e i e PN
‘riovdteka eller gas, lings

T

Hir tilidmpar vi Hewbtons andra lag pé

eller gaer

med

§ aV. Tre temracr kommer &t ingd 1 relationen, nimligen ut-

tryck for ythralto ganger acceleratio-

nen (40

”x;3/':@@;&,}\:1?;11’?%en) per masgenhet,

eltorn.

Yikralten fés ur fregiende avenitt $1i1ll - p dA, om viltskay

eller icke viskis, att enfaet normalkraf

dnger accelerationen blir & 4V

Termen fOr massan g

*1(\

fher gruppering erhiilles

Vi dividerar med elementels nassa ovh fdr 1 Jimes, d8 dV-» 0
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4
s
1

5,

<

P~ - 1in ;v ?%“fl p oAk = S
D Y e
@ av-»0 .\

H

jeae el

o~
P

poc o ke

Vi infdr operatorn &7 och erhiller 44 TP o= Lim T 1‘11
dVﬁ»O ) R
A

p dA

0";?;‘ vy o
& [e31

g 1
Bom e CF Do
& © \’ p

A=

Genom att bilda de skalira produkterna av varje term med i, sedan j

och diarefter fés f8ljande skaldrs komponentekvationer.

o e

fag

dér Xy Y och % Br masgkralitskomponenterna per massenhe

[

mnerna kan uwtvec

T oy e Y ey — - ~p b
net ar V’,\,u =3 VX <A.y yg Zig G

o

becelerationst

£

varfor vi kan bilde totala differentialen ((o side Gf = ©2 och apvendix).

Vi dividerar alla fermernsa 1 ekv. ovan med ¢4 och far

Men

varfor

P&

Ak

{IH SN

ps




FAVIS;

Tebeh

Om den yitre dve. om kraftens storilelk och
b bestines av can den hrledas ur en potential (

2y ovan anger, att elt kraf

en eddan funktion oo ( ¥ '/> att

derivering.

Minusteckned

¢n konvention att snta, atlt

pa 7. wminskay

Speciellt gd

den ends verkande masskralten, oit

D& fhs

S gr kongltant 1L en ideal vit

ag gor insidbining av

ekve Te%e%3 0ch TeH.7 1 elive Te%.2 cfier

- phe '\,7"” . 7 o ,/} < \3
X
B 7.%.9

ﬂ
|
a
N
-
)
&

Som redan

tre TUrsta

den “konvel acc

heten med

v
iy
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Fulers ekvationer i

att 1 ekve

<

. N o .
v = 0 och 9/ s = 0. Siledes

LGt av speclrells

pra RN o C ey " o IS P
fOr x- och y-axlarna ken eivo-

form,.

arn o mexra

wmewnten v blir Ve Efterson

Mg, 7.6 Rorelse 1 ettt

Aven om v_

g och bt int

- B ) T -
viohaeotlis



o

ioekve Te?.14 och erhillier

Fox

vatorna = Q)

Te%16

ooh

7316 kan integrerss PE B 8 4.9

SO

integrerasn.
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Hir #r n den radiala distansen midtt indt. Alltsd: n = -~ r och f6ljaki~

ligen dn = -~ dr. v_ = wrr. Vi kan d& skriva

6]

eller
-1 (p + 8 h) = - \fﬁuﬁ r dr + C
g .
som ger
1 Lu?rz
- (p + g h) = 2 4
d s 2
P
Om p = P ndr r = 0 och h= 0 f&s ¢ = 7§'. Vi kan skriva
- Cugrz
P=p, - 8&h+ §—3

Ekxv. ovan visar, att trycket &r hydrostatiskt liéngs en vertikallinje

och Gkar med kvadraten pé& radien.

7.4 Rotationsfri stromning. Hastighetspotentialen

Storleken av ett vidtske-~ eller gaselements rotation (Vridning) kring
z-axeln per tidsenhet kan uttryckas i termer av hastighetskomponenterna
Yy och vy och deras fordndringar i1 x- och y-riktningarna, som Fframgdr

av Tig. T.7.

Med rdrelsen motsols som positiv, finner vi att rotationen per tidsen~

het hos elementets dx~gida &Ar

v+ (ev /2%) dx - v DV
L d — Todod
ax dx te

£

¥Por dy-sidan f8s

P ( Y e e
) w

Teko?
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v positiv rikining

5 T
oV
X

Yo VBYC dy
o

o
7

be =
PER——

B
(
B

y éx

T

[ ———
BE SR

i
;
|
;

S

Fige TeT7e Delfinitionsdiagram for bverikning av vridningen for elt vitske~

eller gaselement.

B4t vEtske- eller gaselements nettorotation kring z-axeln per tidsenhet

o

blir medeltalet av sunman av rotationen £or dx- och dy-sidorna. Alltad

DY Ry
7 ¥

w, = 5 "z§§~‘~"g§;“)

P8 samma sitt

Todeo?

Resulterande rotationsvektorn #r, som vi visal i ekve T.2.6 gid. 87,

med storleken

finleras sdsom varande siden, altt rotativns-

komponenterna (c; =W = o= 0. Dirav foljer att ¢ x v = 0 och

v v
Ay X

Tedoh




<Uh

Den forsta ekvationen ovan anger villkoret £0r rotationsfrihet vid tvi-

dimensionell stromning.

Den anger ocksd villkoret, att det differentiella uttrycket

ar en tote

1 differential. Det fremgdr av £6ljande utredning. Vi sitter

P

e L 7446

A
<
o
4
e
:
<
ey
2
o

Senare delen av ekxve T.4.6 #r det matematiska uttrycket £0r en total
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Denna skriftserie, benimnd Stenciltryck, ut--
ges av Avdelningen for lantbrukets hydroteknik
vid Institutionen f6r markvetenskap, Lantbruks-
hogskolan. Serien utkommer i fri £61jd och inne-
hdller undersdkningsresultat och annat material,
som avdelningen funnit angeldget att redovisa,
men som av olika anledningar ej befunnits moj-
ligt att framligga i tryck, exempelvis i den frdn
institutionen utgivna tidskriften Grundférbattring.
Sddana anledningar kan vara att ett arbete dr for
omfdngsrikt att trycka, d&r av mera preliminidr
natur eller vidnder sig till en f6r liten grupp av
lisare.

Serien finns tillgdnglig vid avdelningen, och
enskilda nummer kan i mdn av tillgdng erhillas
diarifrdn.

Adress: Lantbrukshégskolan, Inst. f6r mark-
vetenskap, Avd. f6r lantbrukets hydroteknik,
750 07 Uppsala 7.

Address: Agricultural College of Sweden,
Dept. of Soil Science, Div. of Agr. Hydrotech-
nics, S-750 07 Uppsala 7, Sweden.





