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Bertil Matérn
Metoder att uppskatta noggrannheten

vid linje- och provytetaxering

Inledning

fér bedémande av linje- och provytetaxeringars noggrannhet (NASLUND

1939). Med anledning av de erfarenheter om medelfelsmetodikens utveck-
lingsmdjligheter, som vunnits vid den praktiska tillimpningen av dessa me-
toder, fick forfattaren ar 1945 i uppdrag av professor MANFRED NASLUND att
féretaga en allmin utredning av problemet att uppskatta linje- och provyte-
taxeringei;s noggrannhet.

I ett tidigare hifte av dessa meddelanden framlades vissa nya metoder

En linje- eller provytetaxering av ett omrade ar ett exempel pd en stick-
provsundersékning. Vid varje sddan unders6kning stilles man infér upp-
giften att avgora, hur pass noga det som stickprov uttagna delomradet i olika
avseenden representerar hela omrédet.

Lat oss taga ett konkret exempel. Som ett led i den nu pagdende andra
riksskogstaxeringen av Sverige undersoktes ar 1942 Gavleborgs ldn. Som stick-
prov uttogos 10 meter breda bilten, vilka ldgo pa ett inbérdes avstand av
62/;km. For detta delomrade av ldnet noterades, att 77.7 9, av landarealen var
skogsmark. Vad sdger oss denna siffra om motsvarande procenttal fér hela lanet?

For att kunna besvara en frdga av detta slag har man i allmidnhet inom sta-
tistiken skt bestimma ett medelfel. Enligt en sumimariskt utférd under-
s6kning skulle medelfelet till det nyss anférda procenttalet vara o.42. Vet
man detta, kan man vaga det pastdendet, att procenttalet for hela linet av-
viker frdn #4.7 med ett belopp, som 4r hogst tre ganger sd stort som 0.4z,
dvs. att mellan 76.4 och 79.0 %, av Gévleborgs lins landareal utgéres av skogs-
mark. Man anger alltsd ett intervall (76.4 %—79.0 %), inom vilket linets
skogsmarksprocent pastas ligga. Ett sidant intervall kallas inom den moderna
statistiken for ett konfidensintervall. Pistdendet att det virde man séker
ligger i ett angivet konfidensintervall, har en viss felrisk. Om man, som i

I. Meddel. fran Statens Skogsforskmingsinstitut. Band 36:1.
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det anférda exemplet, viljer till konfidensintervall ett omrade, som utbreder
sig en stricka av tre ganger medelfelet & 6mse sidor om stickprovsvirdet, 4r
felrisken ca. 0.3 9%. Valde man ett endast hilften s& langt konfidensintervall,
finge man rdkna med en felrisk pa 13 %,. De anférda felriskerna avse det fall,
d& man forfogar 6ver en relativt siker medelfelsuppskattning. Goér man ej det,
far man rikna med storre felrisker fér motsvarande pastdenden. Fragan om
medelfelsuppskattningens sikerhet kommer att diskuteras i kap. I. Se vidare
LANGSAETER (1926, 1927) och NASLUND (1930).

Ytterligare ett pdpekande om medelfelets innebord skall emellertid redan
nu goras. For att aterga till exemplet kunna vi konstatera, att procenttalet,
77.7, ar 1 hog grad beroende av de bedémningsprinciper, som tillimpas i fraga
om vilken mark som skall rdknas till skogsmark och vilken som skall hinféras
till andra 4goslag. Med andra principer 4n de som tillimpades vid 1942 ars
taxering, skulle man kunna fa ett helt annat virde pa skogsmarksprocenten.
Medelfelet lamnar.givetvis icke nagra upplysningar om de avvikelser, som
kunna uppstd av denna anledning. Det konfidensintervall, som man med
medelfelets hjdlp kan angiva, avser endast att giva upplysning om det virde,
man skulle finna vid en totaltaxering, under férutsittning att
samma principer tillampas, som de, vilka anvédnts i stickprovs-
undersékningen, dvs. samma uppsittning av subjektiva bedémningsnor-
mer, samma métningsférfaranden etc. Om de »fel», som skulle foreligga dven
nir taxeringen ar hundraprocentig, limnar medelfelet silunda ingen upplys-
ning. Dessa fel kan man limpligen beteckna som systematiska fel. Héarvid
bér man emellertid undantaga de tillfalliga matningsfelen.

Att med tanke pa de systematiska felen alltid uppskatta medelfelet med en
mycket vid sikerhetsmarginal synes ur vissa synpunkter mindre limpligt.
Vill man namligen ha héllpunkter f6r att kunna bedéma, hur pass omfattande
en framtida taxering skall géras, kan man ej taga till utgdngspunkt ett ut-
tryck, som i okédnd grad influeras av de systematiska felen, vilka 4ro oberoende
av taxeringens omfattning.

Om problemet att bedéma en skogstaxerings noggrannhet foreligger en ganska
omféingsrik litteratur. P4 denna punkt kan hinvisas till 6versikter hos NASLUND
(1930, 1939). Féljande i dessa Gversikter ej upptagna arbeten fértjina emel-
lertid att ndmnas: HASEL (1938, 1942), LANGSAETER (1934), OSBORNE (1942).
— De i litteraturen foreslagna metoderna kunna indelas i tvd grupper.

Vissa férfattare ha 1atit verkstilla hundraprocentiga eller i varje fall mycket
omfattande taxeringar. Genom att dela upp dessa i ett antal stickprov ha de
erhallit direkta observationer 6ver stickprovsundersékningarnas fel. De, som
samlat ett tillrickligt stort och méngsidigt material, ha kunnat sammanfatta
resultaten i erfarenhetstal Gver medelfel vid stickprovsundersdkningar av
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lika slag. (Se t. ex. OsTLIND 1932.) Denna metod har sin givna begrinsning
diri att man ej utan vidare kan generalisera resultat, som gilla vissa omraden
och vissa slag av méitningar, till andra.

Liknande undersckningar ha foretagits dven av férfattare, som ¢nskat er-
farenhetsmissigt bedéma det andra slaget av metoder f6r medelfelsuppskatt-
ning. Dessa metoder innebéra, att man direkt ur de vid en stickprovsunder-
s6kning insamlade observationerna séker uppskatta samma stickprovs medel-
fel. Principen 4r hirvid alltid den, att man skaffar sig ett uttryck fér varia-
tionen mellan virden anknutna till olika delomrdden av hela det taxerade
omradet (t. ex. olika linjer eller linjeavsnitt). Bland de férfattare, som sokt sig
fram lings dessa vigar, rader det emellertid ingen enighet om hur ett sidant
uttryck skall bildas. Det har visat sig, att man med olika principer kan fa
visentligt olika medelfelsuppskattningar.

I denna uppsats skall endast det andra slaget av metoder behandlas. Ett
forsok skall goras att genom rent teoretiska 6verviganden skapa normer for
ett avgérande mellan de olika foreslagna eller eljest tinkbara medelfels-
formlerna.

Uppsatsens tre forsta kapitel dgnas at en diskussion av detta problem.
Den lisare, som vill undvika de matematiska formuleringarna och endast fa
besked om de praktiska resultaten, bor ga direkt till kap. IV, som visar, hur
en regelbunden linjetaxerings medelfel bestimmes. Kap. V behandlar ur
samma synpunkt provytetaxeringen. I kap. VI diskuteras provtridsobserva-
tioner. Kap. VII, som 4r i viss man fristdende, avser att giva vissa synpunkter
pa hur man skall kombinera resultat fran enligt olika principer féretagna taxe-
ringar av ett och samma omride (t. ex. en linje- och en provytetaxering).
Bl a. kommer dir att diskuteras en metod att 6ka en taxerings noggrannhet
genom utnyttjande av karta.

Nir man studerar problemet att uppskatta en skogstaxerings precision, bor
man givetvis séka vigledning dven i den litteratur, som behandlar stickprovs-
undersékningar inom andra omraden dn skogsbruket. Vidare bér man beakta
den nira analogin med problemet att bestimma »felety vid ett filtférsok
och utnyttja den mycket rikhaltiga litteraturen i detta amne. (Se t. ex. 6ver-
sikterna hos BACHER 1933 och TIREN 1934 samt den ndgot utférligare fram-
stillning, som publicerats av Jordbruksfirsoksanstalten 1940.) De metoder,
som tillimpats for uppskattning av medelfelet vid en skogstaxering, synas
emellertid fran bérjan ha utarbetats oberoende av den samtidigt utformade
teorin for filtfors6k. En anknytning till denna teori finner man foérst hos HASEL
(r938) och NASLUND (1939). HASEL behandlar frimst den slumpmissiga
taxeringen, medan NAsLUND diskuterar den systematiskt utlagda taxeringen.
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Ett studium av den nu angivna litteraturen ger vid handen, att de metoder,
som anvants for bedémandet av »felet» vid en stickprovsundersékning eller
ett faltforsok, ha varit starkt beroende av de principer, enligt vilka stickpro-
vet tagits eller faltforscket lagts ut.

T allmidnhet rekommenderas i den statistiska litteraturen ett sSlumpmaéssigt
urval av de element, som skola inga i ett stickprov, och likasa ett slumpmés-
sigt utliggande av ett filtforsck. Den frimsta motiveringen 4ar just den, att
det hédrvid 4r ganska latt att direkt ur observationerna skapa ett uttryck f6r
felet. Medan det slumpmaéssiga urvalet kan goéras pd en mangfald olika sitt,
kan man ndmligen alltid anvidnda en och samma statistiska teknik — varians-
analysen — for feluppskattningen. Med variansanalysens hjilp kan man
darfor ocksa traffa avgéranden mellan olika tinkbara slumpmissiga anord-
ningar av sina undersékningar. Ett belysande exempel pa hur man hirvid
gar tillviga lamnas i den tidigare omndmnda uppsatsen av HASEL (1938).

Ju mindre spelrum, man limnar at slumpen, dess mer ndrmar man sig det
bundna urvalet, det systematiskt anordnade faltférscket eller det
systematiska stickprovet. Ett systematiskt stickprov féreligger t. ex.
vid en skogstaxering, nir linjer och provytor liggas ut med jamna avstind.
Man kan séiga, att slumpens roll dd inskrdnkes darhédn, att man tar ett stick-
prov bestiende av ett enda slumpméssigt valt element, namligen hela syste-
met av linjer resp. ytor (LANGSAETER 1932, s. 4560). — De stickprov, som
komma att behandlas i denna uppsats, dro alla av det systematiska slaget.

Fordelen med det systematiska arrangemanget dr, att man i allminhet
kan rdkna med att f4 mer precisa resultat 4n vid en slumpméssig anordning.
A andra sidan har det, som nyss papekades, visat sig svart att ur observatio-
nerna skaffa ett numeriskt uttryck f6r den 6kade precisionen. Flera férfattare
vilja av denna anledning helt utdéma den systematiska anordningen. S& gor
exempelvis den kidnde engelske statistikern R. A. FISHER. (Se FISHER 1042,
s. 62—063, 74—~8.) Bland dem som intagit en mindre skeptisk hallning béra
framfér allt W. S. GOsseT (mera kdnd under pseudonymen »STUDENT») och
J. NEvyMAN ndmnas. (Se t. ex. GOSSET 1936, s. 136, och NEYMAN 1935, S. II3.)

Varje noggrannhetsuppskattning 4dr grundad pd en mer eller mindre med-
vetet utformad sannolikhetsteoretisk (»stochastisk») modell, dvs. en
beskrivning i matematiska termer av den roll, slumpen spelar vid undersok-
ningen. For att man skall fa en riktig uppskattning av precisionen, méste
.modellen, atminstone i stora drag, éverensstimma med verkligheten.

I teorin f6r stickprov och f4ltférsék kan en sidan modell avse att beskriva
«dels den roll, slumpen spelar vid utplaceringen av de olika forstksleden eller
stickprovsenheterna, dels slumpens betydelse for vixlingar i jordman, klimat
och liknande yttre betingelser. (Jfr HASEL 1942. For en allmén diskussion av
.inneb6rden av en stochastisk modell hdnvisas till CRAMER 1045, s. I45—1I47.)
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Som sammanfattande benimning pa dessa senare faktorers inverkan skall hir
anvandas termen den topografiska variationen. Denna term bor fattas
i en mycket vidstrickt betydelse. Den dr avsedd att innefatta 4ven den
variation, som beror pa sddana dtgdrder som avverkning, skogsodling osv.

Det fértjdnar att framhallas, att de nyss omnimnda normerna fér den sta-
tistiska bedémningen av slumpmissigt ordnade filtférsok, vilka utformats
frimst av R. A. FISHER, bygga pa sannolikhetsantaganden, som innefatta
en stochastisk modell 4ven av den topografiska variationen. Det sitt, x'rarpé
denna modell beskriver de faktiska férhallandena, dr emellertid foga tillfreds-
stallande. Har skall blott hdnvisas till en uppméirksammad undersokning av
TeEDIN (1931) samt till den teoretiska diskussionen hos NEYMAN (1935) och
McCARTHY (1939). Sannolikhetsantagandena om sjilva utliggandet av f6r-
soket maste emellertid anses giva en adekvat beskrivning av férloppet.

Om man avstar fran att géra nadgra sannolikhetsantaganden om den topo-
grafiska variationen och endast héller sig till den stochastiska modellen av
férscksiedens utplacering, ar man ej utan vidare berittigad att tillimpa det
gangse forfaringssittet for en statistisk analys. Emellertid ha forutsitt-
ningarna om den topografiska variationen visat sig vara av en relativt under-
ordnad betydelse vid slumpmaéssiga arrangemang, varfér modifikationerna i
den statistiska behandlingen bliva ganska obetydliga. (Se de av EDEN &
YATES 1933, WELCH 1937 och PITMAN 1937 beskrivna s. k. blindforsoken.)
Den praktiska konklusionen blir nirmast den, att d4 man ej kan lita pa den
stochastiska modellen av den topografiska variationen, det blir oundging-
ligen nédvandigt, att férscksanordningarna 4ro sddana, att de exakt svara
mot sin stochastiska modell. Detta har sidrskilt framhallits av R. A. FISHER,
som praglat termen »randomisation» f6r ett sddant stringt genomfért slump-
missigt arrangemang.

Vad som nu sagts om filtférséket, kan ord f6r ord tillimpas dven pa de
slumpmissiga stickproven. Aven hir framstir en »randomisation» som en
sakerhetsventil, som garanterar att de gingse metoderna — variansanalysen

. — for felbedémning f4 anvindas.

Nir man skall uppskatta felet vid ett systematiskt valt stickprov eller ett
systematiskt utlagt faltférsok, star ej lingre denna sikerhetsventil till buds.
Man har endast att lita till sina antaganden om den topografiska variationen.
De brister, som kunna vidldda dessa antaganden, komma i detta fall att fa
allvarliga konsekvenser. I medvetande hirom har forfattaren till denna upp-
sats sett som sin frimsta uppgift att s6ka finna en mera noggrann matematisk
modell f6r den topografiska variationen dn den, som ligger bakom varians-
analysens tillimpning pd slumpmaissigt ordnade faltférsok och stickprov.

I litteraturen om systematiska stickprov ha vissa modeller av detta mera de-
taljerade slag framlagts. Den av LANGSAETER (1932) angivna synes vara den



) BERTIL MATERN 3601

forsta. Senare ha bl. a. OSBORNE (1942), MADOW (1944) och COCHRAN (1946)
beskrivit liknande modeller. Dessa fyra forfattare kunna alla sigas behandla
specialfall av de stationdra stochastiska processerna. I stillet fér de
stochastiska processernas tidsparameter trider emellertid hos dem en en-dimen-
sionell rumsvariabel. Medan LANGSAETERS, MADOWS och COoCHRANS modeller
niarmast knyta an till de diskreta stochastiska processerna kan OSBORNES
modell betraktas som en kontinuerlig stochastisk process.

For virt syfte ar emellertid en sidan modell ej helt tillfyllest. For att fa
tillrickligt noggranna antaganden synas vi bliva tvungna att bygga ut de
stochastiska proceésserna genom att ersitta tidsparametern med en tvadi-
mensionell rumsvariabel. Vidare béra vi taga den kontinuerliga och ej
den diskreta processen till utgdngspunkt. En pad sd vis konstruerad modell
ligger till grund fér denna undersékning och beskrives nirmare i kap. II.

I denna riktning generaliserade stochastiska processer ha behandlats av
KOLMOGOROFF (1933, s. 24 o. f6lj.), WIENER (1938) och LEVY (1945). Dessa
arbeten 4ro av ganska abstrakt natur, varfoér féreliggande framstillning har
fa anknytningspunkter till dem.

Av storre intresse i detta sammanhang torde vara de av GHOSH (1943 a,
1943 b) och BOJARSKI (1941) publicerade artiklarna. Dessa tre uppsatser ha
emellertid ej varit tillgdngliga i Sverige. De dro omndmnda i Mathematical
Reviews, Vol. 3, s. 173, och Vol. 5, s. 40.

Kar. I. KVADRATISKA FORMER LAMPADE FOR
UPPSKATTNING AV MEDELFELET VID EN
LINJETAXERING.

Samtliga de former av skogstaxering, som skola behandlas i denna uppsats,
aro knutna till den regelbundna linjetaxeringen. Det synes dérfér vara
lampligt att i den principiella diskussionen taga sikte pa just denna taxerings-
form.

I detta forsta kapitel skall en allmdn och inledande éversikt limnas av for
linjetaxering foéreslagna medelfelsformler. Framstillningen 4r ndrmast att
betrakta som ett underlag for kap. II. Den avser ndmligen bl. a. att demon-
strera, att — sdsom redan framhallits i inledningen — de gingse teorierna
fér slumpmissigt anordnade faltforsok eller stickprovsundersékningar &ro
otillrickliga som grundval f6r en diskussion av noggrannheten vid ett syste-
matiskt stickprov, sddant som den regelbundna linjetaxeringen. Harigenom
kommer den ganska komplicerade stochastiska modellen i kap. II att f& sin
motivering.
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En enkel indelning av metoderna for medelfelsberdkning fir man genom
att skilja pa formler, vilka endast utnyttja observationer fran hela taxe-
ringslinjer, och sddana, som bygga pd observationer frén delar av linjer,
fran linjestycken. DA de forra 4ro ur viss synpunkt teoretiskt mera latthan-
terliga, skola vi f6rst taga upp dem till behandling.

For att undvika for sammanhanget ovisentliga komplikationer skola vi
vidare frutsitta, att det omrade, som skall undersckas, dr rektanguldrt och
att taxeringslinjerna 16pa parallellt med en av rektangelsidorna, sa som i fig. 1.

Antaganden och beteckningar.

Hela undersékningsomradet, rektangeln ABCD i fig. 1, beteckna vi
med Q. Omradet indelas i #» kongruenta delomraden, Q;, Q,, . . ., Q,. Pé figuren
ir n = 6; Q, 4r rektangeln ABB,4, osv. I mitten av dessa delomriden l6pa
parallellt med sidan 4B de »# taxeringslinjerna, ¢, ¢, - . ., g». Med g be-
teckna vi ytan ¢; + ¢, + . . . 4 ¢;, dvs. hela den taxerade arealen.

A B
’_ ——————————— -/
Q1——>.L — Qs
Ao
C42-—>: i Q2
F———————— = — = —
1 |
L e
| |
| ]
== == —
1 |
L]

T |
qﬂ—)[ 1 QI"
____________ |
D C
: taxeningshnje

survey lne

Tig. 1. Linjetaxering av ett rektanguldart omrade.
Strip survey of a rectangular area.

For var och en av linjerna ¢y, ¢,, . . ., ¢, noteras vid taxeringen virdet av
nagon viss mitbar storhet. Dessa observationer beteckna vi med f(g), .. .,
7(ga). Vi skola i det f6ljande alltid forutsitta, att virdena 4ro omraknade,
sd att de hinféra sig till en bestdmd ytenhet. Det skall hirvid alltid
vara frdga om den totala ytan, silunda ej landarealen, skogsmarksarealen
e. d. Vidare skall samma beteckningssidtt 4ven anvidndas fér mer allménna
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slag av omraden 4n linjer och rektanglar. Virdet f(g;) kan exempelvis vara
landarealen per hektar av g; eller kubikmassan per hektar osv. Till féljd av
dessa férutsittningar och antagandet, att alla ¢; dro kongruenta, kan det
observerade virde, som hidnfér sig till hela den taxerade ytan ¢, skrivas

som medeltalet
0= fa.

De motsvarande — ehuru okdnda — vérdena fér rektanglarna Q; skriva
vi som f(Q;), medan vimed f(Q) beteckna virdet for hela undersékningsomréa-
det. Vi finna da omedelbart:

Q=1> .

Vi tinka oss nu, att taxeringen ir avsedd att limna upplysning om f (Q).
For f(Q) erhélla vi emellertid blott nirmevirdet f (¢). »Felet» beteckna vi
med x:

x =19 —1)-

Vi definiera pd motsvarande sitt de till de enskilda delrektanglarna anknutna
felen:

% = 1g) —(Q)-

Vara tidigare relationer giva oss di sambandet:

I
X = - Xi.
n

Ett resonemang om hur stort felet, x, kan vara, mdiste sdsom framhglls i
inledningen, bygga pi sannolikhetsantaganden. Nir vi formulera dessa
antaganden, skola vi anvinda féljande termer och beteckningar. En stochas-
tisk variabel ir en storhet, till vilken 4r knuten en sannolikhetsférdelning.
Vi kunna sélunda angiva sannolikheter for att variabeln antar virden i vissa
intervall osv. Vi behéva emellertid i allménhet ej géra férutsittningar om den
fullstindiga sannolikhetsférdelningen fér de stochastiska variabler, som vi
betrakta. Vi kunna f6r det mesta ndja oss med antaganden om variablernas
matematiska férvintan och dispersion. For en godtycklig stochastisk
variabel, y, beteckna vi matematisk férvintan med E (y) och dispersion
med D (y).

Vi férutsdtta nu, att x;, %, . . ., %, dro stochastiska variabler. Vi antaga, att
var och en av dem har matematisk férvantan noll och dispersionen ¢ samt
att de dro okorrelerade (jfr LINDEBERG 1923, S. II):

E(x%) =0,ccceueiiiiiiiiiiiiiiiiii .. (1)
D2x) =E®x2) =06%..ccuieiiiiiniinn.. (2)
E(@xx)=0,0omzs==q......0000iiiinn. e (3)
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Det férsta antagandet 4r en f61jd av att vi bortse fran eventuellt f6rekommande
systematiska fel (jfr s. 2). I fradga om formel (2) kan péapekas, att om vi
ersitta o med ett av ¢ beroende ¢;, kunna vi nd nigot mer allmingiltiga re-
sultat. I'6r de i detta kapitel férda resonemangen skulle emellertid en sddan
forindring blott betyda en onddig komplikation av formlerna. Det tredje
villkoret, slutligen, dr av fundamental betydelse fér alla féreslagna medel-
felsformler. Vi skola ej nu diskutera det utan blott konstatera, att det vid en
ytlig betraktelse maste forefalla plausibelt. Med hjilp av de metoder, vilka.
framstillas i de foljande kapitlen, kunna vi fa en bekriftelse pd att det ej
kan leda till nigra farliga konsekvenser.

Pa grund av dessa forutsdttningar blir det slutliga felet, x, en stochastisk
variabel med f6ljande karakteristika:

Ex) =0, cviueiiiiiinnnean.. (4)
2l — O
D) =— .. (B)

Vi ha alltsd som uttryck f6r medelfelet till x kvoten ¢/\/n. Problemet att
uppskatta detta medelfel blir siledes ekvivalent med problemet att bestimma
0?. I de nirmast f6ljande avsnitten skola vi dédrfor diskutera olika mdjligheter
att skapa nirmevirden foér o

Exempel pa formler for medelfelsuppskattning, grundade
pa observationer fran hela linjer.
Enligt den begrinsning av formelvalet, som vi infért, stdlla vi oss nu upp-
giften att med utnyttjande av virdena f (g,), .. ., f (¢s) uppskatta o2

D4 det kan vara limpligt att anknyta diskussionen till en bestimd formel,
betrakta vi forst uttrycket

§=niI§:U@%J@W e (6)

Att detta uttryck, den empiriska variansen bland virdena f(g;), iallmdnhet
maste leda till en 6verskattning av ¢%, kunna vi litt 6vertyga oss om. Forden-
skull skriva vi férst om formeln, med anvindande av sambandet f(g;) =
= f(0;) + x;, pa foljande sitt:

= I ek > T +

- nf—IZ.[xi_‘x] F@Q)—f @1, -«.ovovv.... (6a)
samt bilda darefter E (s?).
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Till {6ljd av vara antaganden har den sista summan i formel (6 a) matema-
tisk férvintan 0. Den forsta summan har till matematisk férvintan 02, medan
den andra ir att betrakta som en konstant:

E(s?) =o® + — Z[/‘(Qi)—f(g)]z........‘... ()

n—1I

I E(s?) tillkommer siledes ut6ver o% en positiv storhet, nimligen variansen
bland de okdnda virdena for delomradena ;. Det 4r nidrvaron i (7) av denna
komponent, vilken vi kunna kalla den systematiska komponenten,
som 4r anledningen till den nyssnimnda tendensen till overskattning. Den
torde i allmédnhet vara s stor, att s2 framstar som ett oanvindbart nirmevirde
for o2. ,

Termen »systematisk» far fattas som »systematisk i forhallande till den verk-
stillda taxeringen». En allmédn uppdelning av vad som i inledningen kallades

den topografiska variationen i en systematisk och en tillfallig del synes ej svara
mot de faktiska forhallandena. Narmare hdrom i kap. II.

De forfattare, som behandlat hithérande spérsmal, ha foreslagit ett flertal
modifikationer av formel (6). Som exempel pa féreslagna formler, vilka dven
tillimpats i praktiken, kunna féljande tva anféras:

SN S N
=g DU )~ o
322=gm—1_—2)Z[f(qz~+z)—2f(9i+1)—i—f(qi)]? O

I dessa formler, vilka 4ro grundade pa differenser av forsta resp. andra
ordningen mellan virden frin nirliggande linjer, 4r den systematiska kompo-
nenten mindre 4n i (6). — Ett annat i praktiken tillimpat f6rfaringssitt byg-
ger pd en grafisk utjamning: storheten f(g) i formel (6) ersittes med vir-
den 7@), erhillna frdn en pa fri hand dragen utjimningskurva. Man avser
att hirigenom nd samma effekt som den, man skulle fatt, om man kunnat
ersitta formelns 7 (g) med virdena f(Q;). I detta fall skulle relationen E (s?) = ¢2
ju ha gillt exakt. En for teoretisk behandling mera tillginglig metod 4r en
analytisk utjdmning, dvs. en utjimning, varvidm) bestimmes ur nagot
analytiskt uttryck, t. ex. ett polynom av visst gradtal. En metod av detta slag
har anvints av NEYMAN fér uppskattning av felet vid ett systematiskt
utlagt faltférsok (NEYMAN 1929 och 1938 a, s. 51—53).

Innan vi diskutera de nu berérda formlerna, skall en redogdrelse limnas
fér en allmidn metod att granska de statistiska egenskaperna hos uttryck av

ifrdgavarande slag.
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Kvadratiska formers matematiska forvidntan och dispersion.

De i litteraturen foreslagna formlerna #ro i regel specialfall av det all-
manna uttrycket:

T=zn: nZCM]‘(qi)f(qi), C¢j=éj¢.......... (IO)

I=1Ij=1I
T &r en s. k. kvadratisk form i f(q), ..., 7(qs).

Bland metoder, som ej innefattas i (10), d4r det endast den pa grafisk utjimning
baserade, som synes ha spelat nagon praktisk roll. Till {6ljd av det ofrankomliga
subjektiva momentet undandrar den sig emellertid teoretisk behandling.

Betriffande kvadratiska former samt den i det foljande tillimpade matriskal-
kylen hinvisas till BoHR & MOLLERUP (1938) samt AITKEN (1944).

De kvadratiska former, man moéter i litteraturen, och de, som 6verhuvud
synas mojliga att anvinda, dro alla av en sirskild typ. De dro namligen
positiva kvadratiska former och ha dessutom den egenskapen, att koef-
ficientsumman férsvinner, dvs. att

M=
ANE

Cii=0 civiienennneeene.... (11)

i=1 j=I

Hirav foljer, att formerna 4ro »semidefinit positivan.
Det kan understundom vara bekvdmt att skriva upp koefficienterna i
form av en matris. Vi beteckna allmint den till (10) hérande matrisen med C:

[ ‘11 C12 Cin ]

C— JI Co1 Cas Can !
=y o= ‘

i |

l [ Cpa Cun J

1 I I
n Cn(m—1) Cn(n—1)
1 1 I
C n(n—1) n T u(n—1)
I 1 1
Caln—1) nmm—1) n
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s . . . I
I denna matris dro silunda elementen i »huvuddiagonaleny == -, medan
7

alla 6vriga element dro = S S
% (n—1)
Det kan fortjana att framhallas, att pa grund av villkoret (11) dven varje
rad- och kolumnsumma i € méste vara = o. Detta finner man genom att i
T =X 2Xc;;y;y; sitta alla y:na utom y; lika med en konstant och direfter

s6ka villkoret for att T skall vara positiv. Vi ha alltsa likheterna:

20 =0, L =0 .tuiianiania. ... (12)
7 v

Man ser omedelbart, att koefficienterna i matrisen till (6) satisfiera (11)
och (12).

En forsta jamférelse mellan olika former 7" kunna vi gora, om vi kdnna
deras matematiska férvintan. Av antagandena (1)—(3) finna vi:

E(T)=0*X oo+ 2 T [Q) 1Q)envvnnnnnn. (13)

Liksomi (7) fa vi alltsd dven hér en systematisk komponent. De nyss antydda
modifikationerna av (6) avse att skaffa bort eller 4&tminstone reducera denna
komponent. Man har hirvid valt C pi ett sddant sitt, att endast variationen
mellan f(Q;)-varden for néra intill varandra liggande delomraden Q; kommer
att ingd i X' Xc; £(Q:) £(Q;).*F For att den férsta komponent en 02 X'¢c;; hirvid ej
skall undergd nigon minskning, racker det, att man ser till att ‘

Den hir upptridande summan av elementen i huvuddiagonalen brukar kallas
sparet av C och betecknas Sp C. Man ser litt, att (6), (8) och (9) satisfiera
relationen (14).

I litteraturen i d4mnet finner man en utférlig diskussion av frdgan om det
verkligen gdr att reducera den systematiska komponenten i tillrdckligt hog
grad. D4 véra hittills gjorda forutsittningar ej giva ndgon vigledning f6r be-
svarandet av denna fraga, skola vi tills vidare limna den. I ett féljande kapi-
tel skall den emellertid ater tagas upp.

Aven om vi anse, att den systematiska komponenten till T &r tillrickligt
liten f6r att kunna negligeras, béra vi granska T':s ldmplighet som ndrmevirde
f6r 02 ocksd ur andra synpunkter. Vi uppstilla darfér nu den hypotesen, att
vi forfoga 6ver en viss klass av former T, i vilka den systematiska komponenten
kan férsummas, s att

T=ZZc“x1x, (IS)
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Vi forutsitta vidare, att fér alla T i denna klass relationen (14) ar uppfylld,
sd att E(T) = o

For att kunna beteckna T som en god uppskattning av ¢?, bora vi 6vertyga
oss om att dess dispersion ar liten jamférd med o2, dvs. att dess »relativa
medelfely 4r litet. ‘

Vid hirledandet av ett uttryck f6r dispersionen kunna vi — utan att nigot
av principiellt intresse gir férlorat — gora det ytterligare antagandet, att de
stochastiska variablerna x; félja Gauss’ fellag, 4ro normalférdelade.
Under denna forutsittning erhélla vi T:s dispersion, D (7)), ur formeln:

D2(T) =20 T Xc%j=20*SpC2............ (16)
PR
Det relativa medelfelet blir sdlunda:
D) _ -vv.z
E—(T—)_\/z““c” e (1)

For att belysa, hur vi nu kunna jamféra olika former T, anvanda vi det er-
héllna resultatet pa (6), (8) och (9) — varvid vi bortse fran att dessa kvadratiska
former méhinda ej tillhdra den klass av former, fér vilka (15) giller. En ut-
rikning ger vid handen, att de relativa medelfelen &ro:

P f6r formel (6),.............. (18a)
\/ (371 "_—I;*g RN R (18b)
\/3%21;28)% » Q) e (18¢)

Vi kunna utnyttja formlerna (18) exempelvis f6r att besvara fragan: hur
stort bér #» viljas, for att det relativa medelfelet skall vara hogst 30 9,?
Svaret blir, att nir vi anvinda formel (6), bor # vara > 23, medan formlerna
(8) och (9) kriva n-virden > 33 resp. 44. For motsvarande pa tredje diffe-
renser byggda uttryck finna vi, att vi béra kriva # > 53 osv.

Av de anférda siffrorna framgér, att olika kvadratiska former kunna stalla
sig ganska olika i friga om den sikerhet, varmed o2 uppskattas. Det 4r av
betydelse, att man beaktar detta, dd man oftast har ett ganska begrinsat
antal observationer — # i formlerna (18) — till sitt f6rfogande, ndr man, sa-
som vi f6érutsatt, anvinder endast vdarden fran hela taxeringslinjer.

Vilken formel giver da den sikraste uppskattningen av ¢2? Denna fraga kan
latt besvaras sa till vida, att man kan pasta, att av alla kvadratiska former,
for vilka (11) och (14) gélla, har formen (6) det ldgsta enligt (16) bestimda
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medelfelet. For att bevisa detta har man blott att féretaga en minimering av
(x6) under villkoren (11) och (14). D4 man emellertid nistan alltid méste
rikna med ett starkt inflytande fran den systematiska komponenten i (6),
framstar dess under en motsatt hypotes hirledda relativt stora precision
som en ganska illusorisk férdel.

Om man granskar de formler, som kunna tdnkas innehdalla en mindre kraf-
tig systematisk komponent 4n (6) — formler byggda pa analytisk utjimning,
utjaimning med glidande medeltal, differensbildning, sammanslagning till
linjegrupper osv. — skall man ocksa finna, att de enligt (16) eller (17) bestimda
medelfelen hava hégre virden 4dn medelfelet fér (6). Ett nirmare studium
bekriftar, att — som man av de utriknade virdena for differensformlerna
kan férmoda — ju kraftigare utjamningen gores, dess mera tenderar uppskatt-
ningens noggrannhet att minska. Av publicerade undersékningar (Riksskogs-
taxeringsnimmden 1932, s. 149 kol. 7—9, s. 150 kol. 8—10, s. 152 kol. 5—7,
LANGSAETER 1032, S. 474 o. f6lj., NASLUND 1930, s. 333 o. f6lj.) finner man,
att man maste foretaga en ganska stark utjimning, om man skall hava ut-
sikter att-eliminera den systematiska komponenten. De pa observationer
fran hela linjer byggda formlerna framsta darfér som ganska osdkra. Om man
dessutom betidnker, att den varierande linjelingd, som man maste rikna med
vid en verklig taxering, tenderar att ytterligare hoja osdkerheten, blir intryc-
ket av denna oldgenhet dnnu mer markant. — Som en illustration till den
osikerhet, som kan vidlada en kraftigt utjdimnande formel, kan nimnas, att
en vid den forsta svenska riksskogstaxeringen tillimpad formel, grundad pa
sammanslagning av linjer i férening med differensbildning, har ett enligt (17)
bestdmt relativt medelfel av 61 %, (Riksskogstaxeringsnimmnden 1932, s. 142,
formel 3 med # = 8. Det allminna uttrycket f6r det relativa medelfelet 4r
for denna formel \/3/n.)

En anmirkning om sammanslagning av linjer till linje-
grupper.

I detta sammanhang skall ett pipekande géras rérande de metoder, vilka
grunda sig pd en sammanslagning av linjer till linjegrupper. For enkelhets
skull antaga vi, att unders6kningsomradet Q ar indelat i # kongruenta del-
omraden pa ett sidant sitt, att genom varje delomrade 16pa # taxeringslinjer.
Vi ha alltsd ett antal av inalles ##n taxeringslinjer. De » taxeringslinjerna i
det 7:e delomrédet beteckna vi:

Qin Qiz, RS %’w

‘Fig. 2 illustrerar linjernas lige. (P4 figuren ir n = 4.) Det har nu féreslagits,
(férsta gingen vid forsdkstaxeringen av Virmlands lin, Kommissionen for
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forsokstaxering efc. 1914, s. 74 o. f6lj.) att man vid medelfelsberdkningar
skall sla samman linjerna till grupper, sa att till varje grupp féres en linje
frdn vart och ett av de m omridena enligt nedanstdende uppstillning, dir
vi betecknat dessa linjegrupper med ¢,’, ¢, . . ., .¢"

¢ =qu +qu+ -+ G,
9y = G2+ qaa + - - - F Gua,

Qn/ = Gin + Qon + - o o+ Gmn

Nir metoden tillimpats i praktiken, har man med utnyttjande av endast
.vérdena f(g,), . . ., f{gs") uppskattat dispersionen enligt sidana formler som
(6) eller (g).

taxer’ingslin]e
survey lne

Fig. 2.

Anvinder man t. ex. formel (6), fir man ett relativt medelfel uppgiende

/

till

2
n—1I

En lika god reduktion av den systematiska komponenten skulle man emel-
lertid erhélla, om man f6r varje delomridde bestimde variansen mellan de
# linjerna i omridet och direfter tog medeltalet av de f6r de m olika omra-
dena utriknade varianserna, dvs. bildade

St= m(n—I__Ijz Z [f (911)_7‘(27: )] (19)

i=1 J=1
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. S4 snart

Enligt (17) har S? ett relativt medelfel uppgédende till \/7—”—(”2 3

m dr > 1 skulle sdlunda sikerheten bliva avsevirt stérre dn i forra fallet.

Sammanslagningen till linjegrupper kan motiveras med att den férlinar
en enkel och littforklarad innebérd &t medelfelsuppskattningarna, varjimte
dessa icke kriva ett lika omfattande riknearbete som nir formler av typen
(x9) tillimpas. I gengild maste medelfelsuppskattningen betecknas som syn-
nerligen osiker, sirskilt nar den bygger pa virden fran endast 8—rxo linje-
grupper. Detta har papekats av NASLUND (1939, s. 305).

Ytterligare egenskaper hos kvadratiska former.

Vi ha hittills sysslat med tva karakteristika f6r de kvadratiska formerna
T, ndmligen E (T) och D (T). For tillimpningar i senare kapitel skola vi emel-
lertid betrakta vissa andra egenskaper hos formerna 7. Da dessa egenskaper
framtrida under de sannolikhetsantaganden, vi kunna géra, nar vi syssla
med virden fran hela linjer, skola vi behandla dem, innan vi g& éver till
formler byggda pa linjestycken. )

Vi betrakta di dter den klass av former 7', vilka kunna skrivas som (15),
och vi antaga fortfarande, att de stochastiska variablerna x; tillfredsstdlla
villkoren (1)—(3) samt 4ro normalférdelade. :

Vi kunna d4 fullstindigt beskriva sannolikhetsférdelningen f6r 7" (COCHRAN
1934, s. 179). Hartill fordras en bestimning av de s. k. egenvardena hos
matrisen C, matrisens »spektrum». Aro dessa alla lika — i den mén de €j
férsvinna — har T en férdelning av y2-typ, varfér man kan bed6éma
erhéllna T-virden med hjilp av tabeller éver denna férdelning. Ett kriterium
fér att egenvirdena idro lika dr, att € satisfierar matrisekvationen

dir % 4r en konstant (CRAIG 1943).

Om y2-fordelningen, se t. ex. CRAMER (1945, s. 233 0. {6]j.). Av de tidigare om-
ndmnda formlerna uppfylla endast (6) och (19) villkoret (20). Om man féretager
en 1dtt modifikation av de pa differenser byggda formlerna av typen (8) och (9),
kunna egenvdrdena bestimmas med hjilp av teorin for »scirkulanta matriser»
(se t. ex. AITKEN 1944, S. 123). P4 detta vis fir man en ungefarlig bild dven av {o1-
delningarna for (8) och (9) i deras ursprungliga skick.

Samma kriterium spelar en roll dven vid regressionsanalysen. Vi
komma lingre fram att behandla problem, som férutsitta en minimering av
uttryck av typen

T=YZcijlti—a—0by)(z—a—0by;) .o..ooon.. (21)
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Vi antaga nu, att variablerna x; = z; —a— fy; ha de tidigare ndmnda

egenskaperna. Det minimerade virdet blir:
. (Z X cijxiyy)®
T imin = Z > CijXi X} '——m .......... (22)

" Vi ha férutsatt, att (x1) och alltsd dven (12) gilla.

Da T iar positiv, ar dven Tmin en positiv kvadratisk form i x;, . . ., ,; dess
matematiska forvintan erhélles ur formeln:
- Z X dijyiyi

Z X cijyiyi
Hir ha vi med d;; betecknat elementen i matrisen C2. For att av Tyin skapa
en uppskattning av o2, bora vi sdlunda dividera med

Z Zdijyiy;

E (Tmin) =02 ci—0t S .. (23)

Z‘c”—z Soiynyy (24)
Vi torde ofta kunna ersitta (24) med
Zcii—zd”:zjcii—;—z—cif ............ (24 a)
Tcii 2cii

Detta uttryck har erhallits pa s vis, att vii den i (24) upptridande avdrags-
termen ersatt tiljare och namnare med sina matematiska férvintningar. Vi
ha hirvid mast férutsitta, att y,, v,, . . ., ¥» 4r en svit av oberoende stochas-
tiska variabler. Denna f6rutsittning dr emellertid onddig, om d;; = % - ¢;,
dvs. nar (20) 4r uppfylld. I detta fall 4r ndmligen (23) helt oberoende av vir-
dena v, ¥, . . ., ¥a. Det visar sig vidare, att ej blott E (Tyn) utan dven hela
sannolikhetsfordelningen for Twmin d& 4r oberoende av storheterna y;. Av rakne-
reglerna for matriser féljer namligen, att om C satisfierar (20), méste dven den
till (22) hérande matrisen ‘satisfiera (20) med samma varde pa konstanten k.
Fordelningen {6r T, blir sdlunda av y2-typ med en frihetsgrad mindre 4n for-
delningen for X'Xc¢;;x;x;. De y%férdelade formerna stilla sig darfér synner-
ligen bekvama vid regressionsanalys.
Slutligen skola vi betrakta den simultana férdelningen till tva kvadratiska
former:
Tl =>> Cij %i Xj, T2 =X Z,‘gijxix,- .......... (25)
Vi bibehalla véra antaganden om de stochastiska variablerna x; och finna:
E([T, ~E(T)][T,—E(T,)]} =26' T Zcijgij = 2045p C G (26)

Villkoret {61 att Ty och T, skola vara okorrelerade, dr silunda, att SpC G
férsvinner. Samma villkor 4r dven tillrdckligt for att T; och T, skola vara obe-
roende. Detta kan visas pd samma sitt, som CRAIG hirlett motsvarande vill-
kor for tva godtyckliga — ej nédvindigtvis positiva — kvadratiska former
(CRAIG 1943, se dven HOTELLING I944).

2. Meddel. frin Slatens Skogsforskningsinstitui, Band 36:71.
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Medelfelsformler grundade pa observationer fran linje-
stycken.

Vid diskussionen av de formler, vilka 4ro grundade pa observationer fran -
delar av taxeringslinjer, linjestycken, skola vi anvinda samma beteckningar
som i det féregdende. Vi férutsitta hirvid, att undersékningsomradet fort-
farande ar rektanguldrt. Indelningen i kongruenta delomriden, Qy, Q,, . . ., Ou,
sker emellertid nu pa sa sitt, som fig. 3 visar. Med ¢y, ¢, - . ., ¢, beteckna vi
de linjestycken, vilka I6pa genom vart och ett av dessa omraden.

taxem’ngslinie
SLLI"V?)/ ZI’J?.&

TFig. 3. Uppdelning av taxeringslinjer i linjestycken.
Division of survey strips into sections. '

Det till ett visst delomrdde, linjestycke osv. anknutna okédnda eller obser-
verade vardet beteckna vi som férut som en funktion, f, av omradet i fraga.
Det fel, vars dispersion vi 6nska bestimma, skrives fortfarande som x =
= flg) — £(Q), osv.

Av de tidigare gjorda sannolikhetsantagandena kommer nu ett att framstd
sdsom ohéllbart, namligen det i formel (3) uttryckta. Ty man kan ej rimligt-
vis rdkna med att samtliga »fely x; 4ro okorrelerade, utan x;-virden fran nar-
liggande delar av samma taxeringslinje méaste tinkas vara mer eller mindre
starkt positivt korrelerade. Vi ersitta darfér (3) med en mera allmidn
relation:

E (xtx,) =02 e (27)
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Storheten 7;; 4r korrelationskoefficienten till #; och x;. Vi kunna
férutsitta, att det alltid galler:

PifZ 0 te i (28)

Den f6r den tidigare diskussionen visentliga formel (5) 6vergar nu till:

2 2
D2 (x) =%+f§22m ................ (29)

i g+

Vi betrakta vidare liksom férut positiva kvadratiska former definierade
genom formel (10), dir emellertid ¢;, . . ., ¢, ha sin nya betydelse av linjestyc-
ken. Vi forutsitta fortfarande, att koefficienterna c;; satisfiera (11) och (14).

For E (T) f& vi nu i stéllet f6r (13) det nya uttrycket:
E(T)=0* Zci+ Z Zoaij £(Q:) 1(Q) + o? ZE ¢ij 7ij .- (30)

i g i j%i
Om vi antaga, att koefficienterna i € kunna viljas s, att den systematiska
komponenten — den mellersta summan i hégra ledet — fir férsummas, finna
vi under beaktande av (14):

E(T) = 0% + 02 D T P (30a)

« A E )
Av (11) och (r4) foljer, att X' X¢;; = —1. Av detta i férening med (28)
A EX)

kunna vi draga den slutsatsen, att atminstone i vissa fall dubbelsumman i
ovanstdende formel bér bliva negativ. Att detta intriffar, om vi anvinda
nagon av formlerna (6), (8) eller (9), kunna vi l4tt 6vertyga oss om. Om nu den
systematiska komponenten verkligen kan férsummas, skulle vi fi former T
med egenskapen E(T)/n < ¢%/n. Samtidigt ar enligt (29) D?(x) >o?/n. Man
skulle sdlunda 16pa faran att underskatta medelfelet, om man kritiklgst till-
lampade sina formler pa samma sidtt som i f6rra fallet. Da korrelationskoef-
ficienterna fér nirliggande linjestycken maéste bliva stérre, ju finare indelning
man foretar, framtrider denna fara sirskilt starkt vid en uppdelning av lin-
jerna i mycket korta stycken. Detta forhdllande synes forsta gingen ha
observerats av LANGSAETER (1926, s. 18 o. f6l].). Ett analogt problem rérande
feluppskattning vid faltférs6k anordnade enligt »half-drill-strip»-metoden har
diskuterats av BARBACKI & FISHER (1936), »STUDENT» (1937) och PEARSON
(1938). :

Nu torde man emellertid sillan vara berdttigad att férsumma den syste-
matiska komponenten i (30). Man kan dirfér resa det sporsmédlet, om ej den
tendens till 6verskattning, som den systematiska komponenten medfér, kan
spelas ut mot den nu konstaterade tendensen till underskattning pé ett sa-
dant sitt, att man fir ett i genomsnitt riktigt virde. Vara hittills gjorda
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antaganden ricka ej till f6r en undersékning av denna fraga, varfér vi maste
uppskjuta dess vidare diskussion, tills vi férfoga éver de mer fullstdndiga an-
taganden, som redovisas i nédsta kapitel.

Vi limna alltsd tills vidare problemet, om det 4r mdjligt att vilja C och en
indelning i linjestycken pi ett sidant sitt, att E(T) = o2

Om vi i stdllet g& over till frdgan om noggrannheten i medelfelsuppskatt-
ningen, méste vi konstatera, att de allmdnna formlerna bliva mera kompli-
cerade dven pd denna punkt. Under férutsittning att den simultana sanno-
likhetsférdelningen till &q, %, . . ., %, ar normal, erhdlla vi som ersidttning foér
(16) formeln:

D2T) =20 2 ZCij Cu Vi Vi1 «ovveanen . (31)
i g k1

Denna formel kan litt hirledas med utgangspunkt fran relationen (ISSER-
LIS I918)
E (x;xjxp21) = o (vi5750 4 vin vj0 + 7i0 7pn)-

Inom parentes kan hir pépekas; att (30 a) och (31) kunna skrivas pa matris-
form. Om vi ndmligen inféra bokstaven R som beteckning fér den av korrela-
tionskoefficienterna 7;; bildade matrisen, erhélla vi:

E(T) =¢SpRC ........................ (30Db)
D2(T) =20* Sp(RC)? . .................. (31 a)

Vidare fértjanar det framhallas, att om — som i nédsta kapitel — sannolik-
hetsantagandena fa avse vdrdena f(g;) och ej »felen» x;, formlerna fa en mera
allmidn innebdrd. .

Vi torde emellertid ofta kunna fa en uppskattning av D2(T) utan att be-
héva taga till den ganska krangliga formel (31). Detta framgar av féljande
exempel.

Betrakta uttrycket

s 1 . 2
42 = 2 [/ (q12) — 1 (q20) 1

Ay ir sdlunda bestimt av f-virdena for tva angridnsande stycken av en och
samma linje (se fig. 7). Vilj sedan ut ytterligare (» — 1) par av intill varann
liggande linjestycken och bilda de motsvarande uttrycken 4,, 4, ..., 4,
samt den kvadratiska formen

=1 E Az,
7

Om de n paren av sinsemellan angrdnsande linjestycken viljas pa nagot
avstidnd frdn varandra, kunna storheterna 4; betraktas som en svit av okorre-
lerade variabler. Under vdra férutsidttningar om normalférdelning blir da
I
n

D:(1) =~ D*(42) = = [E(42),
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varfor det relativa medelfelet D (T)/E (T) blir \2/n, dvs. detsamma som enligt
(17). Ar blott » nog stort, blir sikerheten silunda acceptabel. I ett praktiskt
fall torde det ocksa nistan alltid vara moéjligt att vilja ett tillrickligt hogt #.
Som kommer att framgd av ndsta kapitel, dro former av det slag som det
nu betraktade uttrycket T ur vissa synpunkter de limpligaste f6r en medel-
felsuppskattning. Det sagda ma didrfér vara nog som motivering fér pasta-
endet, att medelfelsformler byggda pd varden fran linjestycken
“kunna vidljas sa, att de bliva behdftade med en tillrickligt
liten osikerhet. I detta avseende #ro de klart overldigsna de formler,
vilka utnyttja endast varden fran hela linjer.

Slutligen skola de mot formlerna (23) och (26) svarande mera allminna form-
lerna redovisas. Formel (23) kan bibehallas, om X ¢;; ersittes med 2'X¢;; 7;;
och d;; tolkas som elementet i matrisen

CRC............................. (32)

Formeln (26) 6vergar till:

Den anmérkning, som tidigare gjordes betraffande formler grundade pa en
sammanslagning av linjer till grupper, kan nédstan ordagrant géras dven be-
traffande de formler, vilka bygga pa en liknande sammanslagning av linje-
stycken. Man far noggrannare medelfelsuppskattningar genom formler upp-
byggda pd varianser mellan nirliggande linjestycken.

Sammanfattningsvis kan man konstatera, att de i detta kapitel gjorda
sannolikhetsantagandena icke dro tillrickliga fér att man skall kunna yttra
sig om den systematiska komponenten i medelfelsformlerna, och ej heller
giva ndgon végledning for ett bedémande av korrelationen mellan de till
nirliggande linjestycken knutna »felens. Sa linge man ej dger kunskap om
dessa férhallanden, komma medelfelsformlerna att hinga i luften.
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Kar. II. EN MATEMATISK MODELL AV DEN
TOPOGRAFISKA VARIATIONEN.

Den topografiska variationens beroende av avstandet.

Hos forfattare, vilka ur statistisk synpunkt diskutera ett faltférsck eller
en stickprovsundersékning, méter man ofta det konstaterandet, att ju nir-
mare tva punkter ligga, desto mer lika 4ro de i allmdnhet i frdga om jordmadn,
klimat osv. Med anvdndande av den i inledningen inférda termen, kunna
vi formulera denna iakttagelse pa foljande sitt: den topografiska varia-
tionen minskar med sjunkande avstand. .

Direkta numeriska observationer éver den topografiska variationens be-
roende av avstadndet dro dock sillsynta. I en uppsats av BJERKE (1923)
visas emellertid med ett par diagram, hur den genomsnittliga differensen
mellan avkastningar av olika rutor pa ett f6rsoksfilt foreter en klart stigande
tendens, da rutornas avstdnd 6kar. (Se 4ven WIEBE 1935, s. 34I.) Av statis-
tiskt material frdn skogstaxeringar (NASLUND 1930, s. 332, LANGSAETER
1932, s. 476, tab. 1) kan man vidare se, att nirliggande linjer 4ro varandra
mera lika i frdga om kubikmassa, skogsmarksprocent etc. 4n linjer, vilka ligga
lingre bort fran varandra.

Over indirekta observationer av variationens samband med avstindet
forfogar man i alla sidana fall, dd en feluppskattning utforts dels pa grundval
av enheter utspridda Over ett stérre omrade, dels pd grundval av enheter,
vilka ligga samlade inom ett litet omrade. I allminhet har den férra felupp-
skattningen givit hogre varden 4n den senare. Denna iakttagelse har bekrif-
tats, nir man jamfdért olika fér medelfelsuppskattning vid skogstaxering
féreslagna formler. Ytterligare illustrationer skola limnas i kap. III.

Bortsett frdn detta enkla och nistan sjdlvklara pastdende synes man knap-
past kunna géra nagot generellt uttalande om den topografiska variationen.
Om man héller sig till sidana métningar, som verkstillas vid en skogstaxering,
kan man emellertid konstatera, att variationen i allméinhet har ett pafallande
oregelbundet férlopp, varigenom de Gver milslinga avstand verksamma f6r-
dndringarna av landskapstypen maskeras av kraftiga, mera lokalt betonade
vixlingar. Detta kan man se av publicerade kartor och diagram (NASLUND
1930, s. 315, 1939, S. 314, LANGSAETER 1926, s. 16). Det framgar 4ven av de i
nista kapitel dtergivna »korrelogrammenn.

Vi ga nu tillbaka till den av fig. 1 illustrerade linjetaxeringen. Vi inféra
beteckningen b for linjeavstdndet. Vi ha férutsatt (se formel 5), att taxeringens
noggrannhet ar given, blott man kdnner dispersionen ¢, som méter storleks-
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ordningen av differensen mellan de till en linje g; och motsvarande rektangel
Q; anknutna virdena. Denna differens ar beroende av den topografiska
variationen fran punkter pa taxeringslinjen och ut till punkter, vilka ligga
pé ett hogsta avstand av b/z fran linjen. Om vi sedan se pa t. ex. formel
(6), kunna vi konstatera, att den av denna formel definierade storheten s2
influeras av den topografiska variationen mellan punkter, vilkas inbordes av-
stand dr = b. I ljuset av den nyssndmnda iakttagelsen maste det dd synas
naturligt, att s? ger ett i genomsnitt fér hogt nirmevirde fér o2 Aven be-
triffande de Gvriga positiva kvadratiska former, vilka bygga pa hela linjer,
kan samma anmirkning goras. Den icke 6nskade komponent, som vi i férra
kapitlet kallade systematisk, framstir nu som ett uttryck fér den topo-
grafiska variationen 6ver langa avstand.

Om vi dérefter ga till de metoder, vilka grunda sig pa uppdelning av taxe-
ringslinjerna i linjestycken, kunna vi géra den observationen, att en allt
finare delning av linjerna ger formler, vilka allt mer influeras av den topo-
grafiska variationen Over korta avstand. Vi kunna dirfér, sisom vi gjorde 1
andra ordalag i kap. I, fraga oss, om det ej bland dessa formler finnes sadana,
som innefatta just den variation, som 4r bestimmande fér virdet pa o2

I en négot annan formulering dyka hir silunda samma fragor upp som i
forra kapitlet. I det féljande skall en redogoérelse ldmnas for en utbyggnad av
de tidigare sannolikhetsantagandena avsedd att mojliggéra ett bedémande-
av dessa fragor. Till utgdngspunkt fér de nya antagandena skall tagas, vad
som nu sagts om den topografiska variationen. Dessférinnan skall emellertid
en antydan goéras om vissa i litteraturen féreslagna medelfelsformler, vilka
std i ett ndra samband med det nu sagda. Dessa formler, vilka ej omndmndes i
kap. I, grunda sig pa ett extrapolationsforfarande.

Pa extrapolation grundade medelfelsformler.

Lat sasom 1 fig. 1 ¢; betyda en hel taxeringslinje. Betrakta summorna

N—1I

b= z [Hgos) — @)y oo (343)
ba = Z g — G e (34b)

Dessa storheter kunna sigas vara uttryck fo6r variationen mellan linjer pa
ett inbordes avstdnd av b, resp. 2b lingdenheter. Om vi nu uppfatta J,, d.s
etc, som stochastiska variabler med matematisk foérvintan E (6y), E (d5)
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osv., kan det ligga nira till hands, att vi postulera existensen av ett allmint
uttryck E (,). Vi kunna sedan uttrycka o2 som en viss funktion av de viarden
E (6,) antar i intervallet (o, b/2). En siddan funktion har angivits av LANG-
SAETER (1927, 1932). Ett liknande betraktelsesitt, ehuru ej i detalj genomfort,
anlidgges av OSBORNE (1942). Medan LANGSAETER begagnar just uttryck av
typen E (d;), anvinder OSBORNE korrelationskoefficienter. Vi skola lingre
fram angiva uttryck fér sddana korrelationskoefficienter (se s. 37—39).

For att uppskatta de i denna funktion ingdende virdena av E (d,) foretaga
LANGSAETER och OSBORNE en extrapolation med utgangspunkt frin de ob-
serverade vdrdena . . . 0y, 05, 0, En pa ett i vissa avseenden avvikande reso-
nemang grundad extrapolation féreslds av NASLUND (1930). Det f6r dessa tre
metoder gemensamma extrapolationsférfarandet synes emellertid erbjuda ritt
stora svarigheter, varfér formlernas praktiska anvidndbarhet framstar som
begriansad. Detta framhalles av NASLUND (1930, s. 333, 1939, s. 303). I de av
OsBORNE meddelade exemplen — arealférdelning enligt karta — tycks det
dock finnas ganska goda hallpunkter f6r den féretagna extrapolationen.

Sannolikhetsantaganden om den topografiska variationen
fran punkt till punkt.

Till viagledning vid formulerandet av vara antaganden skola vi forst be-
trakta ett exempel. Vi tinka oss, att vi énska upplysning om skogsmarkens
utbredning inom ett omrade Q. Viantaga att Q ligger i ett euklidiskt plan, vars
punkter 4dro bestimda genom ratvinkliga koordinater, # och v. En fullstindig
beskrivning av skogsmarkens utbredning inom @ fa vi genom att f6r varje
punkt (%, v) i Q bestimma en funktion f(#, v), som 4ar definierad pa féljande

satt: :

[ 1, om (u, v) ligger i skogsmark,

fw, v) =y
| o, i annat fall.

Kinna vi f(#, v), kunna vi ju erhalla skogsmarkens areal inom varje delom-

rade av () genom integration av f(u, v) 6ver resp. delomrade. P4 liknande s&tt

kunna vi beskriva varje annan métbar egenskap hos Q.

Vill man skapa en fullstindig matematisk modell, bér man darfér betrakta
den odndliga méngden av funktionsvirden f(#, v) som en mdngd av stochastiska
variabler och angiva sannolikheter f6r att dessa variabler antaga vissa system
av virden, eller — for att aterga till den konkreta tolkningen av f(u, v) —
sannolikheter f6r att skogsmarksférekomsten inom (@ skall se ut pa det ena
eller andra sittet.

Den ryske matematikern KOLMOGOROFF har angivit en metod att konstruera
antagandenav dettaslag (KOLMOGOROFF 1933, sirskilt s. 24—30). KOLMOGOROFF
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betraktar punkter P iett abstrakt rum och till dessa punkter anknutna stochas-
tiska variabler f(P). Om vi tillimpa hans metod pa vart tvadimensionella
euklidiska rum, ha vi att vilja sidana antaganden, att pa vilket sitt vi dn
taga ut dndligt manga punkter, (uy, vy), ..., (#4, v,), den till motsvarande
stochastiska variabler, f(u;, v,), ..., f(#n, v,), horande sannolikhetsférdel-
ningen ir definierad.

For vart dndamal ar det fullt tillrdckligt, att vi géra antaganden endast
om de enklaste egenskaperna hos de betraktade stochastiska variablerna,
nimligen medelvdrden, dispersioner och korrelationskoefficienter. Med vad
som nyss sagts om den topografiska variationen till utgangspunkt vilja vi fol-
jande formulering: _

Punkterna i ett euklidiskt plan 4ro bestimda genom sina rit-
vinkliga koordinater (#, ). Till dessa punkter d4ro knutna reella
stochastiska variabler f(#, v) med egenskaperna:

E{[f (ug, v1) —m] [f (g, vg) —m]} =0 0 (ug—tty, ,—105) ... (37)

Den i den sista formeln upptrddande funktionen, vilken tydligen maste
vara reell, benimna vi korrelationsfunktionen. Vi finna omedelbart
féljande egenskaper: '

0(0,0)=1; o(u,v) =90 (—u,—v)....... P (38)

Vi skola endast anvidnda bendmningen korrelationsfunktion, om g (%, v)
ar sddan att KoLMOoGOROFFs villkor aruppfyllt. Vikalla denklassav funktioner,
vilka i denna mening dro moéjliga som korrelationsfunktioner, fér K. Innan
vi ytterligare specificera vara antaganden, skola vi ndgot ndrmare underséka
denna klass. :

Ett forsta uttryck fér egenskaperna hos de i K ingdende funktionerna fa
vi genom satsen:

Ett nédvindigt och tillrickligt villkor fér att den reella
funktionen g (#, v) skall tillh6éra K, dr att (38) ar uppfylld
samt att, hur vi 4n taga ut 4dndligt manga punkter (u, v),.. .,
(%, Vn),

7m n

T Ttitio (ws—wj, vi—vj)
i=1f=1I
ar en icke-negativ kvadratisk form 1 ¢, ... ¢%............. (39)

Betriffande villkorets nédvandighet, se CRAMER (1945, s. 295—296). Till-
rickligheten féljer av att, om (39) 4r uppfylld, vi kunna angiva en n-dimen-
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sionell normalférdelning med motsvarande karakteristika, se CRAMER
(1945), s. 310—312. Villkoret (39) giller i ett abstrakt rum, om vi ersitta
o(ui—u;, v;—v;) med en f6r varje par av punkter, P;, P;, definierad funktion
o(P;, P. f)'

I ett praktiskt fall kan det ofta vara svart att avgéra, om en funktion (%, v)
uppfyller (39). Vi skola déarfér séka andra villkor. Hirvid kunna vi utnyttja
analogin mellan var nu definierade modell av den topografiska variationen
och de modeller av tidsserier, vilka g& under namnet stochastiska processer.
Med den utformning, som vi givit vira antaganden, fa vi en sirskilt nira ver-
ensstimmelse med den korrelationsteori f6r stationdra stochastiska
processer, som skapats av KHINTCHINE. KHINTCHINE (1934) anger vissa
villkor f6r korrelationsfunktioner till stationdra stochastiska processer. Dessa
villkor ha generaliserats av CRAMER (1940). Det visar sig nu, att de av KHINT-
CHINE och CRAMER funna resultaten med vissa sjalvklara modifikationer kunna
overforas till var stochastiska modell av variationen i ett plan, och f. 6. till
motsvarande modell i ett #-dimensionellt euklidiskt rum.

Till att bérja med kunna vi konstatera, att den klass K; av reella
funktioner ¢ (#, v), vilka 4dro karakteristiska funktioner till
en tvadimensionell sannolikhetsférdelning, ingdr i K. Om ¢
tillhor K, ar

@ (u, v) = }o ;’o cos [ux +vyldey F (%,9), ..., (40)

—00 —00

dir F (x, y) 4ar fordelningsfunktionen till en tvadimensionell stochastisk
variabel. Man ser omedelbart, att villkoren (38) 4ro uppfyllda. Vidare finner
man, att dubbelsumman i (39) blir

;T [Xti cos (uix + viy)]* + [Tt sin (w;x + 039)12} duy F (3, 9)

K2

och sdlunda &r en icke-negativ kvadratisk form. Harmed &4r ovanstiende sats
bevisad. Motsvarande sats f6r en stochastisk process aterfinnes hos KHINT-
CHINE (1934), s. 608 och CRAMER (1940), s. 22I. Om begreppet karakteristisk
funktion, se t. ex. CRAMER (1945), s. 296. Man ser latt, att K, innehaller varje
funktion, som kan vara den reella delen till en karakteristisk funktion.

Nu kan man i allménhet e]j utan vidare se, om en funktion g(u, v) ir en ka-
rakteristisk funktion. Vi skola dirfér ga ytterligare ett steg och angiva en for
klassen K, karakteristisk egenskap, som 4r sidan, att det i ett praktiskt fall
stiller sig relativt ldtt att se, om den finns eller ej hos en funktion ¢ (%, v).
Denna egenskap ar uttryckt i féljande sats (specialfall av en allmin sats, se
CRAMER 1939, S. 201):
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For att en reell funktion @(u, v) skall vara en karakteristisk
funktion, 4r det nédvindigt och tillrickligt att:

1) ¢ (0,0) =1,
2) @ (u, v) 4r Sverallt kontinuerlig,

A A
80y A) = [ [ ol o) cos @r+oy) el Tllay gy

44
444
“wl))

o

4
@ty — Uy, V;—0,) - COS [% (16g — 1) + 1y (v;—0,)] - duy dupdvy dvy

ir icke-negativ for alla reella x, ¥ och fér varje 4>o0...... (41)

Som exempel betrakta vi ¢ (1, v) = ="V’ +** med & >o0. Vise, att @ ir reell
- och att 1) och 2) ovan gilla. Vi kunna dven l4tt 6vertyga oss om att g(x, v; 4)
ar icke-negativ, varfér ¢ tillhér K; och ddrmed a fortiori K. En ndrmare un-

ders6kning ger vid handen, att ¢ 4r den karakteristiska funktionen till en
3

férdelriing med frekvensfunktionen —zh— (h* + x? + yz)_—2
7
De sist anférda satserna giva emellertid ingen upplysning om klassen
K—K,, dvs. om de funktioner, som ingad i K men ej K;. Att det finns sddana
funktioner visar nedanstdende exempel:

{9(0,0) =1,

o(u, v) =k i ovriga punkter (0 = k& < 1).

Att (39) ar uppfylld och dirmed p ingdr i K, finner man omedelbart. Att ¢
ej ingér i Ky, foljer av att villkoret 2) i (41) ej dr uppfyllt.

Nu kan man emellertid visa; att om g (%, v) ingar i K och villkoret 2) i (41)
ar uppfyllt, maste dven villkoret 3) vara uppfyllt. Det ser man dirav, att ut-
‘trycket g (x, v; A) i detta fall kan uppfattas som matematisk férvintan for den
stochastiska variabeln

I

s \ 4 4 ' 2
[—AL/"ff(u,v) cos (ux—i—vy)dudv] + [E_%fff(%v) sin (ux—]-vy)d%dv] ’

o

varav féljer, att g(x, y; 4) = o. (Se CRAMER 1040, s. 222). For att det ovan
antydda beviset skall vara stringt giltigt, maste man férst giva en mening
at integraler sidana som de tva i ovanstdende formel. Hur detta skall ske, nir
o ar kontinuerlig, kommer strax att visas med ett par exempel.

Vidare kan man visa, att det f6r att en korrelationsfunktion skall vara
overallt kontinuerlig, ar tillrickligt, att den 4r kontinuerlig i punkten # = o,
v = 0. Da beviset 4r fullt analogt med beviset f6r motsvarande sats fér sto-'
chastiska processer skall hir blott hinvisas till CRAMER (1940, s. 217—218).
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Sdlunda 4r klassen K; av reella karakteristiska funktioner
identisk med klassen av i punkten (o, o) kontinuerliga korrela-
tionsfunktioner; K— K, innehaller alltsi endast i (o, o) diskontinuerliga
korrelationsfunktioner.

Da det knappast kan synas rimligt, att nagon egenskap hos ett geografiskt

omrade skulle for sin beskrivning kriva en i nollpunkten diskontinuerlig
korrelationsfunktion, framstar K; som sarskilt viktig. Vi skola ocksa férutsitta,
att samtliga i fortsidttningen betraktade korrelationsfunktioner
tillhéra K,.

(t)
8
el
I 11
°I5 A b i

Fig. 4. Korrelationsfunktioner.
Correlation functions.

Vi skola gora ytterligare en inskrankande férutsittning, ndmligen den, att
varje betraktad korrelationsfunktion 4r en funktion av enbart
avstdndet. Om vi inféra

t= 4 V(s — ug)? + (v,— v5)%
ersitta vi séledes (37) med:
E{[f (1, v0) —m] - [f (1, v3) — ]} =02 0(t) ............ (42)

Med ledning av vad vi funnit om den topografiska variationen, skola vi
slutligen antaga, att varje o (f) 4r en avtagande funktion av ?. Fig. 4
visar tvenne exempel pd sidana korrelationsfunktioner, vilka i fortsittningen
skola kallas typ I och typ II. En noggrahnare formulering skulle vara
styp I — resp. typ II — i f6rhallande till avstdndet b». Nar vi i fortsittningen
tala om typ I och typ II, skall b betyda linjeavstandet. En viss precisering
av denna definition ges & s. 48,
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Till omraden knutna stochastiska Variapler.

Fran de en kilda punkterna ga vinu &ver till omraden i wv-planet. Termen
omrade fatta vi hdrvid i en ganska vidstrackt bemdirkelse. Ett omrade kan
fa vara en samling av dndligt mdnga punkter eller bestd av en eller flera linjer
eller slutligen vara en eller flera ytor i planet. I friga om dessa linjer resp.
dessa ytors begrinsningar gora vi de antaganden, som man brukar géra i teorin
f6r integration enligt RIEMANN. DA de linjer och begridnsningar, som vi komma
att ha att géra med i fortsittningen, dro rita linjer eller cirklar, beh6va vi
emellertid ej ndrmare g4 in pa dessa mera allmédnna.férutsittningar.

Nir ett omrdde, ¢, bestar av de # punkterna (u;, v;), . . ., (#y, v,), definiera
vi den till omradet knutna stochastiska variabeln f (¢) genom likheten:

Vi lita dédrnist ¢ utgdras av rektangeln a = = 4, b < v = B. Vi inféra
m -+ n delningspunkter, a, ..., dmw, by, ..., b,, vilka satisfiera relationerna:

a=m<ay,<<...<a, =A4,
b=b <by<...<b, =B.

Vi betrakta sedan:

m—1 n—I1
Sm, n =1EI fz.; (ai+1 - ‘li) (bi+1 - bj) . f (ﬂi, b;‘)-

Sm,» 4r en summa av dndligt manga stochastiska variabler och saledes
sjalv, liksom f(g) i (43), en stochastisk variabel. Om vi nu pa samma sitt som
vid definitionen av en RIEMANN-integral ldta 7 och # ga mot oo och samtidigt
lata max. (@i, —a;) och max. (bjy; —b;) gd mot o, skola vi finna, att S, ,
konvergerar i genomsnitt mot en bestimd stochastisk variabel. Denna
variabel beteckna vi med

4 B
S S, v)dudo.
o« b

En foljd av stochastiska variabler {X,} konvergerar i genomsnitt mot
en stochastisk variabel Y om E {|X, — Y|} > o, nir n-» oo. Termen konver-
gens i genomsnitt dr ett forsock till 6versdttning av »convergence en moyenne
(quadratique)» (LEVY 1937, s. 52, FRECHET 1937, s. 205, se d4ven CRAMER 1940,
s. 218). Beviset for att S,, , konvergerar i genomsnitt, kan ske pd samma sdtt som
CRAMER (1940, s. 219—220) bevisar motsvarande sats for en enkel integral. Vill-
koret att korrelationsfunktionen tillhor K7, dvs. d4r kontinuerlig, dr vidsentligt for
beviset.



30 BERTIL MATERN 3611

Vi definiera nu den till rektangeln knutna stochastiska variabeln f(g) genom

likheten:
B

f(q)=%afAbff(%v) du do,

ddr w ar ytinnehallet av ¢, dvs. w = (4 —a) - (B—1b).
Denna definition kan — med den tidigare nimnda inskriankningen — ut-
strickas till godtyckliga ytor ¢. Den allminna definitionen lyder déirfor:

dar som nyss w dr ytinnehallet av g.

Slutligen skola vi betrakta det fall, da ¢ 4r en linje i wv-planet. Vi lata lin-
jen gd fran punkten (a, b) till punkten (4, B). Under det att vi félja linjen
fran (a, b) till (4, B), placera vi ut # + 1 delningspunkter (a;, b;), den forsta
i(a,b), den sista i (4, B), samt bilda kvoten

> 7 (@ b) -V (a1 — a2+ (bis — B
Kn =1 .

V(@i — @)+ (bivs— bi)?

K, dr en stochastisk variabel. Om vi nu lata # g& mot oo och samtidigt se
till att max. \/ (@i+:—a:)% + (biy:—0b;)? gdr mot o, finna vi, att sviten
{K,} konvergerar i genomsnitt mot en stochastisk variabel. Denna variabel
ir par définition f(g).

Till varje omrade ¢ hér salunda nu en stochastisk variabel f(g). Vi skola nu
uttrycka de enklaste egenskaperna hos dessa stochastiska variabler med
hjdlp av de i (35), (36) och (42) inférda storheterna.

Till £6ljd av den normering som vi féretagit — samma som i kap. I, dar varje
f(g) var ett vdrde per ytenhet — giller for matematisk férviantan den enkla
regeln:

Effigl =m........... P (45)

Nir ¢ bestar av enstaka punkter, 4r (45) en konsekvens av riknereglerna
for matematisk-férvantan-symbolen. I 6vriga fall, dd f(g) definieras genom
en i genomsnitt konvergent svit av stochastiska variabler, kunna vi tillimpa
foljande av CRAMER bevisade sats (CRAMER 1940, Lemma 2, s. 218):

Lat {X,} och {Y,} vara tva sviter av stochastiska variabler
sadana att D2?(X,), D2 (Y,) < B < o. Antag, att dessa sviter
konvergera i genomsnitt mot de stochastiska variablerna X
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resp. Y. D& giller, att om E(X,) —m,, E(Y,) - m,, ir E(X) =
=my, E(Y) = m,, samt att omE (X,Y,) > u, 4r E(XY) = u. (46)

Relationen (45) foljer nu av att varje variabel i den svit, som definierar
/(g), har till matematisk férvintan m.

Vi betrakta ddrefter uttrycket
(Flgi) —m] - [f(g))—m]....coooiiiii .. (47)

Till att bérja med forutsitta vi, att g; och g; dro ytor om w; resp. w; yten-
heter. De kunna fa vara skilda fran varandra eller helt eller delvis ssmmanfalla.
Av (37) och (46) sluta vi oss till relationen:

jfdul dvl‘[/g(ul—uz, vy —Vg) Athy AUy,
(5 4

Vi utnyttja nu vart antagande om att ¢ ar en funktion av enbart avstindet
(formel 42) samt infora avstandet ¢ som integrationsvariabel. Vi integrera
6ver de ovriga variablerna och erhélla:

E{[f(q:)—m] [ (g)—m]} =

o2
W;W;

1]

E{[f(g)—m] [fg)—m)} = o [ o a;(B)dt........ (48)

[o]

Denna transformation av den fyrdubbla integralen till en enkel integral kan
iett praktiskt fall givetvis vara vansklig att utféra. Den torde emellertid ofta
underlidttas, om man ﬁtnyttj ar det foérhallandet, att a;; (f) har en enkel sanno-
likhetsteoretisk innebdrd: a;;(f) 4r ndmligen frekvensfunktionen for
avstdndet mellan tva punkter valda pd mafd och oberoende
av varandra, den ena i ¢;, den andra i ¢; Vi skold bendmna a;; (t)
den till uttrycket (47) hérande avstdndsfunktionen. Det sitt, varpa vi
skrivit hogra ledet av (48), forutsitter, att a;; (¢) dr definierad dven f6r sddana
- t-varden, vilka ej kunna vara avstind mellan en punkt i ¢; och en punkt i
gj. For dessa ¢-virden sittes a;(f) = o.

Funktioner av detta slag ha ofta behandlats i ldrobdcker i sannolikhetskalkyl
under rubriken sgeometriska sannolikheter», se t. ex. BOREL (1925, s. 19 o. 8lj.).
En relativt utforlig framstéllning av geometriska sannolikhetsproblem aterfinnes
hos DELTHEIL (1926). — Den nu inférda avstdndsfunktionen 4r givetvis nagon-
ting helt annat 4n den avstindsfunktion, man méste ha f6r att kunna definiera
ett metriskt rum.

Om négot av omridena ¢; och g; 4r en samling punkter eller linjer, kan
(48) ej alltid anvindas. GAr man igenom motsvarande bestimningar dven fér
dessa fall, skall man finna, att det alltid gir att skriva den betraktade mate-
matiska férvantan som en STIELTJES’ integral:

E{[f(g) ~m [} @)~} =0 [ o () dAis @) ... (49)
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Deni (49) upptriadande funktionen A4;; () kan tolkas som fé6rdelningsfunk-
tionen till avstindet mellan tva punkter valda pad mafa och oberoende av
varandra i ¢; resp. ¢;. Vi skola kalla 4;; (f) avstdndsintegralen. Om 4; (f)
ar deriverbar, dr givetvis dess derivata = a;; ().

Om vi 1 (49) lata ¢; och g; betyda samma omrade, fa vi ett allmant uttryck
f6r dispersionen:

D2[f ()] = E ([ (g) —ml*) = 0 J o (A (9. ... (50)

Avstandsintegralen, A;; (f), maste i detta fall vara férdelningsfunktionen
fér avstandet mellan tvd punkter, som viljas pA mafd och oberoende av var-
andra inom g;.

Vi ha alltsd skaffat oss uttryck fér de enklaste egenskaperna hos de till
godtyckliga omraden knutna stochastiska variablerna. Genom att identifiera
dessa variabler med de i forra kapitlet betraktade storheterna f (¢), f (Q), f (¢:)
etc. kunna vi darfér nu gripa oss an med den tidigare omndmnda komplette-
ringen av framstédllningen i kap. I. For att fa si generella resultat som mdjligt
skola vi forst betrakta en allmdn kvadratisk form i till omraden knutna
stochastiska variabler. Det bor observeras, att de sékta medelfelens kvadrater,
E{[f(9) —7(Q)12}, E{[f(g:) -7 (Qs)]?} osv., dro specialfall av matematisk for-
vantan till en allmin kvadratisk form. Vidare voro ju alla de i kap. I betrak-
tade medelfelsformlerna uppbyggda pa kvadratiska former.

Kvadratiska formers matematiska forvantan.

Vi betrakta ater en positiv kvadratisk form av typ (10):

T=% % a; 1) 1)

=1 j=1

dar ¢; och g¢; dro godtyckliga omraden. Av (45) fa vi omedelbart f6ljande ut-
tryck for E (T):

E(T) =X T E{lf(g)—m] [f(g) —m]} +m* T T cije

Vi férutsitta som férut, att koefficientsumman foérsvinner (formel 1r).
Av (49) fa vi da:

ET) =S e [ olt)-dAi() = f o()-dAz(d)...... (51)

Vi ha hir infort:
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Om samtliga a;; (f) 4ro deriverbara, 4r dven Ar(f) deriverbar. .l detta fall
kunna vi skriva:

dir

I konsekvens med den tidigare inférda terminologin kalla vi az(f) den
till T horande avstandsfunktionen, medan vi bendmna 4 ¢(f) den till
T hoérande avstandsintegralen.

Da samtliga a;; (¢) 4ro frekvensfunktioner och alltsd [ a;; (¢f)d¢ = 1, &r

Vad betraffar &vriga egenskaper hos 7" hinvisas till kap. I, s. 16—21.
Man har blott att lata de i kap. I gjorda antagandena avse storheterna f(g;) —
och ej »felen» x; — samt att sitta in de i (49) och (50) givna uttrycken i form-
Jerna i kap. I, t. ex. (31) och (33), f6r att uttrycka D?(T) etc. i p (2).

En linjetaxerings medelfel uttryckt i korrelationsfunktionen.

Vi g& nu tillbaka till omrédet Q i fig. 1. Fér enkelhets skull antaga vi, att
taxeringslinjerna, ¢, ¢s, - - ., ¢u, DU dro »linjer» i geometrins mening, dvs.
sakna bredd. Vi beteckna varje enskild linjes lingd med / och avstandet
mellan linjerna med b&.

Vi betrakta forst den kvadratiska formen

To =1 [F(g)—FO)1% oo, (34)

dar ¢; och Q; framga av fig. 1. D4 det till den enskilda linjen ¢; hérande medel-

E
felet 4r \/ (ZT o) kan det bestimmas om vi kdnna E (T,).

/

Av (51 a) fa vi
Y E@T) =0/ o) ar, () dt.

o

Hér ba vi att bestdimma ar (). Vi anvinda for detta dndamal forst (52a)
och fa: -

ar, (#) =1 [aqi 7; ) + aQ; Q, () —2 Aq; Q; (U] PR (55)

3. Meddel. [ran Statens Skogsforskningsinstitut. Band 36:1.



34 BERTIL MATERN

36,01

Genom enkla geometriska resonemang (se t. ex. BoREL 1925, s. 21, DELTHEIL
1926, s. 38) erhalla vi:

2 (I—1)

Ag;q; (t) = &

0 ,t<<o, t> 1.

0=t

bl

For att bestimma ag,0, (#) infora vi koordinaterna (u;, v,) och (u,, v,) f6r pa

mafd valda punkter i g; resp. Q,. I det att vi allmént med P(H) beteckna sannolik-
heten for att H skall intrdffa, infora vi dessutom f6ljande tva hjilpfunktioner:

Fy(x) = P (uy—up)? <},
Fz(x) = P{(vl—v2)2§x}.

F, och F, dro funktioner av samma enkla slag som Aqi 7 (#):

, 0SS x =17
Fy(2) = 4
I, x> 12
JZ—Z’C 0 <5< hy;
Fy(x) =
II, x> b%/4.

D4 ar (CRAMER 1927, s. 8I):
12
Aq,:Q,' (t) = S Fy () Fy (t2—x) dx,
o
varav genom derivering:

t2

ag;0; () = 2t [ Fy' (%) Fy (2 —x) dx.

Vi sdtta in uttrycken for F; och F, och erhalla:

ag;q; (t) =%{@1 ) [ml — 28] + O, (1) [zt-—zl arc cos;i—-b] -+

A l
+ O, (1) [2 Vi2—12—21 arc cos 7]}

Funktionerna @ 4ro givna genom relationerna:

JI, o=t <]
lo, t <o,t=10.

I, I=t<l
0, t <, t=1.
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2
Vi ha hir med 7’ betecknat \/l2 + b—
4
Pa motsvarande sidtt erhalla vi:
2t

ag; ¢; (t) = R {@4(t) [wlb—2lt— 20t 4 2] +-

+ 65 (1) [zbt—tz_zlbarccosg L2l \er — 22 -

+ O (t) [21t—21b arc cos-—;- +2b\VE -2 J]

Med anvindande av beteckningen I'* = \/[2 4 p2 kunna vi skriva:

<t< " b=t<1";
@4@):_[1,0_« ; @5t=[1' =t<l;
lo, ¢ <o, t=1". lo, t<bt=1".
L, I=t< i '
@s(t)z
o, t< I, t=1".

Slutligen fa vi ar, (f) genom att sitta in dessa uttryck i(35). Formeln blir
ganska vidlyftig. En nidrmare undersékning visar emellertid, att dd 7 -> oo,
ar, () konvergerar mot en bestimd grinsfunktion, som 4r nigot enklare. Vi
beteckna den med (¢/b); den erhalles ur ekvationen:

d‘(u) =06, (u) (2—27mu—4u*) + O (1) 8u arc COSzI—u +

+ 6, (u)4u<\/u2—1—arc cos %) ............ (56)
Hiar ar:
I
> _—.
I, #=0; Lw=0 I, #=1;
O (u) = 0, #< 0. Oy (u) = I Oy () = 0, < I.
0, u<< '—2—.

For a(u) skola vi vidare anteckna féljande serieutveckling, vilken giller
for u > 1 :

oo

= Z (27)! ;(;n;;)(: N 2) (I_sz_f> : (3) _

n=2

I 1 5 287 :
T 32ut | 25648 | 24576u8
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Fig. 5 visar @ (¢/b). Till jimférelse har inlagts ar (¢) {6r fallet I = 2b. Man
ser, att redan for detta l4ga /-virde ligger ar, (f) mycket nira grinsfunktio-
nen.

Man kan nu draga den slutsatsen, att dven E (T,) konvergerar mot ett grans-
varde, nir [ — oco. Detta grinsvirde beteckna vi med g%

lim E(To) = lim I E{[f(q:) —7(Q:)]*} = &

I — o0 I — o0

1-2b, (55)
(56)

Fig. 5. Avstandsfunktionerna a, (¢) och a (¢/0).
The distance functions ’ and

Man o6vertygar sig latt om att:
. t
at=0c2fo(t)-a <5> Aboeie i (57)

Av fig. 5 framgér, att redan f6r en si kort linjelingd som / = 2b maste
E(T,) ligga nira 2. Av antagandet att g () dr avtagande, foljer att E (T)
ndrmar sig &? underifrdn.

Nar vi darfor i fortsdttningen utgd fran relationen
852

B[ @) —f Q) = oo (58)

riskera vi ej att underskatta E{[f (¢:) —  (Q:)1%}-
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Vi gd nu 6ver till att betrakta hela linjesystemet ¢ = X' g; (se fig. 1). Vi séka
" matematisk férvintan for

Hiar betyder Q liksom i kap. I hela undersékningsomradet, rektangeln
ABCD ifig. 1, medan L = nl 4r den sammanlagda lingden av alla taxerings-
linjerna. ‘

Framstillningen i férra kapitlet byggde pd en férutsittning, som vi nu
kunna uttrycka i den approximativa relationen:

Denna formel utsiger detsamma som formel (5) i kap. L.

For att se, om formeln géller under tillrdckligt allmdnna forhallanden, skulle
vi kunna understka, huruvida de bdda avstindsfunktionerna ar (#) och ar, (f) &ro
varandra tillrickligt lika. Da de uttryck, man erhaller f6r ar (¢), synas vara ganska
svaroverskadliga, skola vi emellertid anvdnda ett ndgot forenklat betraktelsesatt.
Samtidigt kunna vi f& en anknytning till de p4 extrapolation fotade medelfels-
formlerna.

LAt det ratvinkliga koordinatsystemet i fig. 1 vara bestdmt sa, att taxerings-
linjen ¢; utgores av de punkter (u, v), for vilka gilla:

o=u<l: v=b<¢—§>.

Vi inféra nya stochastiska variabler:

Till varje punkt pa v-axeln — linjen genom A4 och D i fig. 1 — 4r silunda en
stochastisk variabel anknuten. Liksom f6r den tidigare betraktade variabeln f (u, v)
kunna vi infora karakteristikor dven for F(v). Matematisk férvantan erhdlla
vi omedelbart ur (45):

E[F(0)] = oo, (62)

Vi definiera sedan ytterligare karakteristikor genom de mot (36) och (37) sva-
rande formlerna:

D2[F (0)] = 2 oo e (63)

E{[F (vy) —m]-[F (v;) —m]} = Z* R{vy—vg) ... (64)
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D4 vi i detta fall ha en en-parametrig skara av variabler, 4r R en korrelations-
funktion av precis samma slag som de, man betraktar i teorin for stationdra stochas- *
tiska processer. Vi forutsitta nu, att R 4r en kontinuerligt avtagande funktion.
Detta dr for 6vrigt en f6ljd av var tidigare férutsdttning om g; det ser man av
nedanstdende formel, vilken uttrycker R i o'

1
202

= l—zf(l_u) 0 (Vu2 + ) - du.

o

2 R(Y)

Vi uppfatta emellertid (62)—(64) som definitioner. Vi frigéra oss ddrmed fradn
den i formel (42) liggande forutsittningen, att den topografiska variationen dr
lika stark i alla riktningar.

1 0€0000000000000Q,
°

: B.t) (65)
S B.(t), n-4, (65
2‘ 0000000000 BTz(t)' n=2‘ C’l, (69)
\
R
8 h
§ ‘\ :\\
P rYy
3 \ : \ N
§ \\ 1 \\ N
3 \ ! \ N
2 \ \ . N o t
;b M 12b ‘-\ 13b N7 4b
\ ! N : s :
| N
VN ™
\ | o
A | vt
v Nl
3\ 1 i
05t \ ! '
‘o
Vi
\

Fig. 6.

Direfter uttrycka vi E (T) och E (T,) i de nya symbolerna X2 och R:

3

E(T) =¥ [R() dBr(); E(Ty) = S [R(0)-dBr, () .. .. (65)

o

Dessa relationer dro analoga med den tidigare tillimpade formel (51). Hur de
hédr upptrddande avstdndsintegralerna By (f) och By, (¢) se ut, visas av fig. 6. B (?)
har ritats for fallet » = 4, varjdmte med ringar utméirkts en kurva horande till
en langre fram diskuterad medelfelsformel.

Man ser, att for ldga ¢-vdrden — ungefir ¢ << b/4 — Overensstimmelsen mellan
de tv& funktionerna dr mycket god. For hogre f-virden avvika Br och Br, ritt
mycket frdn varandra, dock pa ett sddant sitt att differensen By — Bp, oscillerar
kring vardet noll. Om R (#) har ett nagorlunda jamnt forlopp f6r ¢ > b/4, som t. ex.
kurvorna i fig. 4, bora dirfor E (T) och E (T,) vara nagorlunda lika. En viss bekrif-
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telse pa detta kan man fa genom att i (65) ersdtta R (f) med olika analytiska ut-
tryck for avtagande funktioner. ‘Man finner exempelvis, attom R (f) = 3 p; e it

(i hi >0, T pi = 1), &r:
1 = E(T)/E(T)> o,05.

En nirmare undersdkning visar, att kvoten nér sitt ligsta virde, dA R(f) = ¢ ** o
Av vad som nu sagts, kunna vi anse oss berdttigade att i fortsittningen
antaga, att (60) dr uppfylld. Av (54), (58) och (59) finna vi da f6r det sékta
medelfelets kvadrat ekvationen:
| 2y &
E![f(q)—1(Q)2} = AR REREE (66)

diar L som forut ir den sammanlagda linjelingden. Man &vertygar sig liatt
om att, med den approximation som ligger i (58) och (60), formel (66) &4r
tillamplig, d4ven nédr undersdkningsomrddet ¢ har en oregel-
bunden form, sa att taxeringslinjerna dro olika ldnga.

Av formeln

CE(6;) =2X% [1—R(%)]

framgar slutligen sambandet med (34). LANGSAETER (1932), som anvander stor-
heter av typen §,, rdknar med att linjebredden 4r ganska stor i férhallande till
linjeavstandet och bygger upp sina formler pd summor och ej pa integraler.
OsBORNE (1942) anvidnder funktionen R (¢) samt integraler.

De i detta avsnitt hirledda formlerna kunna anvédndas dven dé vi ha att gora
med en »stratified random sample». Om vi lata ¢; i (54) vara en taxeringslinje
parallell med AB men i 6vrigt vald pa mafa inom Q; (se fig. 1) blir nimligen

ar, (t) =1 [“qi qi(t) — 4, Qi(t)]'

Da det skulle fora for langt att taga upp dven denna stickprovsmekanism till be-
handling néja vi oss med detta papekande. Se i 6vrigt COCHRAN (1939, 1946).

Granskning av olika kvadratiska former.

Vikunna nu underkasta de fér medelfelsuppskattning féreslagna kvadratiska
formerna 7T en férnyad granskning. Vi inskridnka oss hérvid till att betrakta
deras matematiska férvintan. D4 vi accepterat formel (66), kunna vi formu-
lera problemet s hir: Hur nira ligger E (7) till &2? Ett svar pa denna friga
skola vi soka erhélla genom en jamforelse mellan az(f) (formel 51 a) och a (¢/b)
(formlerna 56 och 57). '
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Vi férutsitta nu, att de i vara formler ingdende beteckningarna f6r omraden
iro de, som visas av fig. 7. ,
For att studera vissa frdgor av principiell innebérd skola vi férst relativt
. utfoérligt diskutera en speciell form och vilja dirvid féljande:

T, = ¢ Z [Flga) —F (@™ oot (67)

”—1I —

: G : G2 : Q13 : G4 :%:5
b

. g21 . Qo2 . 923 . Qa4 , d25 ,
b

. Q3 | 932 | 933 | 93« 935

I\N\—/I\/V\’l T T 1

c c

taxer’mgsfin]e
survey line

Fig. 7. De i formlerna (67), (69) samt (71)—{74) upptridande linjestyckena.
The line sections of formulae (67), (69) and (71)—(74).

n
Hir far ¢;® symbolisera omridet 3 ¢,; . 7y 4r sidlunda variansen bland de

varden, vilka hora till # intill varandra liggande stycken av en och samma
linje; varje stycke har lingden ¢. Vi finna l4tt avstdndsfunktionen:

I
[z<1—tn+ > 0=t< ¢

nc

lo, V13- (67 a)

Hur denna avstandsfunktion kan se ut for olika system av virden pd =
och ¢, illustreras av fig. 8 a, dir till jimfdrelse dven a (£/b) lagts in. Av figuren
eller ett direkt studium av (67 a) kunna vi draga f6ljande slutsatser, varvid
vi givetvis fortfarande utgd fran att g (f) 4r kontinuerligt avtagande:
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)
)

(Ty) 4r en vaxande funktion av sivil ¢ som 7,
(Ty) ar med sdakerhet = &2 om ¢ = ¢, (n),

E
E

I
2
dar

(56)
(67),

5(t/b),
T‘(t),

3

—_————— ——_—
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c=3b/2n
c=07b
c=07b

..........

Fig. 8 a.

Uttrycket for ¢;(#) har erhdllits ur likheten:

()

at

)..”

" t=o0

Sésom visas i nista kapitel, torde man mest fa att géra med korrelations-
funktioner av typ I (fig. 4). I sidana fall kommer avstindsfunktionens fér-
lopp i intervallet ndrmast intill # = o att vara utslagsgivande fér vardet
av E(T). Om man viljer ¢ = ¢,(n), bor man fi en god Gverensstimmelse

mellan E (T}) och &2 Om man diremot viljer ¢ < ¢ ()
i genomsnitt underskattar ¢,2, medan hogre c-virden led

, blir resultatet, att 7',
a till en 6verskattning.

For samtliga de i fortsdttningen betraktade formerna 7" kan man genom rela-
tioner sidana som (68) bestimma ett virde pa ¢, som garanterar att ar(?)
16per ndra jamsides med 4 (¢/b) for laga ¢-varden. Detta ¢ skola vi kalla den

till formen T hérande minimistrickan.
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Om man granskar ar, (f) for olika virden pa #, blir man litt pa det klara
med att # = 2 ger den bista anpassningen till @ (¢/0). I detta fall & minimi-
strickan 3 b/27w = 0.4775 b. Om man later » genoml6pa talen 3, 4, osv., far
man former, vilka alltmera paverkas av de virden g (¢) antar f6r sdidana hoga
t-virden, for vilka & (¢/b) redan fallit ned till omedelbar nédrhet av noll, dvs.
ungefir f6r £ > b. Om p (¢) &r av typ II (fig. 4), komma dessa formler att Gver-
skatta g2 — Vi fa sdlunda nu en precisering av vad som sades pa s. 23 om
formler, vilka influeras av den topografiska variationen Gver ldnga avstand.

Ett tredje papekande av mera allmin innebérd, som vi kunna anknyta
till formerna (67), 4r att vi givetvis erhdlla former med samma matematiska
forvintan genom att bilda ett genomsnitt av ett flertal uttryck av samma
typ, t. ex. formel (6%7) med genomgaende samma ¢ och #. Att vi bilda ett sa-
dant genomsnitt leder, som férut framhallits (s. 20—21), till en minskning av
dispersionen D (T). En pa detta sitt bildad kvadratisk form demonstreras i
kap. IV.

I och med angivandet av minimistrickan kunna vi anse oss ha funnit en
16sning pa det tidigare antydda problemet (s. 19, jfr LANGSAETER 1926, s. 20
och 1932, s. 447—450), hur langt vi kunna driva en uppdelning i linjestycken
utan att riskera att underskatta medelfelet. Fér de i det f6ljande betraktade
formerna T3, T, Ty och T kunna vi i vissa fall riskera att fa en — f6rmodligen
obetydlig — tendens till underskattning av medelfelet, 4ven nir ¢ dr =
minimistrickan. Som framgar redan av (67b), fa vi for olika former — i detta
fall f6r olika # — olika minimistrickor. Vidare illustrerar denna formel, att
minimistrickan 4r direkt proportionell mot linjeavstdndet b.

Vi betrakta direfter kvadratiska former av typen:

T, = Z[z‘ (o) =1 @O (69)

T, bygger pa stycken fran pd varandra féljande linjer, bitarna ¢y, gy, gs

2
osv. ifig. 7; ¢,/ dr = ¥ ¢i1. En utrdkning ger vid handen, att minimistréckan

blir: B

Den ir silunda oberoende av #. I fig. 8b visas ar, (f) fér » = 2 och ¢ = b/n.
Liksom i féregdende fall f4 vi d4ven nu den bista Gverensstimmelsen med
a(t/b) for n = 2, dock ej alls s& god som nyss. Aven om c= ¢, (n), & vi en €]
obetydlig 6verskattning nir g (£) ar av typ II (fig. 4). Vilja vi ¢ < ¢, (n), riskera
vi ddremot, som nyss framhallits, att underskatta 2.
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Om vi sdtta ¢ =, hela linjeldngden, blir givetvis tendensen till 6verskatt-
ning markant. Ndr # = 2 ¢vergar (69) da i den i kap. I behandlade formel
(8). Vi f4 hdrmed ytterligare en bekriftelse pa svdrigheten att bygga upp me-
delfelsformler pa vérden fran hela linjer: vi kunna ej fa4 avstdndsfunktioner
vilka likna G (¢/b). Detta blir givetvis 4dven fallet, om viuttrycka E(T,) i deni
(64) inférda funktionen R (¢); se fig. 6, dér den till T, (# = 2, ¢ =) horande
avstdndsintegralen Br,(f) utmirkts med ringar; By, (f) svarar emellertid till

(69), forst sedan faktorn ersatts med

a(t/b),(56)
aTz(t), (69), n=2, c=b/m

: Ve

Fig. 8b.

For de hittills betraktade formerna T ha vi sdlunda utan stérre svarighet
kunnat sitta E(T) i relation till &2 Detta har berott pa att det i samtliga fall,
sd snart ¢ varit = minimistridckan, har existerat ett tal £)(7) med egenska-
perna:

aﬂt)%d(bi), t <1y (T); aT(t)g,d(bf), t>4,(T) ... (70)

For exempelvis T; med # = 2, ¢ = 0.7 4r £, (1) = 0.58b. Pa grund av anta-
gandet att o () 4r avtagande ha vi da utan vidare kunnat draga slutsatsen
E (T) > 2. Observera den i detta sammanhang viktiga relationen (53), vilken
satisfieras dven av differensen ar (f) — @ (¢/b). Vi skola i det féljande betrakta
kvadratiska former, vilkas avstandsfunktioner skidra 6ver @(f/b) flera gdnger.
For dessa former stiller sig jamforelsen med e,2 ej fullt sd enkel.
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Vi se f6rst pd former grundade pa differenser av andra eller hogre ord-

ning mellan virden fran stycken av samma linje. Det allmidnna uttrycket &r:

y L /L T3 1L (71)
()

dar:

)

a1 =2 (=2 (§) 1@

3lt/b), (56)
a,“(t), (710, k=1, ¢=3b/2n
— k=2, c¢=5b/3n
............. — v ——— k=4, c=9b/5n
——— 1
— 30

Fig. 8c.

Man finner l4tt de vdrden, ar, antar i punkterna ¢ =o,¢,2¢, .. .

ar, (i) = z((z_k;))i (sz )

Mellan dessa punkter 16per ciTa (¢) linedrt. Minimistrackan fas ur ekvationen:

P4 fig. 8c har ar, () uppritats fér 2 = 2 och 4, varjamte till jamférelse 4ven
kurvan fér 2 = 1 lagts in. Denna kurva 4r identisk med den, som svarar mot
T, for n = 2. I samtliga fall har ¢ satts lika med minimistriackan. Férutom
i det tidigare behandlade fallet 2 = 1, fi vi en god Gverensstimmelse med
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a (t/b) dven for k = 2. For hogre k-virden fa vi kurvor, som — tack vare att
c valts enligt (71b) — till att bérja med 16pa nira intill  (¢/b) och direfter oscil-
lera kring @ (¢/b) med f6r vixande % allt kraftigare svingningar. Man torde
darfér kunna rikna med. att, om g (f) for ¢ > b/2 16per nagorlunda flackt, &
en ganska god dverensstimmelse mellan E (T3) och &2 Nar & blir stérre 4n 1,

kan man dock ej utan vidare pasta, att E (T,) ir storre dn g2, sd snart ¢ dver-
skrider minimistrickan.

75 !
I
|
|
b .
-2t //
7/
/
/
/ 5(t/b),  (56)
3l ,
/ a_(t),  (72). k=2, c=b/n
| T,
AR P e i k2. croo
Fig. 8d

Nista formeltyp erhalla vi genom att bilda differenser mellan virden
horande till stycken av olika, pd varandra fljande linjer:

dar:

I fallet 2 = 1 aterfd vi (69) med » = 2; i fallet ¢ =1, £ =2 blir formeln
identisk med (9) fransett en konstant. Minimistrackan blir liksom fér T, b/n
(formel 69a). Fig. 8d visar, hur ar, (¢) ser ut f6r £ = 2 och ¢ = minimistrickan,
varjaimte dven den grinsfunktion inritats, vilken erhalles, dd ¢ - oo. Av

denna gransfunktion far man ett begrepp om hur ar, ser ut, nir ¢ ir lika
med hela linjeldingden.
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Om p () 4r av typ I (fig. 4), 4 vi en god uppskattning av 2, nir ¢ &r = mini-
mistriackan. Lata vi ¢ vixa, kunna vi f4 en kraftig 6verskattning. Ar ddremot
o (t) av typ 11, blir det ganska svart att se i vad man &2 6verskattas f6r ¢ = b/x,
och det gér e] heller utan vidare att avgora, hur E (T,) férindras, nir ¢ tages
lingre dn minimistrackan.

Darnést skola vi betrakta ett femte slag av kvadratiska former, vilka kunna
betraktas som en kombination av T och T,, nimligen de former vilka anvin-
das for feluppskattning vid ett fdltforsok utlagt i s. k. romersk kvadrat.

3(t/b),(56)
aTs(i), (73), m=n=2, c=3b/2m
o m=n=3, c=4b/3m

.
N
[

Fig. 8e.

Sadana former ha féreslagits av NASLUND (1939, s. 316 o. £6l].). Det allmdnna
uttrycket 4r:

n

Ty = Z z[f gi) — 1 @) —1 (/™) + f ("), .. (73)

(m—1)
dar:
n m ’ n m

@™ =T qij, ¢™=ZXqp ¢ =2 I g

j=1 1=1 j=1 i=I

Den till T hérande minimistrickan &r:

alltsa densamma som enligt (67 b). Detta sammanhénger med att i intervallet
(0 =t < b) ar,(t) sammanfaller med motsvarande ar, (f), sisom framgar av
fig. 8 e. En ndrmare jimf6relse mellan ar, och ar, ger vid handen, att vi alltid
maéste erhilla ett ndgot mindre virde fér E(T;) 4n motsvarande E (T3). Viha
tidigare funnit, att om ¢ ej underskrider minimistrickan, maste det gilla att
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E(T,) > &2 I vilken grad vi nu genom att ersidtta 7; med motsvarande T
ndrma oss &2 -— eller eventuellt riskera att underskrida ¢,2 — kan ej avgéras
utan vidare. Emellertid synes det som om E (T%) ej skulle kunna alltfér mycket
avvika fran E (7)), da for { > b, ar, bestar av kurvbégar, vilka ganska hastigt
vixla fran den positiva till den negativa sidan. (Se fig. 8e.) For n == 2 torde
vi darfor 1 T fa en god uppskattning av ¢, nir ¢ dr lika med minimistrackan.

2 a(t/b), (56)

a.l_s(‘t), (74), n=10, k=0, c=11b/10m
————= ——uw—— =10, k=1, c=12b/10n
. n=10, k=2, c=13b/10n

esesseccntees —

'
N
r

Fig. 81.

Slutligen skola vi betrakta ett exempel pa analytisk utjimning. Lat T
vara minimivérdet av

;_I Z[i (qui) —ag— a1 — .. —api®2 ... .. (74)

Formler av denna typ ha anvints av NEYMAN (1929). Fig. 8 f visar ar,(?)
fér » = 10 och £ = 0, 1 och 2. I samtliga fall har ¢ valts = minimistrickan.
Man kan visa, att den generella formeln fér minimistriackan ar:

cg (B, m) =%<I —l—ki_I)

" —

Om % ar = o, dr (74) identisk med (67). Som av fig. 8 f framgar, fir man en
bittre uppskattning av &2, nir & vixer. Effekten synes vara ungefir densamma
som den, man far genom att i (67) ersdtta » med det hela tal, som ligger nir-
mast #n/(k + 1). '
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Sammanfattningsvis kunna vi nu konstatera, att vilken formel vi dn an-
vanda, dr det av stor betydelse, att vi at ¢ giva ett vérde i narheten av minimi-
strickan. Om korrelationsfunktionen 4r av typ I, torde vi da alltid fa en ac-
ceptabel uppskattning av &2 Vilja vi ha en formel som fungerar pa ett till-
fredsstdllande sitt under mera allmdnna betingelser, béra vi vilja ett uttryck,
som roner inflytande av den topografiska variationen ver olika avstand pa
i mé&jligaste man samma sitt som det sokta medelfelet. Detta krav kunna vi
dven formulera pé foljande sitt: Den till formen hérande avstindsfunktionen
bor 16pa sa néra intill  (£/b) som méjligt.

Man kan givetvis — med utgédngspunkt i till linjestycken hérande f-virden
— konstruera kvadratiska former, vilkas avstandsfunktioner visa en godtyck-
ligt noggrann Gverensstimmelse med & (¢/0). For praktiskt bruk synas emel-
lertid de hittills betraktade sex grupperna av formler vara tillfyllest.

Numeriska illustrationer.

Vi kunna giva vara pastaenden en mera precis formulering genom att utga
fran numeriska antaganden om g (¢). Vi férutsitta férdenskull:

o(t) = e, B0 i (75)

Vi ha tidigare sett, att e 4r mdjlig som korrelationsfunktion (s. 27).
Som kommer att framgd av nista kapitel, synes man ofta fi att géra med
korrelationsfunktioner, vilka kunna approximeras av (75) eller av tva kompo-
nenter av detta slag, t. ex. o (f) = 0.4 =% + 0.6 ¢~5. Det kan ddrfor vara moti-
verat, att vi vilja de numeriska antagandena om p (f) pa just detta sitt.

Till att borja med kunna vi konstatera, att den av (75) definierade kurv-
skaran innehéller korrelationsfunktioner savil av typ I och typ II som av
overgangstyp. (Jfr fig. 4.) For funktioner av detta slag skulle vi kunna géra
exempelvis foljande konvention i friga om vad som skall menas med typ I
och typ II: ¢ (f) 4r av typ I, om hb =4, av typ II, om Ab < 1.

Direfter studera vi, hur ¢? férhiller sig f6r olika virden pa konstanten
h1i(75). Vi utgd dd fran (54) och skriva, med inférande av en ny funktion o

fe )

sb2=0‘2fe—“d<-bt—> dt;o‘zbfe“hb“d(u) du=o02ba(hd) .. (76)

o

Tab. 1 visar, hur funktionen «(x) ser ut. Tabellen sitter oss i stind att vid
godtyckliga virden pa %4 och b rikna ut &2/o2. Tabellen kan emellertid d4ven
anvindas 1 det fall, d& g (f) = Z'p;e~"* (se exempel 2, s. 95).

Vi finna t. ex., att — vid ett fixt linjeavstand — det hogsta medelfelet
erhalles, da # = 5/b, medan fér mycket héga eller mycket ldga s-virden me-
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delfelet blir betydligt ligre. Av storre intresse dr, att vi nu kunna se, hur
medelfelet paverkas av en indring av linjeavstindet b. Ehuru vi hirmed av-
vika fran detta kapitels huvudtema, skola vi gd nidgot ndrmare in pa proble-
met.

[ee]
Tab. 1. Funktionen 1 000 @ (Xx) = 1 000 fe—Xl‘E () dt.
The function o :
% |1oooa(¥)] ¥ |1o000a(x¥) x |1oo0Oa (¥)
o o 7 148.2 52| 36.08
0.2 14.7 8 143.1 56| 33.66
0.4 28.8 10 130.9 60| 3I.55
0.6 42.2 12 118.9 64| 29.69
0.8 54.7 14 108.0 72| 26.54
I.0 66.2 16 98.55 80| 24.00
I.2 76.8 18 90.36 96| 20.142
I.4 86.5 20 83.30 104| 18.643
1.6 95.4 24 71.85 120, 16.226
1.8 103.3 28 63.05 128 15.238
2 110.5 32 56.12 200 9.842
3 136.0 36 50.54 500 3.975
4 148.5 40 45-95 I 000 1.994
5 152.8 44 42.11 [e's} o
6 15I.8 48 38.87

Anm. Sista siffran dr i vissa fall osiker.
Rem. The last cipher is in certain cases uncertain.

Till grund fér resonemanget ligga vi kvoten ¢ (b) = &;/ex, vilken anger fér-
hallandet mellan medelfelskvadraten vid en regelbunden linjetaxering med
linjeavstindet b och medelfelskvadraten vid en lika omfattande taxering
med slumpvis utlagda linjer. Funktionen ¢ (b) kan bestimmas ur tab. 1. En
grafisk framstillning av ¢ (b) ldmnas i fig..9. Dessutom kan hidnvisas till tab.
12 i kap. V, som ger vissa numeriska virden pa kvoten &?2/c% I fig. 9 visas
@ (b):s forlopp for vissa h-virden, vilka bestimts pa sa vis, att korrelations-
funktionens virde for avstandet 1 km, vilket i fig. betecknas med p, satts
lika med 0.0001, 0.0002, 0.0005 0SV.

Vi betrakta ett exempel. Antag ¢ = o.1. Hur paverkas medelfelet, om vi
ga Over fran en taxering med 1'/, km linjeavstdnd till en taxering med ett
dubbelt sa stort linjeavstand? Av. figuren se vi, att et ,s och &5, forhalla sig
ungefir som 0.19 till 0.44. Om vi sd taga med i rikningen, att den sammanlagda
linjelingden &dr hilften s stor vid den senare taxeringen, finna vi, att medel-
felen forhilla sig som \o.19/2 till V0.44. Om ¢ betecknar medelfelet vid
1.25-km-taxeringen, blir silunda medelfelet vid 2.s5-km-taxeringen ca 2.1 &.
Ligga vi ut tvd 2.5-km-taxeringar oberoende av varandra, blir medelfelet
ca I.5 ¢, medan en lika omfattande slumpvis utlagd linjetaxering ger det hoga
virdet 2.3 e. Ligga vi ut linjerna pad mafa, méste silunda taxeringen goras

4. Meddel. fran Statens Skogsforskningsinstitut. Band 36:1.
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Fig. 9. Funktionen ¢ (b) = &7 /8,02 for ¢—hb = p =0.0001, 0.0002, 0.0005, 0.00I, 0.002,
The function for 0.005, 0.01, 0.02, 0.05, 0.1, 0.2, O.5.

Logaritmiska skalor.
T,ogarithmic scales.

ca 5.3 ganger sa omfattande som I.25-km-taxeringen, for att medelfelet skall
bliva detsamma (= ¢).

Av fig. 9 och exemplet framgér att, dd korrelationsfunktionen ir av typ I,
eller innehaller en dominerande komponent av denna typ, férdelen med den
regelbundna utplaceringen av taxeringslinjerna ej dr lika markant, som da
korrelationsfunktionen r av typ II. Ar t. ex. g = 0.5, dr denna férdel mirkbar
vid milsldnga linjeavstind, medan f6r exempelvis ¢ = 0.0001 linjeavstandet
maste gd ner till ca T km, f6r att den skall framtriada. Att korrelationsfunk-
tionens utseende spelar en utomordentligt viktig roll fér en linjetaxerings
medelfel framgar silunda tydligt.

Vi ga nu tillbaka till jamférelsen mellan olika kvadratiska formers mate-
matiska férvdntan. I tab. 2 visas {6r ett antal av de tidigare betraktade for-
merna T, hur E(T)/g? férindras ndr ¢ (¢) 4r given av (75) och o (b) = ¢~? far
genomldpa en viss {6ljd av virden. Dessa virden ha valts s& att vi i tre fall
(kol. 4—b6) fa en korrelationsfunktion av typ I, i ett fall (kol. 7) en Gvergangs-
fyp, samt i tva fall (kol. 8, g) en funktion av typ II.

Till att bérja med fa vi av tab. 2 en bekriftelse pd vikten av att vi hélla



Tab. 2. E(T)/e,? ndr o(t) = e 2L
when
1 2 3 4 5 6 7 8 9
hb = o0 hb = 12 hb = hb = 1. hb = 0.6 hb = o
Formel ofb 4 4
Formula e =0 ¢ = 6.000 0061 _hb=0.01832 e—hb:0.2466 — b = 0.549 e~ — 1

a (67) Ty n= 2 0.25 I.000 0.747 0.57 0.52 0.53 0.56
b 3/2m 1.000 1.036 I.23 I1.53 I.75 2.06
[ I I.000 I.227 2.13 4.28 6.19 9.03
d 2 I.000 1.314 2.66 7.24 16.93 36.11
e n= 3 4/3 7 I.000 I.037 I.27 I.69 2.01 2.44
f n= 5 6/5 7 I.000 I.039 I.32 1.96 2.51 3.29
g n =10 | II[]IO07 1I.000 I.040 1.38 2.38 3.50 5.53
h (69) T, n= 2 1/7 I.000 1.043 1.42 2.29 2.96 3.89
i I I.000 I1.285 2.45 5.05 7.17 10.06
j oo I.000 I.402 3.10 9.12 17.35 oo

k (71) Ty k= 2 5/3 7 I.000 1.036 1.18 I.27 I.28 I.27
1 I I.000 1.207 2.00 3.44 4.18 4.51
m k= 3 7/4 7 I.000 1.036 1.15 1.18 I.15 I.12
n (72) T, k= 2 1/ I.000 1.043 I.41 2.06 2.35 2.46
o I I.000 I.285 2.41 4.42 5.35 5.71
P oo I.000 I.402 3.04 7.44 10.45 12.51
q (73) Ty m=mn= 2 3/2m I.000 1.036 I.21 1.36 1.38 1.39
T I I.000 1.227 2.07 3.33 3.83 4.03
s m=n= 3 4/3 7 1.000 1.037 I.25 I1.53 1.63 1.68
t (74) T¢n =10 k= o | I1I/1Oom I.000 I.040 1.38 2.38 3.50 5.53
u k= 1| 12/107 I.000 I1.039 .32 I.92 2.36 2.50
v k= 2| 13/107 I.000 1.038 .27 I.64 1.78 I.81

- DNIT¥IXVL dIA NHLIHNNVIDOON sot

1
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oss till den till en kvadratisk form hérande minimistrickan. De pa raderna
b, e, f, g, h, k, m, n,  samt s—v upptagna formerna dro alla hdnférda till
sina resp. minimistrackor. Vid en jamforelse med Gvriga rader se vi, att redan
da korrelationsfunktionen dr av typ I (kol. 4—6), f4 vi en dalig uppskatt-
ning av &?, om linjestyckenas lingd alltfér mycket avviker fran minimistric-
kan. Av detta slag dro bl. a. de i litteraturen foreslagna differensformler,
vilka bygga pa virden fran hela linjer. De motsvaras ndrmast av de pa ra-
derna j och p i tab. 2 inférda formerna; j svarar mot den tidigare betraktade
formel (8) och p mot (9). Om de antaganden, som ligga bakom tab. 2, nagot
sd nar riktigt beskriva de faktiska forhallandena, maste dessa differensform-
ler tydligen betecknas som jamférelsevis oldmpliga. Bast av dem ar givetvis
formel (9) (= rad p).

Vi kunna dérefter med tabellens hjilp jimfora olika till sina minimistrac-
kor hdanférda former. Vissa T influeras, som tidigare pépekats, av den topo-
grafiska variationen Over ritt langa avstand, 4ven nir de hinféras till sin
minimistrdcka. Nagot utpriglat sddant fall har ej tagits med i tab. 2; en viss
uppfattning om den ganska kraftiga overskattning av &% som da intrdder,
sa snart korrelationsfunktionen 4r av typ II, limnar emellertid rad g (= rad t).
De former, som endast i mindre utstrickning influeras av g (f):s férlopp for
héga t-virden giva diremot en ganska god uppskattning, d4ven nir korrela-
tionsfunktionen ar av typ II.

De bland dessa formler, som enligt tab. 2 synas vara de bista, dro i tur och
ordning: m, k, q, b och s. Av tabellen fi vi en ungefarlig uppskattning av de
hogsta och ligsta virden som E (T)/e? kan antaga for olika virden pa expo-
nenten % i (75). Vibora emellertid beakta, att vi f4 samma maximum och mini-
mum dvenidet betydligt allménnare fall, d& g (¢) = 2'p; e "it(ps, hi > 0, 2p; =1).
Av de nu nimnda fem formlerna dr b den vid praktiska riakningar enklaste,
medan sirskilt m kriver ett ganska omfattande rdknearbete. Detta samman-
hinger bl. a. med att en pa differenser av tredje ordningen uppbyggd formel
fordrar, att man tager med ett mycket stort antal observationer. I motsatt
fall f&r man nimligen ett hogt virde pa medelfelet, D (Tj).

Vi skola ej i detalj diskutera genom de olika formerna i tab. 2. Lisaren
kan l4tt finna ytterligare bekriftelser pa de tidigare i detta kapitel gjorda
pastaendena. '

Uppskattning av medelfelet med hjédlp av tva kvadratiska
former.

LAt oss betrakta tva olika kvadratiska former, t. ex. 7y (formel 67) med
n = 2 och T (formel #1) med & = 2. Vi antaga, att bada formerna bygga pa
observationer fran linjestycken, vilka alla ha lingden ¢. T3 och Ty 4dro sdlunda
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grundade pa differenser av férsta resp. andra ordningen mellan observatio-
| E(T,)
| E(T,)
Det visar sig i detta fall att, om ¢ (f) 4r en exponentialfunktion, kunna viav
K, entydigt bestimma exponenten % i (75). Vi kunna di dven bestdimma

ner frén'néirliggande linjestycken av lingden c¢. Vibilda kvoten K; = 100

100
75

4 50

25

K L L T i . ]
2 400 300 200 100
Fig. 1o. Diagram fér interpolation mellan olika medelfelsformler.
Diagram for interpolation between different standard error formulae.

kvoten 100 ﬁ , for vilket virde som helst pa b. Fig. 10 ger direkt virdet
1

pa denna kvot som en funktion av Kj, nir linjeavstindet b utgor vissa multip-
ler av c. : -

Exempel. Antag ¢ =2 km, b =6 km, silunda b = 3¢, samt K; = 85.
Av fig. 10 finna vi, att &% uppgar till ca 120 %, av E (7;). Hade linjeavstin-
det -varit t. ex. endast. 1 km (b = ¢/2), skulle medelfelskvadraten, &%, blott
ha utgjort 8.2 % av E(T)). :
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E (T,9)

E(T,)
ar en kvadratisk form av samma typ som 773; enda skillnaden &r, att den byg-
ger pd dubbelt sa linga linjestycken som de vilka ingd i 7y. 7,9 dr silunda
bestdmd av differenser mellan observationer fran nirliggande 4 km-stycken,
nir 77 4r bestdmd av differenser mellan observationer fran nirliggande 2
km-stycken, osv.

Aven om p(#) ej exakt féljer formel (75), torde man kunna fa fram accep-
tabla nirmevirden med hjilp av fig. 10. Man bor emellertid betinka, att man
iett praktiskt fall endast férfogar 6ver observerade varden av kvadratiska
former, t. ex. T3 och T,. For att man verkligen skall kunna utnyttja diagram-
met fordras, att det observerade virdet av Ty/T, ej alltfér mycket avviker
fran E(T,)/E (T). Det skulle fora for langt att diskutera villkoren for detta.
Har skall blott papekas, att det 4r en férdel ju starkare positivt korrelerade
de tva formerna dro. I dylika fall tenderar nidmligen medelfelet till 77/7;
att minska. Att, som sker i variansanalysen, vilja ut tva inbérdes ortogonala
former 4r salunda mindre ldmpligt i detta sammanhang. Nar g (¢) 4r hastigt
fallande, typ I, kunna vi uppskatta korrelationen mellan 7; och T genom for-
mel (26). I annat fall maste vi anvdnda den mer svaréverskadliga formel (33).

Denna interpolationsmetod torde kriva ett ganska omfattande riknearbete,
varfor dess praktiska anvdndbarhet synes vara ganska begransad. En enklare
princip f6r sammanvigning av tva kvadratiska former behandlas i kap. IV
(s. 89). Den avser endast att giva ett uttryck, vars matematiska férvintan
ir = g2 medan den nyss framst4llda metoden avser, att — under de redovisade
férutsittningarna — giva ett i genomsnitt riktigt, »unbiased», nirmevirde
for g,2. Vilken av dessa metoder man dn tillimpar, bér man séka sadana kva-
dratiska former, att deras matematiska férvdntningar ligga a &mse sidor
om g2 I exempelvis det nyss behandlade fallet bér det salunda gilla:
E(T,) < &? < E(Ty), givetvis under forutsittning att p (f) 4r fallande. I annat
fall blir det friga om en extrapolation, och sirskilt om extrapolationen
skall utstridckas langt, blir den vansklig att utféra (jfr s. 24).

I fig. 1o har ocksd inlagts en skala K,, dir K, 4r lika med 100 T,(29)

Korrelationsfunktionens spektralframstéllning.

TFor den hittills férda diskussionen har antagandet, att korrelationsfunk-
tionen bestimmes enbart genom avstandet, varit vdsentligt. Man kan givet-
vis stanna vid den i (37) inférda funktionen g (u, v) och uttrycka varje E (7)
i denna funktion av tva variabler. Formelrikningarna komma d4 att stilla
sig enklare, men nagra sikra héllpunkter for en jamfcrelse mellan &2 och
olika E(T) erhallas ej. Om vi utnyttja vart antagande, att o (u, v) tillhér
klassen K; av reella karakteristiska funktioner, kunna vi vidare anvinda den
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i formel (40) givna s. k. spektralframstdllningen av g (#, v). Med andra
ord, vi kunna uttrycka varje betraktad matematisk férvintan i den i (40)
upptridande férdelningsfunktionen F (x, y). Det visar sig, att man pa detta
sitt ndr fram till synnerligen eleganta uttryck. Ett par exempel skola darfor
anféras. Vi behéva nu ej férutsdtta, att linjebredden 4r o; vi antaga, att varje
taxeringslinje har bredden 9.

Lat som férut ¢ vara inbegreppet av alla taxeringslinjerna i fig. r och Q
hela undersokningsomradet. Da ar:

E{{fq —1Q@)1P =

/ 2
Sln —_ sm— / 1n 511'1.922
= g2 — :
= k R
\ 7 sm — — = -/

Betrakta sd den av (73) definierade formen T. Vi finna:

E (Ts) -

ca\? /. 0y \?[ ;. mby\ 27

B - 02 Qin— sm? ) sin 5
e 5 Y
\ 4 n sin 22 /
2 2/

—00 —o0

B / mex\ 2
. cx
m sin —

2/ _

Att direkt anknyta diskussionen till uttryck sidana som (77) och (78),
synes emellertid ogorligt. Det torde ndmligen vara ganska besvirligt att
bedéma sambandet mellan den topografiska variationen och férdelningsfunk-
tionen F(x,y).
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Kar. [I. DEN MATEMATISKA MODELLEN OCH
‘ VERKLIGHETEN.

De slutsatser, vi drogo i férra kapitlet, voro en féljd av vara sannolikhets-
antaganden. Innan vi tillimpa resultaten i ett praktiskt fall, maste vi éver-
tyga oss om att dessa sannolikhetsantaganden giva en dtminstone i grova
drag trogen bild av verkligheten. Vi skola darfér i detta kapitel — framst
med hjilp av statistiskt material frdn den andra svenska riksskogstaxeringen
— undersoka, hur pass vil den stochastiska modellen stimmer 6verens med de
faktiska foérhéallandena. I den mén vi finna en bristande Overensstimmelse,
maste vi vara beredda att modifiera antagandena.

Linjebredden.

Vi taga foérst upp en punkt, dir vi gjort ett medvetet avsteg fran verklig-
heten. Vi férutsatte i férra kapitlet, att taxeringslinjerna voro linjer i mate-
matisk mening, dvs. linjer utan bredd, medan de juisjilva verket dro badlten
av nagra meters bredd. Genom att giva en speciell innebérd it de i kap. II
inférda stochastiska variablerna f(#, v) kunna vi emellertid komma 6ver till
fallet med en positiv linjebredd. Vi kunna nimligen lita f(u, v) vara exempel-
vis ett genomsnittsvirde, vilket hinfor sig till en kvadrat med centrum i
(#, v), med en sida parallell med taxeringslinjens riktning och med sidans
dngd lika med taxeringsbéltets bredd.

Med denna tolkning kommer den till ett omride ¢ hinférda variabeln f(g)
ej att exakt svara mot den tidigare betraktade (formel 44). Man ser emellertid,
att det endast dr for hogprocentiga taxeringar, som denna bristande exakt-
het kan spela ndgon roll. I sidana fall far man givetvis tillimpa de ndgot
krangligare formler, vilka resultera ur antagandet att linjebredden dr > o.

Olika antaganden for olika omraden.

Vi skola vidtaga ytterligare en modifikation av vara sannolikhetsantagan-
den, vilken férefaller behovlig redan innan vi konfronterat modellen med verk-
ligheten. Det méste namligen a priori framstd som foga lyckat att — sdsom vi
gjort i féregdende kapitel — antaga, att de betraktade stochastiska variab-
lerna f(u, v) ha samma egenskaper i hela unders6kningsomradet, sdrskilt nar
vi ha att géra med mycket vidstrickta omraden. Det visar sig emellertid
nu, att om vi blott vidtaga vissa forsiktighetsmatt, de tidigare resultaten
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bibehalla sin giltighet d4ven under mer allminna antaganden. Ehuru det hela
ar ganska trivialt, skola vi 4gna problemet nigra égonblicks uppmirksambhet.

Vi tdnka oss, att undersdkningsomradet Q ir indelat i s delomréaden, Q;,
Qs - .-, Qs. Genom (; 16pa taxeringslinjer, vilkas sammanlagda lingd ir
L; langdenheter. Vi inféra olika antaganden f6ér de olika delomridena. Vi
férutsdtta sdlunda, att variablerna f(u, v) inom Q; karakteriseras av medel-
vardet m;, dispersionen ¢; och korrelationsfunktionen g;(f). Foér varje Q;
fa& vi da ett uttryck [g,7]?/L; f6r medelfelskvadraten (formel 66). Om vi
betrakta det slutliga medelfelet, ab/\/f, dir L = X' L;, erhdlla vi:

Le? =T L, e .. ... e (79)

Vi basera sedan medelfelsuppskattningen pd exempelvis den kvadratiska
formen T3, (67), med » = 2. Som framholls ikap. I (s. 20), béra vi da sld
samman ett visst antal uttryck av typen 73, dvs. bilda T enligt formeln:

ddr 779 4r det 4:e av de & olika uttrycken av denna typ. :

Om vi nu sprida ut de linjestycken, vilka ligga till grund f6r berdkningarna,
pa ett regelbundet sitt dver @, kommer varje Q; att vara representerat i T
i ungefirlig proportion till lingden L;. I sd fall giller approximativt:

s

E(T)=Z%’[abw]2 — e ... (8T)

1=1

I fortsattningen kunna vi darfor f6rutsitta, att vi endast ha att syssla med
sma omraden, for vilka vi arbeta med enhetliga sannolikhetsantaganden.

Observationer 6ver den topografiska variationens beroende
av avstandet. Korrelogram.

De grundldggande antagandena i forra kapitlet avsdgo den topografiska
variationens beroende av avstandet. Vi komplettera nu de tidigare mera all-
mint formulerade iakttagelserna med siffermassiga observationer. Vi ut-
trycka dessa med hjilp av korrelogram, vilka erhallas pa foljande sitt.

Till punkterna (u;, v;), vilka ligga utspridda éver ett omrade @, dro de ob-
serverade virdena f(u;, v;) anknutna. Vi taga bland punkterna ut ett visst
antal, 14t vara #, par av punkter, vilka ha den egenskapen, att avstdndet
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mellan de tva punkterna i ett punktpar ar ¢ léngdehheter. Det forsta punkt-
paret beteckna vi med (u;, v;), (#4,, v,), ndsta med (ug, v5), (44, v,) 0sv. Vi tilldta
hirvid, att en och samma punkt ingédr i tvd olika punktpar. Sa kan t. ex.
(g, v,) f& vara samma punkt som (us, v5), (#,, v,) f& vara samma punkt som
(45, v5) osv. Vi bestdimma nu en korrelationskoefficient, 7 (¢), enligt for-
meln: ’

"

E [f(aiei, 0aimy) —f1] [f (24, 024) — [s]

. (82)

7 () = Z:I - ,
\/ Z [fuaizn, vaic)) —HIP Z [fthas, vai) —fol®
1=1 1=1

= %iZf N Zu%ﬂ, ned).

Denna bestdmning utféres for olika virden ¢ En grafisk bild av 7(f) som
funktion av ¢ kalla vi ett korrelogram (jfr WoLD 1938, s. 135).

I tab. 3—5 redovisas négra enligt (82) utrdknade korrelationskoefficienter.
P34 tabellerna baserade korrelogram 4atergivas i fig. 1T och 12.

Fig. 11 och de motsvarande tabellerna 3 och 4 bygga pa uppgifter fran fem
taxeringslinjer i norra delen av Givleborgs ldn. Var och en av de fem linjerna
har en ldngd av 6 mil. Linjerna gé i riktningen sydvast—nordost; linjeavstdndet
ar 6%/; km. Deras inbérdes orientering 4r densamma som i fig. 1. De koeffi-
cienter 7 (¢), for vilka ¢ 4r < 62/; km bygga givetvis pd par av punkter, vilka
bdda ligga pad samma linje. Det i fig. 11 framstillda korrelogrammet giver
dédrfor besked endast om den topografiska variationen i linjerikt-
ningen. De koefficienter i tab. 3 (och 5), vilka hdnféra sig till avstdndet
6 667 m, avse emellertid den mot taxeringslinjerna vinkelrdta rikt-
ningen.

dar

. Pnovytow (tab 3)
Sa_mp[e pLoLs

« Arealexteriorer (tab &)
Area registers

-t -5t
O4e  + Os6e

_— .
0 L 1 I . W ——— N
0 05 10 15 20 25 30 km

Fig. 11. Korrelogram.
Correlograms.
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Utbredningen av skogsmark i norra delen av Givleborgs ldn enligt prov-

yteprotokoll frdn 1942 &rs taxering. Korrelationskoefficienter f6r punkter pa 200—6 667

meters avstdnd. Koefficienterna dro berdknade av 150—180 virdepar.
Area of forest land in the northern part of Gavleborg. Data from the sample plots
of the 1942 survey. Correlation coefficients for points at distances of 200—6 667

metres. The coefficients are calculated from 150—180 pairs of values.

r |2 | s 4 5
Avstand, meter, ¢ Korrelationskoefficienter, 7,

Distance, metres Correlation coefficients

Genom-|| Genom-
Min. | Max. | snitt | snitt
Average || Average

200 220 210 0.589 0.432 0.510

300 300 300 0.492 0.351 0.422

480 500 493 0.322 0.342 0.368 0.344

610 610 610 0.335 0.268 0.302

700 700 700 0.212 0.212

780 800 790 0.195 0.18% 0.191

980 I 0I0| I 00O 0.264 0.128 0.138 0.096 0.188 0.1153 0.155
I2I0 1480 I 333 0.034 0.223 0.145 0.156 —0.008 —0.057 0.082
1 600| I 800| I 667 0.180 —0.008 —0.016 0.220 0.056 —0.083 0.058
2 000| 2 000| 2 000 0.078 0.187 —O0.083 0.042 —O.112 0.146 0.043
2 200 2 600 2 425 0.042 0.098 0.056 —0.049 —O0.016 0.033 —O0.016 0.021
2 790 3780 3 I40 —0.026 0.074 0.060 0.074 0.056 0.043 0.065 0.136 0.060
4 000| 4 000| 4 00O ||—0.039 0.011 0.006 —0.010 —O.III 0.047 —O0.016
6 667| 6667 6667 ||—0.006 0.096 —0.033 0.036 0.018

Tab. 4. Utbredningen av skogsmark i norra delen av Gévle-
borgs ldn enligt arealexteridrer frdn 1942 4rs taxering. Korre-
lationskoefficienter for punkter pd 50—400 meters avstidnd.

Area of forest land in the northern part of Gavleborg. Data

from the area register of the

1942 survey. Correlation

coefficients for points at distances of 50-—400 metres.

3

Avstand, meter, ¢

Distance, metres

Antal vardepar
Number of pairs

Korrelations-
koefficient, 7

of values Correlation coefficient

50 640 0.693

100 560 0.522

150 480 0.460

200 400 0.397

! 250 320 0.362
300 240 0.341
| 350 160 0.312
400 8o 0,271
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Nir de i tab. 3 och 4 upptagna. koefficienterna bestamts, har f(u, v) haft
definitionen:

[ 1, om (u, v) hgger i skogsma.rk

fu, o) = ]o iannat fall .............. .. ... ..., (83)

Tab. 3 4r grundad pa s. k. provyteprotokoll. Punkten (%, v) har hdrvid
ansetts falla i skogsmark, om minst ¢/,, av den provyta som har sitt centrum
i (u,v) ar skogsmark enligt provyteprotokollet. Ifragavarande provyta be-
star av tva cirkelytor, var och en med 4.607 meters radie, med medelpunk-

-terna pa taxeringsbiltets mittlinje och pd 20 meters avstand. Provytorna
dro sex pa varje stricka av 2 km; tab. 3 bygger sadlunda pa protokoll fran
900 provytor.

Det minsta avstindet mellan tva nirbeligna provytor dar zoo m. Tab. 3
kan salunda ej giva nagra 7 (f)-viarden fér ¢ < 200 m. Till komplettering har
déarfor den péd de s. k. arealexteridrerna byggda tab. 4 utrdknats. I areal-
exteridren uppdelas taxeringslinjerna pa skilda dgoslag, boniteter, huggnings-
klasser osv., med angivande av de punkter, dir ett visst dgoslag, en viss boni-

Tab. 5. Landareal, skogsmarksareal etc. i norra delen av Géivleborgs lin enligt
provyteprotokoll fr8n 1942 4&rs taxering. Korrelationskoefficienter {6ér punkter pa
200—6 667 meters avstind. Koefficienterna #ro berdknade av 150-—180 virdepar.
Area of land and forest land etc. in the northern part of Gavleborg. Data from the
sample plots of the 1942 survey. Correlation coefficients for points at distances of
200—6 667 metres. The coefficients are calculated from 150—180 pairs of values.

: 2 s Loa | o0s s 47 ] 8
Genom- | a1
smtE igt korrela- ~ Genomsnitt av korrelationskoefficienter, 7,
avstand, tionskoeff. LT Average of correlation coeff1c1ents
meter, ¢ "
Number of
© Average correlation
distance, coeff.
metres %, F3 %= 0.87 #1|¥3——0.35 ¥1|¥3—0.41 ¥, ¥, —0.069 ¥,
200 I 0.728| 0.273 0.448 0.266 0.235 0.227
300 2 0.683| 0.207 0.266 0.196 0.166 0.175
493 3 0.436] 0.186 0.215 0.174 0.181 0.110
760 3 0.246| oO.101 0.145 0.116 0.099 0.041
993 3 0.230| 0.008| 0.091 0.010 0.024 0.022
I 520 3 0.178| 0.096 0.081 0.102 0.103 0.060
2 000 3 —-0.027
4 000 3 0.021
6 000 3 * 0.030
6 667 4 -—0.017
¥, = landareal; area of land.
%, = areal skogsmark; area of forest land
X3 = » av bonitet V, area of forest land of site-class V.

volym av trad med 6ver 15 cm brésthéjdsdiameter, m?;
yolume in cubic metres of trees with breast height girth above 15 centimetres,
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tet osv., slutar och nésta tar vid. Alla mitningar kunna anses hdnférda till
taxeringsbiltets mittlinje. Redovisningen ar emellertid ej fullstindig, sa till
vida att f6r sma av skog inneslutna myrar ofta blott linjelingden genom myr
men ej myrens lige angivits. I dylika relativt sillsynta fall har — for att be-
rikningarna i tab. 4 skulle kunna genomféras — slumpen fatt avgora, huru-
vida en viss punkt skall anses falla i skogsmark eller ej. En tabell (FIsHER &
YATES 1943, s. 90—95) &ver slumpmaissigt ordnade siffror, srandom numbers»,
har hirvid anvints. Funktionen f(#, v) har silunda nagot olika betydelse i
tab. 3 och i tab. 4, vilket torde forklara, att vi i det senare fallet erhélla ligre -
varden pa 7(f).

For tab. 5 har liksom fér tab. 3 provyteprotokollen bildat underlag. Kolumn
I itab. 5 svarar mot kol. 3 i tab. 3, medan var och en av kol. 3—8 svarar mot
kol. 5 i tab. 3. Det skulle féra for ldngt att i detalj redogéra for hur de olika
kolumnerna erhallits. D& de i kol. 5—8 upptagna koefficienterna dro av en
typ, som kommer att spela en viss roll lingre fram, skola vi emellertid beskriva
ett exempel och vilja dérvid kol. 6. Den i (82) ingaende variabeln f(#, v) har
i detta fall erhallits ur relationen:

f(u,v) =g, v)—k:h(uv), ..cccoooii... (84)

dar & (u, v) = 1 eller o, allteftersom den till (#, v) hérande provytan ligger i
skog eller ej (formel 83), medan g (u, v) = 1 eller o, allteftersom provytan lig-
ger i skogsmark av bonitetsklass V eller ej, under det att % 4r den relativa fre-
kvensen av provytor horande till bonitetsklass V bland samtliga pd skogs-
miark fallande provytor inom undersékningsomradet. For att g (#, v) skall vara
#+ 0 (dvs. = 1) fordras silunda, att dven % (%, v) ir = o. Detta samband mel-
lan % och g bor leda till att motsvarande korrelogram likna varandra. Genom
att ersdtta g (u, v) med den enligt (84) bildade differensen f (%, v) kunna vi
rdkna med att i viss mén eliminera det inflytande % har pé g.

Av figurerna ser man omedelbart den sjunkande tendensen hos 7(¢). Det
vill synas som om man redan fér ¢ = ca 3 km skulle f4 7 (f)-vdrden i omedel-
bar nirhet av nollpunkten. — Vill man genom ett analytiskt uttryck utjamna
de observerade vardena 7 (f), synes en uppat konkav avtagande funktion
lamplig. Med f6rs6ksvis inlagda kurvor av typen

premF b pyeE hy pi> 0, A p=1, ...... (85)

erhélles, som fig. 1T och 12 d visa, en god anpassning till korrelogrammen. I
vissa fall synes det vara tillrickligt med endast en term i (85), se fig. 12 a.

Ur vissa synpunkter hade det varit lyckligast, om varje observation f (u, v),
g (u, v) osv. hianfort sig endast till punkten (#, v) och ej somivéra exem-
pel till ett visst omrdde med centrum i (,v). Nir vi ha att géra med
en uppdelning av arealen, pd olika 4dgoslag, olika slag av skogar osv.,
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Fig. 12 a---d. Korrelogram.
Correlograms.

torde skillnaden dock ej bliva sa stor. Annorlunda stéller det sig, ndr vi be-
trakta siffror 6ver kubikmassa, tillvixt och andra egenskaper hos de
enskilda trdden. I detta fall kommer korrelogrammet att starkt paverkas
av storleken och formen av det omrdde kring (%, ), som ligger till grund fér
bestammandet av f (#, v). Om vi utnyttja endast ett mycket litet omrade kring
(, v), ndgon kvadratmeter t. ex., dr det ej uteslutet, att vi fa ett korrelogram,
som avviker ganska mycket frin dem, vi hittills sett. Man skulle nimligen
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kunna férmoda, att 7 (¢) 1 ett sddant fall far ett minimum strax till h6ger om
t =o, t. ex. fér ¢ = 2 meter, da triden ju ej kunna std hur tdtt som helst.
En effekt av detta slag synes foreligga pa akerfdlt. HUDSON (1941) har pavisat
en negativ korrelation mellan avkastningen av en ruta pa ett filt och plant-
antalet pa de nirliggande rutorna. For foreliggande undersékning torde pro-
blemet om hur 7(¢) beror av definitionen av f(#, v) dock vara av féga intresse.
Om man dédremot vill yttra sig om hur taxeringslinjernas bredd eller en prov-
ytas storlek och placering paverka en taxerings noggrannhet, bliva évervi-
ganden av detta slag betydelsefulla. — I litteraturen om filtférs6k framhalles
ofta limpligheten av att rutorna pa ett filt goras linga och smala. Se
t. ex. FISHER (1942, s. 65). Om man infér en av avstdndet beroende korrela-
tionsfunktion, blir det ytterst enkelt att motivera en sidan anordning.

Sambandet mellan korrelationsfunktion och korrelogram.

Vi antaga nu, att virdena f (%, v) i formel (82) dro observationer pd stochas-
tiska variabler med de i (35), (36) och (42) uttryckta egenskaperna. I sa fall
blir d4ven 7(f) en stochastisk variabel. Av vara sannolikhetsantaganden féljer,
att denna variabel maste ha vissa bestimda egenskaper. Vi skola nu se i
vad man dessa aterfinnas hos de observerade virdena 7 (f).

Vi antaga for enkelhets skull, att f; och f, (formel 82) dro genomsnitt till
precis samma observationer, att f, m. a. o. ir identiskt lika med f;. Genom
att i (82) ersitta var och en av de tre summorna med sin matematiska férvan-
tan fa vi:

E(f, —m)2
o(t) — [(flgz m)?]
_— E [(fl - ’WL)2] .................... (86)
o2

Under vissa betingelser kunna vi rikna med att 7 (f) med mycket stor sanno-
likhet ligger i omedelbar nidrhet av (86). Dessa betingelser kunna formuleras
pa olika sitt; det visentliga dr att #, 1 (82) ir stort och att motsvarande punk-
ter ej ligga alltfor tétt.

Lat oss antaga, att dessa férutsittningar dro uppfyllda. Formel (86) visar,
att # (f) da blir en linedr funktion av g (f). Véra antaganden om att g (f) 4r en
kontinuerligt fallande funktion méste medféra, att dven 7 (¢) far denna egen-
skap. Sa langt vara iakttagelser stricka sig finna vi heller intet som strider
hiremot, se fig. 11, 12, 14. Observera dock vad som nyss sades om de mét-
ningar, vilka hinféra sig till de enskilda triden. — Om kvoten E[(f; — m)?]/o?
kan férsummas, fa vi genom 7 (f) direkta observationer av korrelationsfunk-
tionen g (f). Man finner latt, att kvotens virde sjunker, om omradet Q utvid-
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gas. Hiarvid vixer tydligen 7 (f) mot g (f). Att korrelationsfunktioner, vilka
hinféra sig till ett geografiskt omrade, bliva beroende av detta omrades
storlek har tidigare observerats. Se t. ex. WoLD (1938, s. 109). WoLD betraktar
emellertid stochastiska variabler, vilka besta av en systematisk och en slump-
méissig komponent, varfér hans férklaring ej helt passar in i vért fall.

Att vi i (t) blott ha en viss linedr funktion av g (f) och ej g (¢) sjdlv, aren
ovasentlig oldgenhet. I féregaende kapitel jamférde vi en matematisk for-
vintan E(T) med &2 = E(T,). Vid dessa jimférelser kommo endast vissa
varden g (¢) att spela nagon roll, ndmligen de viarden g (f) antariett intervall
till héger om nollpunkten, uppgéende till hogst tva a tre ginger linjeavstan-
det . Om vi i detta intervall ha tillfredsstdllande observationer ¢ver en linedr
funktion av p (¢), kunna vi uppskatta kvoten E(T)/E(T,), di denna kvot €]
férandras, ndr vi géra en linedr transformation av g (f). Tillrdckligt precisa
observationer av 7 (¢) dro sdlunda i detta sammanhang till lika god nytta som
direkta observationer av o (£). Vi f4 hirigenom en viss motivering for att stu-
dera korrelationsfunktioner av typen (75).

Som férut framhallits, 4r det rimligt att forutsdtta, att vissa korrelogram,
7(¢), avvika fran en jamnt fallande kurva f6r vissa laga ¢-virden. Detta ar ej
mojligt, om ej p(f) har ett liknande foérlopp. Som likaledes antytts tidigare,
spelar det ej sd stor roll f6r denna undersokning, hur hirmed foérhaller sig.
Detta sammanhédnger med att for ifragavarande ldga ¢-virden samtliga av-
standsfunktioner i kap. II antaga virden mycket nira 2, varfor alla E (T),
sdlunda dven ¢,%, réna samma inflytande frin denna eventuellt upptradande
oregelbundenhet.

Den topografiska variationen i olika riktningar.

De hittills anférda virdena 7 (¢) ha f6r ¢ < b avsett variationen lings med
linjerna. Vi skola nu studera vissa data, som giva upplysningar dven om varia-
tionen i andra riktningar. _

Pa generalstabskartor 6ver norra Givleborgs lin utlades 384 grupper av
tre punkter. Unders6kningsomrddet var nagot stérre dn det tidigare betrak-
tade. Det inbordes liget av de tre punkterna framgar av fig. 13. For var och
en av de 3-384 = I 152 punkterna noterades, huruvida den enligt kartan
f6ll i skogsmark, annan mark eller vatten, varefter korrelationskoefficienter
utrdknades pa samma sitt som nyss. Se tab. 6.

Ehuru tabellen bygger pd ett relativt litet material, dro skillnaderna mel-
lan korrelationskoefficienter fér olika riktningar sé stora, att det maste fore-
falla troligt, att de skulle kvarstd dven om man utvidgade undersékningen
genom att taga med ett mycket stort antal punkter. Nu 4r dock att mérka,
att verforandet till kartan av iakttagelser ute i terréngen'ej sker pa ett lik-
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formigt sdtt i alla riktningar, varfér divergenserna mellan olika koefficienter
i tab. 6 ej nédvandigtvis behéva svara mot nigon faktiskt féreliggande olik-
het. Som exempel pi denna olikformighet kan nimnas, att tecknen for sank
mark alltid ritas i riktningen dster—vister.

Ett statistiskt material, som ar bittre dgnat att belysa problemet, forelig-
ger i de vid taxeringen av landets tre sydligaste lin under sommaren 1945
insamlade uppgifterna. Vid denna taxering inlades ndmligen ett regelbundet
linjenét saval i nord—sydlig som i vist—ostlig riktning. I tab. 7 visas korre-

N
P3 500V2 m Py

500 m 500 m

S P1

Fig. 13. Léaget av punkterna P,, P, och F, i tab. 6.
The location of the points P;, P, and Pj; of Tab. 6.

lationskoefficienter, vilka berdknats med hjilp av provyteprotokoll fran ett
rektangulirt omrdde i mellersta Blekinge. P4 varje linjestycke av 2 km
langd utlades fem provytor av férut beskrivet slag. Tabellen dr baserad pa
I 000 provytor, 500 fran vardera linjesystemet. Det visade sig, att av de 1 ooo
ytorna f6llo 572 pa skogsmark, 39I pd annan mark och 37 i vatten. P4 grund
av den ringa utbredningen av vatten ha berikningarna inskrinkts till att
gilla den genom (83) definierade variabeln f(u,v) utan att ndgon korrektion
i stil med (84) foretagits.

Tab. 6. Landareal och areal skogsmark i norra delen av Gidvleborgs ldn enligt karta.
Korrelationskoefficienter fér tre olika riktningar. Varje koefficient bygger pa 384
virdepar.

Area of land and forest land in the northern part of Gavleborg. Data from map.
Correlation coefficients for three different directions. Each coefficient is based on
384 pairs of values.

: | 2 [ 3 I« | 5 | 6
Korrelationskoefficienter, 7,
Punlkter Riktning Avstand, meter, ¢ Correlation coefficients
Points Direction Distance, metres
(fig. 13)
¥1 E7) X9—0.80 %
P, P, SV—NO 500 0.404 0.231 0.103
P,, P, SO—NV 500 0.554 | . 0.309 0.201
P, P, o—V 500\/; 0.387 0.325 0.145

#; = landareal; area of land.
%, = skogsmarksareal; area of forest land.
N = North, O = East, S = South, V = West.

5. Meddel. frdn Statens Skogsforskningsinstitut. Band 36:I.
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Tab. 7. Utbredningen av skogsmark i mellersta Blekinge enligt provyteprotokoll frin
1945 ars taxering. Korrelationskoefficienter for punkter pd 400—3 600 meters avstdnd
och tvd olika riktningar. Varje koefficient bygger pad 100 vérdepar.

Area of forest land in the central part of Bleking. Data from the sample plots of
the 1945 survey. Correlation coefficients for points at distances of 400—3 600 metres.
Each coefficient is based on 100 pairs of values.

: | 2 | 3 | 4 | 5
Antal korrela- . . .
Lo tionskoeff. Genomsnitt av korrelationskoefficienter, 7,
Gel}onlsnltthgt (vardera Trikt- Average of correlation coefficients
avstand, meter, ¢ .
. ningen)
Average distance, Number of -
metres correlntion onett. | Vast—Ost Nord—Syd | Bada riktningarna
(each direction) West—Fast North—South Both directions
400 5 o0.172 0.274 0.223
8oo 5 0.044 0.194 0.119
I 200 5 —0.046 0.095 0.025 .
I 600 5 —-0.023 0.050 0.014
2 000 5 —0.018 0.021 0.001
2 400 4 0.040 0.031I 0.035
2 800 3 0.046 0.043 0.045
3 200 2 —0.021I 0.067 0.023
3 600 I 0.013 0.126 0.069

Av tab. 7 och den pi tabellen grundade fig. 14 finner man, att korrelatio-
nen dr starkare i riktningen nord—syd 4n i riktningen vast—gst.
Resonemangen i férra kapitlet voro avhingiga av antagandet, att g (f) 4ar
en funktion av enbart avstindet, att den topografiska variationen silunda

r(t)
1,0

x Vst - Ost
West - East

¢ Nord - Syd
North -"South

o ‘Bada Piktningapna
- Both directions

Ouet+ 0ee ™t (fip. 11)

Fig. 14. Korrelogram.

Correlograms.
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ar lika stark i varje riktning. Redan de i tab. 6 och 7 anférda siffrorna 4ro nog
for att detta antagande skall framsta som tvivelaktigt. I sjdlva verket synes
det vara pa denna punkt, som den allvarligaste invindningen mot den tidi-
gare diskussionen kan resas. Vi maste darfor se i vad mén ett upphdvande av
antagandet inverkar pa giltigheten av resultaten i kap. II.

Om man vill tillimpa samma teori pa andra problem, t. ex. den statistiska
teorin f6r jordbrukets faltforsok, tillkomma givetvis andra synpunkter; man
kan t. ex. ha anledning att rikna med en periodisk komponent i g (f) osv.
Se »STUDENT» (1937, s. 365).

Vi inféra nu beteckningen o (f, @) f{6r korrelationen mellan punkter,
vilkas avstdnd 4r ¢ och vilkas sammanbindningslinje gar i riktningen 6.
Det medelfel ¢, vilket vi ¢nska uppskatta, erhilles ur formeln

s2—at[[olt,0)a(t,0)d6 di.

For enkelhets skull antaga vi, att linjeriktningen dr @ = o. Vi inféra
funktionen 4, (f) genom relationen:

k4

o, 0)-ay(t) =fo(t O)alt, O)doO,

varav:

Genom (87) uttrycka vi &2 som en funktion av korrelationen i linje
riktningen. Om g ({, ®) ir oberoende av 6, blir a, ({j = a (¢/b), formel (57).
Om vi i stillet antaga exempelvis, att o (¢, @) f6r varje ¢ har sitt ligsta

virde, nir @ = o och dirpa vixer tills @ = gfér att sedan aterga till sitt

minimum, kommer a,(f) att ha ett utseende sddant som den streckade
kurvan i fig. 15. I detta fall blir det s6kta medelfelet mindre dn det vi
skulle erhdllit, om korrelationen i varje riktning varit o (¢, 0):

a<<o? ot o)d<£> at.

Om vi sd betrakta de kvadratiska former, vilka dro varianser bland linje-
stycken frin en och samma linje, méste vi konstatera, att de influeras endast
av g(t, 0), korrelationen i linjeriktningen. Genom dem f4 vi sdledes uppskatt-
ningar av det hogra ledet i ovanstiende formel och f4 en 6verskattning av &2
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I Om ddremot i nagot fall p(f, ®) skulle antaga speciellt hoga virden just
fé6r @ = o, kommer a, () att ha ett motsatt forlopp i férhallande till Z (¢/d)
mot det som visas av fig. 15, och vi riskera att underskatta &2,

Lat oss direfter granska nagon formel, som bygger pa observationer fran
olika linjer, t. ex. T, med #» = 2 (69). Vi &vertyga oss litt om att E (T,) paver-
kas 4t samma hall som &2, nir g (f, ©) far variera dven med @. Om g (£, O)
synes vara starkt beroende av @, har man .darfor skdl att basera medelfels-
uppskattningen pa en formel av typen T,.

k Man har nu all anledning att rdkna med att korrelationen ir svagast
i linjeriktningen. I sddana fall torde man ej 16pa nagon risk att under-

2k _ 5(‘1/b)

-2F

skatta ¢,2 genom nagon av de i féregdende kapitel féreslagna formlerna. Sir-
skilt formler av typen (67), (7I), (74), varianser bland virden f6r stycken av
samma linje, komma att innehélla en extra sikerhetsmarginal.

|- Man kan ifrigasitta, om olikheterna mellan g (¢, ®)-virden f6r olika @ 4ro
sa stora, att de spela ndgon nimnvird roll ur medelfelssynpunkt. De enda
uppgifter, som sti att finna i litteraturen, dro de av LAPPI-SEPPALA (1924,
s. 25) anfoérda. Vid taxering av en skog om 0.27 kvadratmil fann LAPPI-SEP-
PALA, att felen i genomsnitt blevo ungefir dubbelt s stora vid den simsta
som vid den bista linjeriktningen. Uppskattningen avsig antalet stammar i
vissa diameterklasser. Nir man taxerar ett si stort omrdde som ett helt 14n,
kan man inte rikna med att samma linjeriktning &r den bista for varje del
av linet, varfér skillnaderna mellan till olika riktningar hoérande medelfel
méste bli mindre 4n vid taxering av ett litet omrade.

I syfte att ytterligare belysa detta problem och f6r att fa ett allmént be-
grepp om formelvalets praktiska betydelse vid medelfelsuppskattningar skola
vi nu se efter, vilka virden de tidigare diskuterade formlerna giva, nir de
tillimpas p& uppgifter fran riksskogstaxeringen.
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Variansanalys av uppgifter fré"tn linjestycken.

I detta avsnitt anféras endast de utriknade virdena av olika kvadratiska
former T i friga om rdkningarnas utférande hinvisas till kap. IV samt till
BonNIER & TEDIN (1940, kap. 8—10). Till varje virde angiva vi ett tillho-
rande antal frihetsgrader, f. Vi bestimma f pd ett sadant sitt att:

2)f = <%>2, .................... (88)

sedan I (T)/E (T) bestamts enligt (17). Endast om T':s matris satisfierar rela-
tionen (20), ha frihetsgraderna sin vanliga betydelse av virdet pd parametern
i en y*fordelning. I allmdnhet torde dirfor (17) ej vara exakt tillimplig.
Formeln torde dock giva en ungefirlig uppskattning av D (T)/E (T). — Idet
féljande uttryckas alla avstand och lingder i km samt alla volymer i kubik-
meter.

Tab. 8 bygger pa uppgifter, vilka erhoéllos vid 1945 &rs taxering av Ble-
kinge. Den avser ett rektanguldrt omrade i mellersta delen av linet. Omradet
ar ndgot stérre 4n det som lag till grund f6r tab. #. Vid denna taxering hade
man tva system av taxeringslinjer, ett vdst—ostligt och ett nord—sydligt. I
bada fallen var linjeavstindet 2.5 km. Den sammanlagda linjelingden inom
det betraktade omradet dr 432 och 456 km for det vist—ostliga, resp. f6r det
nord—sydliga systemet. Av det insamlade siffermaterialet ha fér tab. 8 endast
anvints uppgifter om linjelingd genom skogsmark, vilka foreligga for varje
linjestycke av 2 km langd.

Tab. 8. Utbredningen av skogsmark i mellersta Blekinge enligt 1945 &rs taxering.

) Olika kvadratiska formers virde.

Area of forest land in the central part of Bleking. Data from the 1945 survey.
Values of different quadratic forms.

-1 | ‘o2 ‘ 3 | 4 5 i 6 | 7
Den kvadratiska formens varde Frihetsgrader
TFormel Valuq of the quadratic form Degrees of freedom
Formula Vast— Ost|Nord-Syd|[VOochNS| VO NS  [VOochNS
West—FEast |[North-South|WE and NS WE NS WE and NS
T, (67) mn=2c¢c= 2| o0.064x 0.0674 0.0657 | ° 140 143 283
n=2¢= 4 0.0923 0.1044 0.0985 54 57 III
n=3c= 8 o.0772 0.2076 0.1442 36 38 74
7= 2 C==24] 0.2525 8
T, (69) = 2 c¢== 8| o0.08z2r1 0.1614 0.1240 33 36 - 70
N=2 ¢c= 24 0.0801 0.1356 0.1095 1T 12 23
Ty (71) k=2 c¢= 2| o0.0609 0.0587 0.0598 104 103 207
T, (72) h=2c¢= 0.0790 0.1707 0.1293 23 27 30 .
k=2 ¢ = 24 0.0660 0.I351I 0.1039 7 9 16
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Tab. 9. Utbredningen av land och skogsmark samt volymen av trdd med &ver 15
cm brésthdjdsdiameter i norra delen av Givleborgs lin enligt 1942 4rs taxering.
Olika kvadratiska formers vérde.
Area of land and forest land and volume of trees with breast height girth above
15 cm in the northern part of Gavleborg. Data from the 1942 survey. Values of
different quadratic forms.

. |2 s L« 1 s 1 6 | 7
Den kvadratiska formens vérde .
Kvadratisk form Value of the quadratic form Frihetsgrader
Quadratic form | - Df:g;g(e)smof
%y Xy ! P Xo—— 0.78 X1|¥3 — 57 ¥,
i
T, (67) m= 2¢= 2| 0.0505 | 0.0793 849 0.0367 629 91
N = 20¢= 4| 0.0745 0.1368 I 036 0.0625 616 35
T3 (71) k= 2c¢= 2| 0.0383 | 0.0695 808 0.0338 592 68
x; = langd o6ver land, km; length on land, km.
Xo= » » skog, »; » in forest, «.
#3 = volym, m?3; volume, m?.

Vi se av tabellen, att de kvadratiska formerna nistan genomgéende erhélla
hégre virden, nédr vi anvianda uppgifter fran det nord-sydliga linjenitet. Vi-
dare bekriftas av tab. 8 den stora roll, som linjestyckets ldngd ¢ spelar, sir-
skilt fér former vilka i likhet med 77 bygga p4 varianser bland virden anknutna
till stycken av en och samma linje. Formerna T, och 7, med hoga c-virden
anknyta ndrmast till de differensformler f6ér hela linjer som diskuterades i
kap. I (formlerna 8 och o, jfr raderna j och p i tab. 2). Det skulle fora f6r langt
att diskutera alla formerna. Sammanfattningsvis kan man siga, att resulta-

Tab. 10. Uppgifter frdn 1943 och 10944 irs taxering av
Various data from the 1943-—1944 survey of
: = | s | 4 | s | 6 | 7 | 8 |
Den kvadratiska
Formel Value of the
Formula :
X Xy | Xp—O0.74 %y | Xy |¥3—I7.8%, ¥y |¥4—0.024%,
1 1 1
T, (67) %= 2 ¢= 2/0.0317/0.0644 0.0486 120.4 90.3 0.0029 0.0028
%= 2 €= 4[0.0402/0.0620 0.0344 187.3 143.6 0.0029 0.0028
T, (69) N = 2 ¢C= 2{0.0417|0.0700 0.0430 155.4 126.6 0.0031 0.0030
N =2 C= 4|0.0539/0.0784 0.0344 I199.4 I7I.1 0.0036 0.0034
=2 ¢c== 8/0.0499/0.0794 0.0416 239.9 216.1 0.0033 0.0032
Ts (71) k=2 ¢= 2|0.0298/0.0532 0.0447
T; (73) m=m= 2 ¢= 2|/0.0295/0.0617 0.0515 III.4 82.2 0.0026 0.0025
M= 4N=2 C= 2[0.0390/0.0669 0.0434 127.7 96.8 0.0030 0.0029
M= n=2 C= 4/0.0578/0.0773 0.0273 159.¢ 126.0 0.0039 0.003%7
1 112 frihetsgrader; 112 degrees of freedom.

%, = linjelangd Over land; length of line on land.

Xy = » genom skogsmark; length of line through forest land.

x3 = kubikmassa av trdd med 6ver 25 cm brosthéjdsdiameter;
volume of trees with above 25 cm breast-height diameter,
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ten std i god ¢verensstimmelse med vad man enligt kap. I kan vdnta — om
man tar hdansyn jamval till att korrelationen dr svagast i vist—ostlig riktning.
Slutligen fortjanar det papekas, att for samtliga de i tabellen meddelade
formlerna 4r linjestyckets lingd ¢ stérre &n minimistrdackan, varfor de
enligt kap. II tendera att overskatta den sokta medelfelskvadraten, e,,.

Tab. g och 10 visa en liknande bearbetning av data fran andra delar av Sve-
rige. Tab. g bygger pa virden fran det tidigare betraktade rektangulira om-
rddet i norra delen av Gévleborgs lin. Detta 14n taxerades ar 1942 med lin-
jer, vilka 16pte pa ett avstdnd av 6%/; km i riktningen sydvist—nordost.
Materialet till tab. 1o har hdmtats fran taxeringen 1943—44 av Kopparbergs
lan. Vid denna taxering voro linjeavstand och linjeriktning desamma som
vid 1942 ars taxering av Givleborgs lan. Tabellen bygger pa virden frdn 25
delomrédden, vilka ligga jamnt férdelade 6ver hela Kopparbergs lin. For varje
delomrade ha utnyttjats observationer fran 8 km langa stycken av tvd an-
gransande linjer. En del av dessa observationer dro atergivna i tab. 11 i kap.
IV. I kol. 18 av tab. 10 har angivits vardet pa en index, vilken erhallits pa
sd vis, att for var och en av de i kol. 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14 och 16 upptagna vari-
ablerna virdet av varje kvadratisk form uttryckts i procent av variansen
mellan de 8 till 2-kilometerstrackor hérande virdena inom de 25 grupperna,
varefter genomsnittet av dessa procenttal utrdknats for varje kvadratisk
form.

Ett par papekanden skola anknytas till dessa tabeller. Man ser, att om man
bildar »avvikelser fran vintat virde», sdsom i formel (84), gar variansen alltid

Kopparbergs ldn. Olika kvadratiska formers virde.
Kopparberg. Values of different quadratic forms.

| o | 10 X 12 | 13 | 14 | 15 16 | 17 | 18
formeqs varde Frihets-
quadratic form grader |Tndex
Degrees of
X5 |¥5-—~0.193%X, Xg Wg—O0.475X3] Xy |¥;—0.300X%, ¥g |¥g—0.002%, freedom
0.0216 0.0209 0.0570 0.0408 0.0510 0.0405 0.0010 0.0010 I00 9I.o
0.0139 0.0118 0.0540 0.0462 0.0529 0.0422 0.0012 0.00I2 50 93.6
0.0237 0.0226 0.0710 0.0550 0.0581 0.0500 0.001II 0.00II 100 105.5
0.0263 0.0227 0.0971 0.0727 0.0622 0.0610 0.0012 0.001I2 50 I22.1
0.0356 0.0340 0.1379 0.1017 0.0744 0.0773 0.0012 0.0012 25 144.5
69 88.9
0.0211f 0.0226 [0.0449| 0.0373 [0.0539] 0.039I [0.00I0f 0.00I0 50 88.9
0.0197 0.0189 0.0487% 0.0394 0.0526 0.0409 |0.00II 0.00TIIX . 75 92.4
0.0170 0.011I5 0.0563 0.0437 0.0501 0.0447 0.0012 0.0012 25 99.6
x4 = linjelangd genom huggningsklass A; length of line through cutting class A.
Xy = » » » B; » »oo» » » » B.
Xg = » » » C; » » » » » » C
X, = » » » D; » » » » » » D
Xy = » » » E; D T » » » E
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ned. Vidare finner man, att exempelvis en siddan variabel som landarealen
ar ganska kinslig f6r formelvalet (tab. g kol. 2, tab. 10 kol. 2), medan t. ex.
den totala kubikmassan — sdrskilt sedan inflytandet frdn skogsmarksarealens
variation eliminerats enligt (84) — ej reagerar lika kraftigt (tab. g kol. 4, 6).
Detta resultat stimmer vil 6verens med vad vi bora vinta som en féljd av
resp. korrelograms utseenden (se fig. 12 a, d). Enligt kap. I bér ndmligen en
variabel med langsamt fallande korrelationsfunktion (typ II, fig. 4) vara be-
tydligt kdnsligare 4n en variabel med en mera hastigt avtagande funktion
(typ I, fig. 4).

Fransett enstaka undantag 4r den inbordes storleksordningen av de skilda
kvadratiska formernas varden den man kan vinta enligt kap. II. Den mest
idgonenfallande avvikelsen ar att i tab. 10 formen 77 med n =2, ¢ =4
antar laga vidrden i kol. g—r10. Gar man till primdrmaterialet, finner man, att
detta kan forklaras av abnorma spridningsférhallanden inom en av de 25
grupperna, vilken omfattar bl. a. en del av Orsa besparingsskog. Detta och
andra resultat visa, hur viktigt det 4ar, att medelfelsuppskattningen grundas
pa ett stort antal observationer, ett stort antal linjestycken.

Slutligen fortjdnar det att framhallas, att de kvadratiska formerna i tab.
8—10, med undantag fér 73 med # = 2, ¢ = 24 i tab. 8, 4ro uttryck fér den
topografiska variationen 6ver ganska korta avstind. Ett exempel pa en form,
som influeras av variationen 6ver mycket langa avstand, fa vi genom att
bilda variansen mellan de till de 25 olika delomradena av Kopparbergs lin
hérande virdena. En utrdkning ger vid handen att den i kol. 18 av tab. 10
upptagna indexen i detta fall skulle antaga det hoga virdet 288.7. Inskranker
man sig till att jimfora de former, vilka enligt den tidigare teoretiska diskus-
sionen dro limpliga som ndrmevidrden fér medelfelskvadraten, maste man
konstatera, att de giva ganska Overensstimmande uppskattningar. Harav
torde man kunna draga den slutsatsen, att korrelationsfunktionerna i allmén-
het 4ro av typ I, dvs. hastigt fallande i f6rhallande till linjeavstandet, samt
att det ej synes pakallat att vilja ut speciella kvadratiska former for att taga
hiansyn till den systematiskt valda linjeriktningen. Givetvis kunna dessa
resultat fran Blekinge och Kopparbergs lin ej utan vidare tillimpas pa andra
geografiska omraden.
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Kap. IV. MEDELFELSFORMLER FOR UPPSKATT-
NINGAR GRUNDADE PA LINJETAXERING.

I kap. IV—VI skola vi soka att praktiskt tillimpa de resultat, vi kommit
fram till i de tidigare kapitlen. De ytterligare kompletteringar av de mate-
matiska resonemangen, som kunna bliva nédvindiga, skola vi forligga till
finstilta stycken, vilka kunna férbigds av den ldsare, som endast Snskar se,
hur medelfelsformlerna skola anvdndas. Vi bérja i detta kapitel med den re-
gelbundna linjetaxeringen.

Allmin medelfelsformel.

Ett omrade Q har arealen 4 km? (inklusive sjéar och Qattendrag). Genom
omradet liggas parallella taxeringslinjer med det inbdrdes avstidndet & km.
Taxeringslinjernas sammanlagda lingd, inklusive lingd 6ver vatten, 4r L km.

Pa linjerna goras observationer av nagon viss storhet, t. ex. lingden genom
skogsmark eller dver myrar, antalet trid av visst slag, kubikmassan i vissa
dimensionsklasser osv. For att ha en bestdmd storhet f6r 6gonen antaga vi,
att det 4r fraga om skogsmarkens utbredning och att ¥ km av taxeringslin-
jerna befinnas 16pa genom skogsmark. Vi uppskatta da den totala skogs-
marksarealen inom Q till

X, = % -4 km®.
- Vi fréga oss nu: hur stort 4r denna uppskattnings medelfel?

Vi anvinda den grekiska bokstaven ¢ (utlises »épsilon») for att beteckna
medelfel. Om U 4r en av taxeringen erhallen uppskattning, skriva vi silunda
dess medelfel som &(U). Det sokta medelfelet 4r alltsa ¢(X;). Vidare skola vi
fér att beteckna addition anvinda den (stora) grekiska bokstaven 2. (utlises

7
ysigmay). X u; betyder summan av de n storheterna uy, u,, ..., u, Ofta

1=1X
uteldmnas de betéckningar, som avse termernas antal, man skriver silunda
2 u; eller helt enkelt X'» (l4s »summa %;» resp. »summa #»).’

For att skaffa oss ett ndrmeviarde for ¢ (X;) skola viforst bildaett uttryck
f6r variationen i skogsmarkens utbredning inom . Till detta
anvianda vi uppgifter fran ett antal linjestycken, utspridda pa ett regel-
bundet sitt dver Q, sa som fig. 16 visar. Linjestyckena ligga, som synes, par-
vis intill varandra pad taxeringslinjerna. Vi beteckna deras antal med 2#;
vi ha silunda » par av linjestycken. I fig. 16 4r # = 11. I ett praktiskt fall
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bor » viljas stérre, girna ca 25, i vissa fall ind4 stérre, se s. 86—87. Det kan
vidare papekas, att man kan ldgga ut linjestyckena dven efter andra ménster
an det, som anvints i fig. 16. Det vdsentliga 4r, att de # paren av linjestycken
spridas ut nagot sd nir jamnt 6ver hela (. Varje linjestycke har lingden ¢
km; vi dterkomma strax till frdgan hur stort ¢ bor vara. Vi lata x, beteckna
laingden i km genom skogsmark pa det férsta linjestycket, x, motsvarande

~ 7N
—~
_ - \ -7~
_ — - ~ <
= L 2 . L 53 Xe O
f T T T t T t i —
—_— /
bhkm{ 7/ kM d
| / taxeringslinje
\ X5  Xg { line
1 4 1 4 i 1 i i i 4 i surve)/
St T T f T T T T f i f
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\y f 1 T f t f t ¥ T
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‘ \
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\ | , X xa2 , , X13 X ~
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L L L L L s . n L
FF t T T T f T f T t i T
~ -
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-~
—_— ~
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Fig. 16. Illustration till formel (89). Par av linjestycken fran samma linje.
Illustration to formula (89). Pairs of sections from the same line.
langd pa det andra linjestycket osv. Se fig. 16, dir dessa beteckningar skrivits
ovanfor resp. linjestycken.
Som uttryck fér variationen i skogens utbredning inom ( taga vi nu summan

n

I
T(x, %) = E (Fai—Xpi—1)% =

=1 B
- % [ — 2)2 & (% — %g) oo b (Hym— Tam)?] oeee .. (89)
Detta uttryck drens.k.kvadratisk form ide 2# storheterna xy, %,, . . ., %20
Av kap. II framgar, att om vi ligga just denna kvadratiska form till grund fér
medelfelsberikningarna, bor lingden av vart och ett av de 2# linjestyckena,
vilken vi betecknat med ¢, viljas sd, att foljande samband 4r dtminstone
approximativt uppfyllt:
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Formen (89) ar ett specialfall av den i kap. II betraktade formen (67); den er-
hélles genom att man i (67) sdtter » = 2. P4 samma sdtt fis (89 a) ur (67 b).

Langden ¢ bor salunda vara ungefir lika med halva linjeavstandet. I kap.
II visades, att ett ligre virde pa ¢ medfor en risk, att medelfelet systematiskt
underskattas, medan ett hogre c-virde ger en tendens till 6verskattning av
medelfelet. ‘

Innan vi ga vidare pa var viag mot ¢ (X;), skola vi ett 6gonblick dréja vid
fragan, hur T (x, x) skall raknas ut i ett praktiskt fall. Vi kunna givetvis direkt
anvianda formel (89), silunda rikna ut varje differens, xy—x;, x,—=%5, OSV.,
och sedan bestdmma differensernas kvadratsumma. Vi kunna emellertid —
om vi vilja undvika alla dessa subtraktioner — i stillet anvdnda formeln

2N n
T(x,x)z—I— 2 X%t — X2, | =
2n 21—1,217
=1 i=1

=—I—[2 (e + 2+ )=, o, )] (89D)

2n 2n

Hiér betyda xy,5, %54, - - ., %an—1, 2» de observationer, som hinféra sig till par
av linjestycken, saledes:

X1,z = X1 T Xy
X3, 4 = X3 + %4

Xon—1,20n = Xan—1 T Xane

Slutligen kan man undvika differensbildningen dven genom att rdkna ut
T (#, ) enligt formeln

2N n
I
T(x,2)=— x?—2 Xpi—1Xei | =
2n ’ B

=1 1=1

zili(xf—l—xz2 + 22+ L —i—x;n)—z(x1x2+x3x4 +

2n

+ x5%6+ ... —{—xm_lxzn):l ........................ (89¢)

Vilket sitt man viljer, bér goras beroende av vilka riknemaskiner, man
har till sitt férfogande. Ridknar man fér hand, 4r det bést att anvinda (89).
Vidare kan det givetvis ur kontrollsynpunkt vara limpligt, att man rdknar
ut T (x, x) efter tva olika av dessa tre formler.



76 BERTIL MATERN ' 3611

Sedan man bestdmt T (¥, x), fir man det sckta medelfelet efter ett par enkla
rikningar. Vi angiva emellertid f6rst en formel for medelfelet i %, ¢ (x):

e(x) = \/£ T(%, %) oo v i e o (90)

c

Formel (90) dr av samma typ som medelfelsformlerna till en summa av okorre-

lerade storheter. Om var och en av de inbdrdes okorrelerade storheterna Uj,
"

U,, ..., U, har dispersionen o, har deras summa U = X' U; medelfelet ¢ (U) =
—_— 1=1

=0 \/n I formel (9o) svarar T (¥, ¥) mot ¢% och L/c mot antalet ». Taxeringslin-

jernas sammanlagda lingd, L, motsvarar ju ett antal av L/c linjestycken av ling-

den c.
Var uppskattning av skogsmarksarealen, X;, erhalles dirigenom, att x
multipliceras med faktorn A/L. Foér att f4 motsvarande medelfel ha vi endast

att multiplicera ¢ () med samma konstant:

Exempel 1.
Aren 1943—44 taxerades Kopparbergs lin med en linjetaxering med linje-
avstandet 6% km. Hela linets areal ar enligt Statistisk arsbok 30 169.65 km?,

taxeringslinjernas sammanlagda lingd befanns vara 4 527.13 km, varav
3 108.44 km genom skogsmark. Med vara tidigare beteckningar dr alltsa:

b = 6% km, A =30169.65 km?* L =4527.13 km, x = 3108.44 km.
Den totala arealen skogsmark uppskatta vi till

X =%A = 20 715.23 km?

D& vi kdnna linets exakta landareal, kunna vi f4 en sikrare uppskattning
an X,. Vi aterkomma till detta iex. 2. Visoka emellertid nu ¢(X;). Viskola
da skaffa oss uppgifter 6ver skogsmarkens férekomst pa ett antal par av nar-
liggande linjestycken. Enligt (89 a) skall varje linjestyckes lingd, ¢, vara
ungefir lika med ‘

3% _ 0.4775-6.6667 = 3.183 kim,
27
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Da det statistiska materialet ar redovisat pa 2 km-stycken, vilja vic = 4 km.
Vi undvika givetvis alternativet ¢ = 2 km for att ej riskera att underskatta
medelfelet.

Av tab. 11 (de med x utméirkta kolumnerna) f& vi nu uppgifter fran 100
sadana 4 km-stycken, parvis utspridda 6ver Kopparbergs ldn. I fraga om det
satt, varpd linjer och linjestycken betecknas i tab. 11, hdnvisas till Rzksskogs-
taxeringsnimnden (1932) s. II—15. Av tabellen finna vi

X, = 1.82, Xy = 2.64, Xy, 9 = %1 T Xy = 4.46,
%3 = 2.02, %, = 1.64, Xg, 4 = X3 + %, = 3.66,
X99 = 3.51, X100 = 3-46, Xg9, 100 = Y99 + X190 = 0.97.

Vi berikna kvadratsummorna

I00

> x% = (1.82)% 4 (2.64)% 4 (2.02)2 4+ ... 4 (3.51)% + (3.46)2 = 912.8217,

=1

50
2 % = (4.46)% + (3.66)2 + . .. -+ (6.97)* = 1 800.8577.

21—1, 21
Formel (89 b) ger:
T (%, x) = —2;56[2- 912.8217 —1I 800.8577] = 0.247 857.

Som kontroll anvinda vi (89):

T (x, x) = 2‘150 [(2.64 —1.82)% + (1.64 —2.02)2 + . .. +

4 (3.46—3.51)2] = 0.247 857.

Till slut sdtta vi in vara vdrden i (91) och fa

30169.65
V4 527.13-4

Med ett vanligt satt att skriva medelfelet kunna vi da angiva den totala
skogsmarksarealen till

e(Xy) = \0.247 857 = 224.1965-0.497 852 = III.62.

20 715.23 4 I11.62 km?2,

Vi kunna ocksd redovisa den nu verkstillda noggrannhetsbestimningen
pa sa vis, att vi angiva det relativa medelfelet. Om U ir en uppskattning
med medelfelet ¢ (U), 4r det relativa medelfelet

160 e(U)




Tab. 171.

Landareal, skogsmark, kubikmassa i Kopparbergs lin. Prim#rmaterial fér medelfelsbersikning.

Area of land, area of forest land, volume in Kopparberg. Data for the calculation of standard errors.

Linje Linje Linje i Linje| Linje|
Line km| y x b4 Line 4km| y ¥ 2z Line 4km| y ¥ g Line 4km| y x K4 Line 4km| y X F1
120 | 674|3.34|1.82| 36.2| 180 | 714|3.99|3.27| 20.8| 220 | 694|2.45|2.12| 34.9| 260 | 714|4.00|3.30| I.2| 320 | 634|3.75!2.48| 52.7
678| 3.98|2.64| 63.2 718| 4.00[3.33] 89.5 698| 2.37|2.24] 78.2 718(3.99/3.28] 19.0 638| 4.00|2.44| 87.4
7.32|4.46| 99.4 7.99|6.60| I19.3 4.82|4.36/113.1 7.99/6.58| 20.2 7.75| 4.92| I40.1
126 | 674| 4.00|2.02| 25.4| 186 | 714|4.00|2.93| 57.8] 226 | 694| 4.00|3.68| 65.0| 266 | 714 3.7013.51 152.2| 326 | 634|4.08/3.02| 48.8
678(2.98| 1.64| 25.1 718|3.94|3.67| 103.7 698 4.10{3.37| 35.4 718| 4.00[3.31] 33.3 638] 4.00| 3.14| 23.8
6.98/3.66| 50.5 7.94|6.60| I61.5 8.10|7.05| 100.4 7.70| 6.82| 185.5 8.08/6.16] 72.6
140 | 634]|2.35/0.46] 2.2| 200 | 614|4.00|2.86|209.4] 240 | 634| 4.00|3.56| 52.6| 280 | 634|3.95/2.10] I9.8| 340 654‘3.98 2.09| 47.9
638| 3.86|2.52| 59.2 618 4.00| 3.78| 163.0 638| 3.85]3.36] 22.6 638|3.38/2.08] 1I.4 658:3.99|2.70| 48.7
6.21/2.98] 6I.4 8.00]6.64|372.4 7.85/6.92| 75.2 7.33/ 4.18] 3I.2 ‘7.97 4.79| 96.6
146 | 634|4.00|2.06| 53.4] 206 | 614|3.91]3.67133.5[ 246 | 634|4.10/3.00] 18.2| 286 | 634|4.00|2.45| 1I.4| 346 | 654|3.92|2.43] 6.2
638| 2.05| 1.30| 22.8 618| 1.70|1.32| 34.4 638{2.772.32| 15.9 638] 4.06|2.84| 14.8 658| 4.00[3.51| 67.4
6.05/3.36| 76.2 5.61] 4.99| I167.9 6.87| 5.32| 34.1 8.06| 5.29] 26.2 7-92|5.94| 73.6
160 | 674|4.00|2.07| 2I.2| 200 | 674|4.00|3.55/ 102.3| 240 | 674|3.99|3.24| 19.8] 280 | 674|3.90|3.42| 34.0| 360 | 674|3.78/2.68| 29.2
678| 3.99| 2.91| 37.0 678(3.64| 3.20| 73.3 678|3.98| 3.64| 119.0 678| 3.96| 3.40| 3I.2 678 4.00| 2.09| 3I.7
7.99| 4.98 58.2 7.64|6.75| 175.6 7.97/6.88/138.8 7.86/6.82| 65.2 7.78| 4.77] 60.9
166 | 674]3.99/1.91| 4.6] 206 | 674|3.51{3.11] 75.1| 246 | 674|4.00|3.22| 4I.5 286 | 674|3.99|3.47 20.6| 366 | 674|4.00|3.25| 27.5
678| 4.00| 3.26| 15.6 678| 2.97|2.73| 81.8 678(3.99]3.17| 59.6 678/ 3.99|3.71| 44.5 678! 3.76| 3.12| 23.8
7.99/5.17] 20.2 6.48]5.84|156.9 7.99| 6.39| IOI. 1 7.98|7.18| 65.1 7.7616.37| 5I.3
180 | 594|3.50|2.56| 56.9| 220 | 594|3.66|2.13] 2I.9] 260 | 594|4.00|3.18| 36.6] 300 | 614|4.00|2.52| 33.2| 380 | 634|3.88|2.40| 64.5
598| 3.96| 3.48| 50.5 598|3.97|3.08] 43.0 598|3.76| 2.78] 6I.0 618|3.80| 2.39| 42.2 638| 4.00] 1.39| II.z2
7.46|6.04| 107.4 7.63| 5.2x| 64.9 7.76|5.96] 97.6 7.80| 4.91| 75.4 |7.88|3.79| 75.7
186 | 594|4.00[2.99| 59.2| 226 | 594|4.00|3.79| 48.8| 266 | 594|3.63|2.21/ 31.5| 306 | 614|3.96|2.18| 13.2| 386 | 634|4.00|2.40 37.
598| 3.65|2.44| 36.4 598| 3.99| 3.64{ 63.5 598| 4.00| 3.50| 49.2 618|3.97| 3.14| 26.3 638| 4.00| 2.41| 44.8
7.65|5.43] 95.6 7.99|7.43| 112.3 7.63|5.71| 80.7 7.93|5.32| 39.5 8.00| 4.81| 8I.9
180 | 654|4.22|3.71| 83.9] 220 | 654|4.00|3.76| 58.5| 260 | 654|4.00| 3.50| 60.0| 300 | 654|3.96|2.85| 39.2| 400 | 674|3.99|3.42| 6I.9
658| 4.00| 3.25| 36.0 658| 4.00[ 3.88| 84.8 658| 4.00{ 3.95| 29.0 658|3.73/2.88' 43.4 67813.97,3.27| 67.7
8.22|6.96[119.9 8.00| 7.64| 143.3 8.00|7.45| 89.0 7.69|5.73| 82.6 7.96|6.69| 129.6
186 | 654|4.00|3.86] 50.8] 226 | 654|3.99|3.43| 66.6] 266 | 654|4.00|3.81| 82.6| 306 | 654|4.00|3.85| 100.0| 406 | 674|3.99|3.51| 83.7
658|3.94| 3.52| 34.0 658| 4.08| 3.39| 93.6 658 4.00{3.84| 5I.6 658|3.82{3.61| 49.0 678|3.95|3.46] 3I.7
7.94|7.38] 84.8 8.07| 6.82| 160.2 8.00|7.65/134.2 7.82]7.46| 149.0 7-94/6.97{ 115.4
y = linjelangd o6ver land, km; length of line on land, km.
x = » genom skogsmark, km; length of line in forest land, km.
Z2 =

kubikmassa av trad med over 25 cm brosthojdsdiameter; volume of treet with at leasts 25 cm breast height diameter.
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100 &(X;)

= 0. 9.
X, 539 %

I vart fall finna vi:
Det relativa medelfelet har den egenskapen, att det 4r oberoende av det
matt, vari vi uttrycka vara observationer. Om vi angiva skogsmarken i
hektar eller kvadratkilometer eller i procent av hela arealen, fi vi uppskatt-
ningar, som alla ha samma relativa medelfel. Langre fram skola vi stifta be-
kantskap med dnnu en virdefull egenskap hos det relativa medelfelet.

Formelns tillimpning for berdkning av medelfel till en kvot.

En mycket stor del av resultaten fran skogstaxeringar brukar framliggas i
form av virden pd kvoter av typen:

skogsmark i procent av landareal,

kubikmassa per ha skogsmark,

arealen tallskog i procent av hela skogsmarksarealen, osv.

Dessa kvoter kunna vidare anvindas for att giva oss uppskattningar av
féljande slag.

Om vi kidnna den exakta landarealen, lat vara Y km?, och ha en uppskatt-

ning av skogsmarken i procent av landareal, T00- %, fa vi nirmevirdet
y

X,= g Y for den totala skogsmarksarealen. Har tanka vi oss, att x som férut

ar linjelingd genom skog, medan vy 4r linjelingd 6ver land. Kinna vi &ter
skogsmarksarealen, X, exakt och ha en uppskattning av kubikmassan per
km? skogsmark, ger en multiplikation av dessa tva tal ett virde fér hela ku-
bikmassan. Ha vi vidare till vart férfogande ett nirmevirde for tallskogs-
arealen i procent av hela skogsmarksarealen, kunna vi genom att multipli-
cera med den exakt kidnda skogsmarksarealen uppskatta den totala arealen
tallskog, osv.

Om vi kunna principiellt 16sa problemet att rikna ut medelfelen till kvoter
sddana som de ovan exemplifierade, ha vi dven 16st fragan, hur vi skola be-
stimma medelfelet till uppskattningar av det sist illustrerade slaget.

Tidigare synes man ha riknat ut medelfel till av ett skogstaxeringsmaterial
erhallna kvoter genom att bilda ett uttryck foér variationen mellan de mot-
svarande till enskilda linjer eller linjestycken hoérande kvoterna. Man har
harvid noédgats inféra vissa viktsfunktioner, och de formler, man kommit
fram till, ha darfor stillt sig ganska arbetskrivande. Betydligt enklare form-
ler fir man emellertid genom att utnyttja de metoder fér feluppskattning,
som tillimpas i kovarians- och regressionsanalysen. Dessa metoder ha
vidare det féretridet, att de vila pi en mera hallbar teoretisk grund. P4 denna
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punkt kan hinvisas till de framstédllningar av kovarians- och regressionsana-
lysen, som é&terfinnas i de flesta statistiska ldarobdcker. Se dven kap. VII,
dir vissa regressionsproblem behandlas. I detta sammanhang kan papekas,
att det av LINDEBERG (1923) inférda viktsystemet i ett specialfall (LINDEBERG,
1923, formel 12) ger samma resultat som regressionsanalysens formler. I de
formler, som synas ha mest tillimpats i praktiken, har denna &verensstim-
melse gatt forlorad.

Antag nu att linjetaxeringen givit oss tva varden, x och y, samt att vi exakt
kdnna motsvarande virde Y for hela omradet Q. I anslutning till det tidigare
exemplet lata vi x vara sammanlagd linjelingd i km Gver skogsmark, y betyda
sammanlagd linjelingd i km &ver land, medan Y 4r den totala landarealen
i km? inom Q. — Vi skulle ocksd kunnat lata x vara kubikmassa i m? pa taxe-
ringslinjerna, y areal skogsmark i km? pa linjerna och Y hela arealen skogs-
mark inom Q, osv. — Vi séka medelfelen till dels kvoten x/y, dels uttrycket

X, = y Y, som 4r en uppskattning av hela skogsmarksarealen inom @ — en

annan och i allmidnhet precisare uppskattning 4n det viarde X;, vi nyss stu-
derade.

Vi anvinda fortfarande uppgifter fran 2# linjestycken av samma slag som
nyss. For varje linjestycke ha vi nu tva virden; silunda 4r for det ¢:e linje-
stycket:

x; = lingd 6ver skogsmark i km,
V; = » » land » oy .

Vi beteckna kvoten %[y med k och inféra vidare beteckningen

Var medelfelsuppskattning grunda vi nu pa ett uttryck f6r variationen bland
storheterna u;:
., .
T (u, u) = x Z V(M” —Ugi—q)? = = [(142—1417)2 + oo (Man—Uan—1)?].
2n 2n
L= (93a)

Vi ha alltsa helt enkelt ersatt virdena x;, %,, . . ., %2, 1 (89) med uy, u,, . . ., %sn.
For att angiva hur storheterna #; bestimts, anvinda vi beteckningen

T(x—Fky,x—Fky)

jamsides med den just inférda symbolefl T (u, u).
Vi skola med nagra ord beréra fragan, hur 7' (x — ky, x — ky) skall bestdm-
mas i ett praktiskt fall. Att direkt anvinda den nyss givna definitionen och
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salunda rakna ut varje enskilt av vdrdena u,, u,, . . ., 1y, 4r oldmpligt. I stillet
bora vi anvinda féljande identitet: ‘ :

T(uwu)=T(x—ky,x—ky) =T x,%2)—2rT (x,y) + kT (y,9)..(04)
T (x, x) och T (v, y) bildas enligt (89), medan T (x, y) bestimmes ur formeln

"

T(x: y) = 'ZI_nZ(xzi""xzi—l) (yzi_yzi—l) .......... (95)

1=1

U (x,y) dr en s. k. bilinedr form. Vid rutinméssiga r:'ikhingar kan man er-
satta (95) med (jfr 89b):

, 20 "
I
T(x,y)zqu[z E Xi Vi— E xzi—l,ziyzi—l,zi]:--v- (953)
i=1 i=1 a

dér, som férut, Xpi—1,2i= Xai—1 7+ X2 OCH Vai 1 05 = Vai—q1 + Yai-
Man kan dven anvanda motsvarigheten till (89 c):

T (x, y) ~n [; i Yi— X (i1 Yai T ngyu_l)] =
I
:ﬁ[(%% F X Vy o XanYan) — (X Yy + Xy +
+ XgY4 + X3 Y3 + o T Xen—1Veu + xmyw_l)] ........ (95 b)

Av T (u, ) kunna vi f4 medelfelet i x— &y genom att anvinda den mot (go)
svarande formeln

e(x—ky) = \/]—: T(x—ky,x—FkYy) e (96)

Vi skola ett &gonblick dréja vid denna formels innebord. Fér att kunna
tolka den mdste vi bortse fran att % bestimts ur materialet. — I sjdlva verket

irjux—Ry =2« ~~§y = 0. — I stillet uppfatta vi 2 som ett konstant tal.

Medelfelet ¢(x — £y) kan da sigas vara ett matt pd spridningen bland de vir-
den, vi skulle kunna erhélla pd x — ky, om vi for x och y sitta in observationer
frdn andra lika omfattande linjetaxeringar av @, medan %, som sagts, halles
konstant.

I detta sammanhang bér det papekas, att vi, noga riknat, borde inféra
en korrektionsfaktor till T (u, 4) = T (x — Ry, x — Ry). Anledningen hartill ar
just den, att £ =x/y ej 4r en pa férhand fixerad storhet utan ett av taxeringen
givet ndrmevirde. Man tar ju hdnsyn till att en regressionskoefficient bestdmts

6. Meddel. frin Statens Skogsforskningsinstitut. Band 36:1.
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ur materialet genom att minska antalet »frihetsgraders. Emellertid kunna vi
forutsatta, att den kvadratiska formen 7" i allménhet dr byggd péd endast en
brakdel av de i taxeringen ingaende linjestyckena, medan % bestimmes ur
det samlade materialet frin alla linjestycken. Man torde av denna anledning
kunna helt férsumma korrektionen i friga.

Av (96) fa vi medelfelet till kvoten x/y genom att dividera med y:

(%)=L E\/T(x—ky,x——k}’) .............. (97)
G)-3v:

Genom att multiplicera med Y f& vi ett uttryck for & (X,) [=&(x Y/y)].
Vi kunna utan att riskera att nimnvirt dndra detta uttryck byta ut Y/y
mot A/L, varigenom vi finna

s(X2)=s<§Y> Z\/—i_:c\/T(x—ky,x——ky) .......... (98)

Den formella analogin med uttrycket for ¢(X;), (91), framtrider pa sa vis
klart.

Exempel 2.

LAt oss ater betrakta 1943--44 ars taxering av Kopparbergs ldn. Vi komplet-
tera de tidigare atergivna uppgifterna, sa att vi f4 den fullstindigare listan:

Hela arealen enligt Statistisk drsbok ............... A = 30169.65 km?,
landarealen » » D Y = 28 167.82 km?,
hela linjeldngden............ ... ..., L = 4527.13 km,
linjeldingd 6ver land................. ... .. .. ... y = 42I19.77 km,
» » skogsmark............... ... .. ... x = 37108.44 km,
kubikmassa i diameterklasserna fr. o. m. 25 cm pa taxe-
ringslinjerna. . ........oo i 2 =55 447 m?.

Den sist upptagna storheten z 4r utrdknad med hjélp av genom provtrads-
observationer erhallna kuberingstal. Vi betrakta dessa kuberingstal som kon-
stanter.

Vi stka didrefter medelfelen till f6ljande uppskattningar:

Skogsmark i procent av landareal ....... 100 % = %3.664 %,

skogsmarksareal ............. S X, = ;67 Y = 20749.47 km?,
kubikmassa per ha skogsmark i diameter-
klasserna fr. 0. m. 25 cm ............. ;: 17.838 m3.

For att fa kubikmassan per hektar ha vi dividerat med «, ty ¥ anger samti-
digt linjeldngd i km och areal i hektar — linjebredden 4r ndmligen 10 meter.
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Av tab. 11 fa vi utéver viardena x; och x,;_,, ., Som viredan anviantiex. 1,
varden pa y;, Vai— 1, 2is % OCh 25—, i, ddr y; dr lingden genom skogsmark i km
— eller arealen i ha — pa det :e 4 km-stycket, y5;—}, »; motsvarande lingd f6r
det 7:e paret av 4 km-stycken, medan z; och z;;_,,+; avse kubikmassan i m?
pa resp. linjestycken. Som framgér av tabellen &r: '

Y1 = 3:34 Y2 = 3.98, Y12 = Y1t Y2 =732,
Yoo = 3:99, Y100 = 3-95> Y99, 100 = Y99 T Y100 = 7-94,
2 = 30.2, 2y = 03.2, %, 9 = %+ %3 = 99.4,

Zg9 = 83.7, %190 = 31.7, %99, 100 = Z99 T Z100 = 1I5-4-

Vi infoéra beteckningarna %, f6r x/y och k, for z/x. For att f4 nagot enklare
rikningar avrunda vi dessa kvoter, s att vi f4 de tresiffriga talen
ky = 0.737, ky == 17.8.
Vi skola nu i férsta hand rdkna ut de tva kvadratiska formerna
T(x—Fky, x—Fky) och T (z2—kyx, 2— kg ).
Nedanstidende sammanstillning visar rikningarnas ging:

Zx? = 912.8217, PIE S =1 800.8577, =0.247 857,

1—1,21% T(x’x)

T y# = T1473.7543, Vi1, —293L.4285, T (y,9)

T z2 =369 768.03, T, =0064626.33 T (z,2) = 749.0973,

2 %iYi = 1 139.5583, X Xai—1,2iYai—1,2i = 2 265.7285, T (x,) = 0.133 881,
T (x,2)

(%
T %% = I5705.953, 2 ¥pi—1,2i fai—1,26 = 30700.963, T (¥,2) =7.109 43,

I

0.160 8071,

-1,

T(x—kyy,x—Fkyy) =0.247 857—2-0.737-0.133 881 +
4 (0.737)%-0.160 801 = 0.137 859,
T (z— kg%, 2 — kyx) = 749.0973 —2-17.8-47.109 43 +
+ (17.8)2-0.247 857 = 574.533.
Vid berdkningen av T (x, ), T (v, ¥) och T (z, 2) ha vi sdlunda anvint (89 b),
medan T (x,y) och T (x,z) bestimts enligt den analoga formeln (95a). Fér

fullstindighetens skull visa vi i detalj, hur en av dessa bilinedra former rik-
nats ut:

2%y = 1.82 - 3.34 4 2.64+3.98 + . . . -+ 3.46 - 3.95 = I 139.5583,
D Xai—1,2iVai—1,2i = 4.467.32 + 3.66 - 0.98 + . .. 4 6.977.94 =
== 2265.7285,

I
T (x,y) = 2_56 [2-1139.5583-—2265.7285] == 0.133 881.
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Vi ga vidare och bestimma

VT (x — kyy,5—kyy) = 0.371 294,

VT (z—ky %, 2—kyx) = 23.9604.
Av (9g7) fa vi:

\/4 527.13
.6
<9_C> f— 74_._.0‘371 294 = M40.371 294 = 0.002 958’
2 4 219.77 4 219.77
/4 527.13
\/ 4 33.6420

g .
el—-) = ———23.9694 = —————:23.9694 = 0.259 42.
<x> 3 108.44 3 4 3 108.44 3

Vi multiplicera ¢(x/y) med Y och fa

e (X,) = 8<;—f Y) =28 167.82-0.002 958 = 83.32.

Vi kunna ocksa anvinda (98). Denna formel ger det ndgot avvikande vir-
det 83.24. _
Vi sammanfatta nu de erhéllna resultaten:
Skogsmdrk i procent av landareal:  %3.664-0.296 %,
skogsmarksareal: 20 749.5+83.32 m?,
kubikmassa i diameterklasserna
over 25 cm per ha skogsmark: 17.8384-0.2594 m3.

Slutligen rdkna vi ut de relativa medelfelen, varvid vi tillimpa formel (92).
Niarmeviardet for skogsmarken i procent av landarealen, 100 g, ochuppskatt-

ningen av hela skogsmarksarealen, X,, ha samma relativa medelfel, nimligen

1002290 8332 0.402 %.
73.66 20 749.5

Till jamforelse kan ndmnas, att vi f6r den tidigare betraktade uppskattningen
X, funno det relativa medelfelet 0.539 9%,

Uppskattningen av kubikmassan per ha skogsmark i de betraktade diame-
terklasserna har ett relativt medelfel uppgdende till

0.2504
17.838

1.454 %.
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Medelfel till en produkt.

Med hjilp av de i ex. 2 angivna nidrmevirdena fér den totala skogsmarks-
arealen och f6r kubikmassan per ha skogsmark i klasserna éver 25 cm kunna
vi uppskatta den totala volymen inom ifragavarande dimensioner till

Z, = 2074047 + 17.838 = 37.012 miljoner m3,
Lat oss soka bestimma e (Z;).

Da 7z, = % Y~§ =§ - Y, skulle vi kunna tillimpa samma formler, som
vi nyss anvint for att bestimma ¢ (X,), om vi blott dverallt ersitta bokstaven
x med z. Emellertid kunna vi komma snabbare fram till malet genom att ut-
nyttja de i ex. 2 bestdmda medelfelen till x/y och z/x.

Vi anvédnda da foljande rakneregel:

Om U och V dro tva okorrelerade ndrmevirden med de rela-

tiva medelfelen ey och ep, har produkten UV det relativa
medelfelet

Eyy = \/8U2 —I— 81/2 .................. (99)

Det relativa medelfelet i kubikmasseuppskattningen, 37.01z miljoner m?,
ar sdlunda

\,/(70.402)2 + (1.454)2 = 1.509 %.

Av 100 €(Z,)]Z, = 1.509, féiljér ¢ (Zy) = 37 012000 - 0.01509 = 559 000 m?.

Vi ha hir stillatigande f6rutsatt, att uppskattningarna av skogsmarks-
areal och av kubikmassa per hektar 4ro okorrelerade. Det vill ocksd synas,
som om en eventuellt férekommande positiv eller negativ korrelation skulle
vara sd svag, att (99) 4r med tillrdcklig approximation giltig.

Formeln kan anvindas 4dven i sddana fall, dd de tva nirmevirdena U och
V erhallits genom olika slag av taxeringar. U kan t. ex. vara skogsmarksareal
i hektar uppskattad enligt en linjetaxering och ¥ kubikmassa i m3 per hektar
enligt en provytetaxering. Man bér emellertid i varje sadant fall séka &ver-
tyga sig om att U och V 4ro atminstone tillndrmelsevis okorrelerade.

Vid skogstaxeringar spela uppskattningar av nu antydd art en mycket
viktig roll. Man har darfér i formel (99) ytterligare en motivering for att redo-
visa noggrannhetsbestimningarna genom att ange de relativa medelfelen.

Ytterligare exempel.

Som kommer att visas lingre fram i detta kapitel, maste man i vissa fall
modifiera den kvadratiska form T, som ligger till grund f6r medelfelsformlerna.
Fransett detta synas de nu genomgangna metoderna kunna anvdndas vid
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alla slag av medelfelsuppskattningar, som avse ndrmevirden erhallna genom
en regelbunden linjetaxering. For att belysa detta skola vi komplettera de
féregdende exemplen genom att antyda, hur formlerna skola tillimpas i tva
specialfall av praktisk betydelse. :

Vi betrakta forst en uppskattning av kubikmassan i ett omrade, som bestar
av ett enda sammanhédngande skogsparti. I detta fall kunna vi lita ex. 1
tjdna som monster. Den enda férdndringen 4r, att storheterna x; fi betyda
kubikmassan pa_de olika linjestyckena. Anledningen till att detta enkla rikne-
schema dr tillfyllest, 4r att hela arealen utgéres av skogsmark. — I detta sam-
manhang bor det papekas, att om kubikmassan utrdknas med hjilp av fasta
kuberingstal f6r de olika dimensjonsklasserna, kommer medelfelet att ange
endast osdkerheten i fraga om trddantalet och dettas férdelning pa dimen-
sionsklasser. Det kommer sdlunda ej att vara ett uttryck f6r inflytandet pa
kubikmassebestdmningen av de eventuella felen i kuberingstalen. Jfr kap. VI.

Lat oss ddrefter antaga — for att anknyta till de nyss behandlade numeriska
exemplen — att vi ha en uppskattning av kubikmassan per hektar inom kro-
noskogarna i Kopparbergs lin och 6nska bestimma denna uppskattnings
medelfel. Vi kunna da rdkna som i ex. 2. Vi lata hirvid z; betyda kubikmas-
san i den kronoskog, som faller pa det 7:e linjestycket, medan x; far symboli-
sera lingden genom kronoskog pa samma linjestycke. Givetvis méste vi rikna
med att i manga fall savil x; som z; dro lika med noll.

En anmirkning om det praktiska rdknearbetet.

Som framgatt tidigare, kommer det egentliga arbetet vid medelfelsbestim-
ningarna att bestd i utriknandet av formerna T'(x, %), T (v, y), T (x, y) osv.
For att i mojligaste man reducera detta arbete bér man till grundval fér kal-
kylerna ligga avrundade tal. Sdlunda ha viitab .11 avrundat samtliga stor-
heter &;, y; och # till tre eller hogst fyra siffror. Man skulle méjligen ha kun-
nat stryka dnnu en siffra; detta giller sirskilt talen z;. Det boér emellertid
noga observeras, att de rdkneschemata, som framlagts i detta kapitel, krdva
att — sedan dessa avrundningar en ging gjorts — man riknar ut alla kvadrat-
och produktsummor exakt. Vidare kan man vid tillimpningen av formel
(94) rdkna med ett avrundat viarde pd k. Sedan avrundningen verkstillts,
maste emellertid 2% och 22 riknas ut exakt. Se vidare de numeriska exemplen!

»Medelfelets medelfel».

Givetvis dr varje medelfelsuppskatthing behiftad med en viss grad av osi-
kerhet. Med de formler, som vi anvidnt i detta kapitel, kommer medelfelets

: -
relativa medelfel, enligt s. 21 eller formel (17), att uppga till 100 \/ % %, dar
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n som forut 4r antalet par av linjestycken. En f6rutsdttning f6r denna formel
ir, att — som i fig. 16 — varje linjestycke ingér i endast ett par. De i ex. 1 och
2 framlagda medelfelsuppskattningarna skulle sdlunda ha relativa medelfel
uppgéende till 20 %,. Ofta torde det — som férut framhallits — vara tillrick-
ligt, att man viljer endast ca 25 par av linjestycken. Det relativa medelfelet
ir da enligt (17) lika med 28.3 %,. I vissa fall kan man emellertid bliva tvungen
att anvdnda en betydligt storre del av det statistiska materialet vid medel-
felsberdkningarna, ndmligen ndr det ar fraga om observationer Gver relativt
sillsynta foreteelser. Om vi exempelvis vilja verkstédlla den tidigare antydda
medelfelsuppskattningen fér kubikmassan av kronoskogarna i Kopparbergs
lin, méaste vi visentligt utvidga antalet linjestycken vid jamférelse med tab.
11. Anledningen 4r ganska uppenbar: P4 det stora flertalet av 4-km-stycken
i tab. 11 faller ingen alls kronoskog, vilket maste medféra en stor osidkerhet
i medelfelsbestdmningen.

Vi kunna alltsd i ett sddant fall ej acceptera uppskattningen av D 2%(T) i form-
lerna (16), (17) eller (31). Det 4r ju ocksd uppenbart, att den férutsittning om
normalfordelning, varpa dessa formler vila, ej d4r ens med grov approximation
riktig.

Alternativa medelfelsformler.

I kap. IT och III har visats, att man kan fa acceptabla medelfelsuppskatt-
ningar d4ven med vissa andra medelfelsformler 4n den, vi nu anvint. Vi skola
i korthet antyda, hur ett par av dessa andra formler 4ro konstruerade. Olik-
heten mot den tidigare formeln avser endast valet av kvadratisk form 7.

En formel, som dr mycket lik den vi hittills i detta kapitel anvant, far man
genom att lata de i (89) ingdende storheterna x; avse linjestycken, som ligga
orienterade sd, som fig. 17 visar. De tva linjestyckena i ett par ligga pa olika
men pd varandra f6ljande taxeringslinjer. I Gvrigt bibehalles samtliga form-
lers utseende. Emellertid bér man i detta fall — om méjligt — vélja linjestyc-
kets ldngd ¢, s att foljande samband ar approximativt uppfyllt:

b
¢= — =0.3183 b.
7

Varje linjestyckes lingd bor silunda vara ca en tredjedel av linjeavstandet.
For taxeringen av Kopparbergs ldan med b = 62 km torde man kunna vilja

¢ = 2 km, om man placerar linjestyckena som i fig. 17. Detta sitt att vilja
ut linjestyckena dr att rekommendera, om man har att géra med ett omrade,
ddr variationen — i fraga om skogsmarksférekomst, kubikmassa osv. - -
ir visentligt olika i olika riktningar. Vilkunna hir ej gd ndrmare in
pa detta sporsmal; det har diskuterats i kap. III, Det skall hir blott papekas,
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Fig. 17. Illustration till formel (89). Par av linjestycken fran olika linjer.
Illustration to formula (89). Pairs of sections from different lines.

att variationen i allmdnhet torde vara starkast i taxeringslinjernas ldngdrikt-
ning; man véljer ju om mojligt linjeriktningen pa det viset. Om man anvinder
formel (89) i enlighet med fig. 16, — sdsom vi gjort i ex. I 0. 2 — kan man da
rikna med att i en viss Gverskattning av medelfelet eller — om man s vill —
en viss sikerhetsmarginal, vilken torde knappas in, om man i stillet ligger
anordningen i fig. 17 till grundval f6r formlerna.

En tredje medelfelsformel erhéller man genom att ersitta (89) med formen

Iz :
T (x, %) = n (Hsi—2 %551+ Xgim)® v i, (T00)

dar x;, x, och x5 dro tre intill varandra liggande stycken av en och samma
linje; likasd x,, x5 och x4 osv. I detta fall bor man vilja linjestyckets langd,
¢, i ndrheten av virdet 56/3m = 0.5305 b. Det till denna formel hérande c-
vérdet dr sdlunda nagot hogre 4n de till de tvA andra formlerna hérande.
Om de vid taxeringen insamlade uppgifterna foreligga pa ett sidant sitt, att
man ej kan géra en uppdelning av linjerna pd fér nigon av de tvad andra
formlerna tillrackligt korta stycken, kan det darfor vara lampligt att anvinda
(100). I detta fall bér man helst rikna direkt enligt definitionen (100) och ej
féretaga nidgon omformning. Nar det géller att bestimma uttryck av typen
T (x—*ky, x—ky), kan man emellertid fortfarande anvinda formel (94).
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De tva senast betraktade formerna  dro specialfall av de i kap. II upptagna
formerna (69) och (71). De erhallas, om man i dessa former sitter » = 2, resp. £ = 2.

Som nu och tidigare papekats, kunna vi i allmédnhet ej rikna med att det
statistiska materialet skall tillita en uppdelning i linjestycken av godtycklig
langd. En utvig, som da ofta torde sta till buds, 4r en interpolation mel-
lan olika nidrmevirden for ett medelfels kvadrat. Antag, att vi ha materialet
redovisat pa linjestycken av lingden ¢ samt att den till en viss form 7" hérande
lampligaste ldngden ¢, — vi ha tidigare infért termen den till formen hérande
»minimistrdckan» som bendmning pd ¢, — uppfyller olikheten

c<cp<< 2¢C.

Vi rikna da ut tva nirmevirden f6r medelfelet:

&, grundat pd linjestycken av lingden ¢,
&, » » » » » 2¢,

samt bestimma det interpolerade virdet ¢ ur formeln

¢ ¢
&2 = (2——09) &% + <;0—I> &,2.

Man kan litt visa, att man pa detta sitt kommer att bygg‘a pa en till sin mini-
mistracka hanford kvadratisk form, dvs. en form, vars avstandsfunktion har
samma derivata i nollpunkten som & (¢/b). (Jfr formel 68.)

I kap. II redogjordes fér en noggrannare interpolationsformel, vilken
bygger pa vissa forutsittningar om den fér hela framstéllningen i kap. II—III
grundliggande »korrelationsfunktionen». Metoden synes emellertid vara ganska
arbetskravande och féljaktligen ‘mindre lamplig att anvdnda vid rutinmés-
siga berikningar.

Det synes salunda ej vara mojligt att angiva en for alla fall lamplig kva-
dratisk form 7T fér uppskattning av variationen. Sedan man funnit en fér
ett visst taxeringsomrade limpad form 7', bér man dock givetvis basera samt-
liga medelfelsberdkningar, som avse detta omrade, pa denna form.

Det kan i detta sammanhang vara fortjint av att 4n en ging papekas,
att till varje kvadratisk form T hér ett limpligaste varde, »minimistrackany,
pa lingden av de linjestycken som anvindas vid berdkningen av 7. Denna
minimistrdcka d4r en funktion dven av linjeavstandet b; ndrmare
bestdmt dr den alltid proportionell mot b.
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Kar. V. MEDELFELSFORMLER FOR UPPSKATT-
NINGAR GRUNDADE PA PROVYTETAXERING.

Medelfelsformler.

En provytetaxering utféres ofta som komplement till en linjetaxering.
En del observationer géras lings hela linjer, medan andra ske endast pa vissa
provytor, vilka dro regelbundet utspridda pa linjerna. Se fig. 18. Man kan
utgé ifrdn att avstindet, p, mellan tva nirbeligna ytor pa samma linje ir
relativt litet i férhallande till linjeavstandet b. Aven nir ingen linjetaxering
dger rum, torde provytorna oftast liggas relativt tdtt i ndgon bestimd rikt-
ning.

I sa fall kan man anvdnda nagon av de i foregdende kapitel behandlade,
ndrmast for linjetaxering avsedda formlerna dven for att uppskatta prov-
ytetaxeringens medelfel.

En sadan formel bygger pa vdrden (x;, y; osv.), vilka observeras pa linje-

stycken ¢, g5, . . . av en viss lingd ¢. Man har nu blott att ersitta varje sidant
virde med ett virde erhéllet fran samtliga de pa linjestycket ¢; fallande
provytorna.

Liksom 1 forra kapitlet maste vitaga hidnsyn till att det statistiska materi.
alet i allmédnhet ej tilliter en uppdelning av linjerna i stycken av godtycklig
langd. Vi maste ndmligen vilja ¢ sa, att provytorna férdela sig pd samma sitt
over varje linjestycke. Se fig. 18, dir pa varje ¢; falla tvd symmetriskt beldgna
provytor. Om avstdndet mellan tva nirbeldgna provytor ir konstant lika
med p, méste salunda ¢ vara ndgot av talen p, 2p, 3p osv. Om p 4r jimforelse-
vis stort i férhallande till b (t. ex. » > 0.7 b), kunna vi ej finna nagon kvad-
ratisk form med tillrdckligt stor minimistrdcka, varfér vi ej kunna undvika
en formel, som enligt vara tidigare resonemang tenderar att 6verskatta medel-
felet. — I det mest ogynnsamma fallet, dd p = b, torde det vara lampligt, att
vi grunda medelfelsuppskattningen pa ett genomsnitt av ett visst antal kvad-
rater av typen

dAr %,, %, %3 och x, dro virden hérande till fyra ytor, vilkas inbordes ldge fram-
gar av fig. 19. En pa differensbildning av detta slag grundad feluppskattning
for ett faltférsok har foreslagits av KRISTENSEN (1933). I allmédnhet torde
man emellertid — som nyss framhoélls - - kunna anvianda de i féregdende kapi-
tel demonstrerade formlerna.



3601 NOGGRANNHETEN VID TAXERING 91

[l 1o
I 1 T 1 ———
Cc C
X1 X2
b . .
=
X3 X4
- . )

) o Fig. 19. Illustration till formel (101).
taxemngslln]e Illustration to formula
survey line

* provyta Fig. 1%, Provytetaxering.
sample plot Sample plot survey.

Om en provytetaxering foéretages i kombination med en linjetaxering, far
man att géra med vissa ndrmevirden, vari ingd element fran savil provyte-
som linjetaxeringen. Vi ha i kap. IV (formel 9g) angivit en metod att rdkna
ut medelfel till sidana storheter. '

Hérledning av medelfelsformler. Inom undersokningsomridet () ldpa
taxeringslinjerna ¢ med provytorna ¢’. Vi inféra beteckningarna (jfr s. 7) '

& = E|{[f(¢") —71(Q7},
e =E{[f(9 —1Q)]}.
e? = E{1f(¢) — [ (@)]*}.

Att vi hir infora linjer ¢ beror endast pa att vi onska aterfora formelhdrled-
ningarna pa diskussionen av linjetaxeringen i kap. II; linjerna tdnkas ga i den rikt-
ning, i vilken provytorna ligga titast.

Vi finna relationen

2 =g b g — 288 i (r02)

dar 7 ar korrelationskoefficienten till

(@) —HQ) och f(g) —1(q").

I allminhet torde man kunna helt forsumma den term, vari # ingdr. Man kan
forutsitta, att de tinkta taxeringslinjernas bredd ar flera gdnger stdrre dn prov-
ytornas mot linjeriktningen vinkelrita genomskdrning. Antagandet » = o maéste
d& framsta som rimligt. Formel (102) 6vergar silunda till;

Vid medelfelsuppskattningen anvdnda vi ndgon viss form 7 av typen

I'= T ZTeif(ga)1(g5)

1=1 j=
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dar ¢y, ..., ¢'* 4ro en del av de provytor, vilka tillsammans utgéra ¢’. Varje
¢'; far i allmédnhet tdnkas bestd av flera provytor. Vi kunna a priori antaga, att
differensen f(¢';) —f(¢;) 4r okorrelerad med 7(q')) —f(g;), ndr § == 4, samt med
alla f(g;) ¢ = 1,2,..., n). Vierhalla da: :

E(T)=E{Z Xcijf(@)1(g)} +E{Z e[t (q)—1(a:)]2}

Om vi véilja T i enlighet med anvisningarna i de foregdende kapitlen, dr den
forsta termen i hogra ledet approximativt lika med Le,2, medan, till {61jd av vara

nyss gjorda antaganden, den andra termen exakt blir lika med Le?2. I \/ﬁ fa
vi da ett ndrmevidrde for e, provytetaxeringens medelfel,

Jdmforelse mellan provyte- och linjetaxering.

En provytetaxering kan i vissa avseenden giva lika noggranna resultat
som en linjetaxevring, vilken 4r betydligt mera omfattande (se t. ex. GADD
1928). Vi skola se pd ndgra siffror frin den andra svenska riksskogstaxeringen.
Vi anvédnda liksom i féregdende avsnitt f6ljande beteckningar:

& = provytetaxeringens medelfel,
& = linjetaxeringens medelfel,
&, = medelfelet till differensen mellan provyte- och linjetaxeringens resultat.

For att f& ett ndrmevirde for ¢ anvinda vi de i féregdende kapitel skildrade

metoderna, medan ¢, uppskattas som \/ T,/L, dar

1= e~ @

Slutligen bestdmmes ¢ enligt (102a). D4 vi ha att gora med en faktiskt verkstilld
taxering, torde vi fa rikna med att 7 i (102) ibland 4r >o. Vi riskera salunda ej,
att ¢? underskattas genom (ro2a).

Vid taxeringen av Gavleborgs lan ar 1942 insamlades vissa uppgifter sdval
om arealférdelning som om kubikmassor frdn bade provytor och linjer. Av
uppgifter fran det tidigare omndmnda omradet i norra delen av linet ha f6l-
jande uppskattningar erhallits.

For skogsmarksarealen;

EN &
= == 0.55, — = I1.14.
e

& 1

Fér kubikmassa i diameterklasserna 6ver 15 cm (alla trddslag, fasta kube-
ringstal):

e,
— = 0.74, — = 1.24.
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Av s. 60 framgar att provytornas areal 4r endast 4 9%, av taxeringsbal-
tenas. Trots detta ger provytetakeringen endast obetydligt hégre medelfel
for skogsmarksareal och kubikmassa.

Vi kunna dven jimféra linjetaxeringen med en provytetaxering, vid vilken
vi taga med endast var sjitte provyta. Vi finna féljande kvoter mellan de
olika medelfelen:

Fér skogsmarksareal,

— = I.48, =1.79,
& 1

fér kubikmassa,
&y e
—= = 1.74, — = 2.39.
& &

Aven om denna provytetaxerings medelfel dro betydligt stérre 4n linjetaxe-
ringens, dr resultatet vid ett forsta 6gonkast ganska férbluffande. Linjetaxe-
ringen omfattar ju ett 150 ginger sa stort omrédde som provytetaxeringen! Dei
kap. IIT inférda korrelogrammen giva emellertid en férklaring, vilken i ord
kan formuleras pd foljande vis: Korrelationen mellan den till en provyta
knutna observationen och de observationer, vilka kunna géras pa ett & 6mse
sidor av ytan beldget linjestycke av ndgot hundratal meters lingd, 4r mycket
stark, varfér den fullstindiga taxeringen av detta linjestycke ej kan giva
nagon avsevard utékning av den information, som provytan ger. Det f6rtja-
nar emellertid att framhallas, att i friga om mer sillsynta fOreteelser anses
linjetaxeringens Gverldgsenhet vara betydligt mera markerad.

Vi kunna f& en siffermissig bekriftelse pa att var teori pa denna punkt stimmer
overens med verkligheten. Vi forutsdtta da, att vi ha att géra med korrelations-
funktioner, som dro av expomnentialtyp eller 4ro summor av exponentialuttryck,
(75), (85). Till ledning vid valet av sidana funktioner taga vi korrelogrammen i
kap. III.

Vi ha en linjetaxering med linjeavstindet b langdenheter och den sammanlagda
linjelingden L enheter. Linjetaxeringens medelfel, ¢, fa vi ur (57) och (66):
[e )
_ o? '
&2 =fbfg(tb)-d(t)dt.

o

Pa linjerna utliggas nu provytor med det inbdrdes avstandet p. Deras antal
blir approximativt L/p. Vi kunna da utga fran relationen

Har ar
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dér ¢'; ar en enstaka provyta och ¢; dr det parti av taxeringslinjen, vilket utbreder
sig en stricka av p/z lingdenheter & 6mse sidor om provytans centrum. Relatio-
nen (1o3) ar approximativ; den kan motiveras pad samma sitt som formel (60),
se s. 37—39.

Vi tédnka oss nu, att f(u, v) (s. 24) betyder det till en provyta med centrum i
punkten (u, v) hérande virdet. Man finner da l4tt:

P?—gzl1+3j<x—_i> (t)dt—i7 (t)dtl.
R B Y r) 7

o o

Vi fa sadlunda ett uttryck for ¢,?/0% genom insittning i (103).

Av tab. 12 och 13 kunna (s& nidr som pa den konstanta faktorn o%/L) ¢?2 och
&? erhéllas for vissa virden pa linjeavstandet, b, och provyteavstandet, p, under
forutsittning att g (f) = e~*{. Som kommer att framga av exemplen nedan, kunna
viur tabellerna rdkna ut ¢?® och ¢,* dven i det allménnare fall, d& g (t) = Z'p; e=h;t,

" c L&? .
Tab. 12. Virden pa N fér olika h och b.

L ¢&? .
Values of a; for different % and b.
l h=1 h =3 h=6 h =12 h =24
b=1 0.0662 0.1360 0.1518 0.1189 0.07185
b= 2, 0.3131 0.3645 0.2578 0.1485 0.07888
b=75 0.7636 0.5156 0.2969 0.1578 0.08113
b= 6%, 0.9977 0.5553 0.3063 0.1600 0.08168
b= 10 1.3092 0.5938 0.3155 0.1623 0.08224
b= 20 ] I1.6659 0.6310 0.3245 0.1645 0.08279
: " . L& .
Tab. 13. Virden pa -~ for olika h och p.
o
Leg? » .
Values of —= for different # and p.
o
h=1 h=3 h=26 h =12 h =24
p =1 0.0046 0.0138 0.0270 0.0506 0.0854
p="1, 0.0184 0.0540 O.1011 0.1709 0.2426
p=1, 0.0413 0.1179 0.2098 0.3222 0.4101L
p=1 0.1619 0.4197 0.6444 0.8203 0.9132
p=2 0.6069 I.2889 I.6405 1.8264 1.914) !

Anm. 4ll tab. 12 och 13. L = total linjelangd; & = linjetaxeringens medelfel; &, =
medelfelet till differensen mellan provyte- och linjetaxeringens resultat; 4 = ex-
ponenten i g (¢) = e p = linjeavstand; p = avstand mellan provytor.

Remark to Tables 12 and 13. L = total length of lines; ¢, = standard error of the line survey; & = stan-

dard error of the difference between the results of the sample plot and the line survey; I == the

exponent of g (t) = e"”t; b = distance between lines; p = distance between sample plots.
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Eor i tabellerna ej upptagna /i-virden erhalla vi g?* med hjilp av tab. 1 och
&% ur ekvationen

2 hp o ,
gt = %-p{x + -}% (27 2 — 1) —h227(1—6—7’¢’)1~

Slutligen kan ¢* som foérut bestdmmas ur (102 a).

Exempel 1. Till ett korrelogram, som avser kubikmassan av trdd med over 15
cm brosthéjdsdiameter, ha vi erhllit en ganska god anpassning med kurvan
0.4¢73t 4 0.6 6~ *%; (se fig. 12 d), varvid lingdenheten ar 1 km.

2
Av tab. 12 erhalles d& for linjeavstandet 6— km (vi bortse fran den konstanta
faktorn): 3

&% = 0.4 - 0.5553 4 0.6 - 0.1600 = 0.3181.
Om vi ha sex provytor per 2-km-stricka (p = 1/3), blir enligt tab. 13

€52 = 0.4 * 0.0540 -+ 0.6 * 0.1708 = 0.I24I.

& / 0.1241
— = I—]— 4 = Y.18.
& ) 0.3181

Ha vi endast en provyta per 2-km-strdcka (p = 2), blir

Salunda ar

8% = 0.4 - 1.2889 + 0.6 - 1.8264 = I.6114,

—l' 16114 p
== 2.46.
0.3181 24

De motsvarande observerade virdena & kvoten efe, 410 1.24 Tesp. 2.39 (S. 92, 93).

varav:

Exempel 2. Vi antaga, att o (f) = o.4e~% + 0.6 e~5% — samma kurva varmed
korrelogrammet 6ver skogsmarksarealen i fig. 11 utjamnades. D4 virdet 2 = 5
ej forekommer i tab. 12 och 13, f& vi anvdnda tab. 1 resp. formel (104).

2
For b = 6 - blir
3
&% = 0.4 :0.9977 + 0.6 -+ 0.3607 = 0.6155.
I .
For p = — blir
3

&% = 0.4 - 0.0184 + 0.6 - 0.0863 = 0.0597T,

varav:
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For p = 2 blir
£52 = 0.4 *+ 0.6069 | 0.6 * 1.5654 = I.1820,

varav:

De observerade virdena & efe; (s. 92, 93) &ro i.14 resp. I.79. I fallet med sex
provytor ar overensstimmelsen salunda mindre god. Man erhaller dock den ratta
storleksordningen pa e/e, ur tabellerna.

Skulle man genomfért berdkningarna med stor noggrannhet, borde man givet-
vis tagit hénsyn till att sdvil provytor som taxeringslinjer ha utbredning i tva
dimensioner. Hartill kommer, att vid riksskogstaxeringen avstandet mellan nér-
beldgna provytor i allmidnhet ej varit konstant.

Trots detta torde tab. 12 och 13 kunna giva en god vigledning vid planerandet
av en provytetaxering. Vi finna, att man vinner féga genom att utdka antalet
provytor — eller genom att foretaga en fullstindig taxering av taxeringsbéltena —
da korrelationsfunktionen ar av typ II. Forst vid ett sa extremt typ I-fall som det,
da o (f) = e—24!, far man ndgon ndmnvird minskning av medelfelet genom att
gd over frdn 6 provytor per 2-km-stycke till 12 provytor — vid de i tab. 12
givna virdena pa linjeavstandet i km. Vidare ser man, att ju kortare linjeavstdn-
det 4r, dess mer kan det 16na sig att minska dven provyteavstandet.

Slutligen bor det framhéllas, att d4ven provytornas storlek och form péaver-
ka medelfelet. For sidana mitningar, som gilla arealens férdelning, torde
denna inverkan dock vara obetydlig. Fér méitningar pd de enskilda trdden
kan den emellertid tinkas spela en stor roll. I avsaknad av korrelogram for
korta avstind kunna vi — som forut pdpekats— ej diskutera detta problem.

Kap. V. MEDELFELSFORMLER FOR UPPSKATT-
NINGAR GRUNDADE PA PROVTRADSOBSERVA-
TIONER.

Allmin medelfelsformel.

Vi betrakta i detta kapitel sddana uppskattningar, som grunda sig pa mét-
ningarav provtrad. Viforutsitta, att dessa observationer 4ro kombinerade
med en linjetaxering och att provtraden viljas ut bland triden pa eller
i omedelbar ndrhet av linjerna. I fortsittningen spelar det emellertid
ingen roll, om linjetaxeringen dr utbytt mot en provytetaxering med
ytorna regelbundet férdelade lings parallella med jimna avstdnd lépande
linjer (fig. 18). Vidare inskrdnka vi oss till att behandla ett specialfall, som
emellertid dr tillrickligt allméint, f6r att principerna fér medelfelsuppskatt-
ningen skola framtriada.
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Liksom forut betrakta viett omrade () med den totala arealen 4 km? samt
linjelingden L km. Genom stamrikning finna vi i tre klasser — det kan t. ex.
- vara granar med 25—30, 30—35 och 35—40 cm brosthéjdsdiameter — resp.
N;, N, och Ny trad pa linjerna. Vidare tagas Py, P, och P, provtrad. Provtra-
dens sammanlagda kubikmassa dr W;, W, och W, m?. Vi fa da kuberings-
talen

_m _w, _w
kl”‘?ly k2_'§’ k:} - P3‘
Vi betrakta darefter kubikmasseuppskattningen
V=sk N +kNyg+hyNg)...ooovivnn., (105)

Genom att vilja den i (105) ingdende faktorn s pa olika sitt fa vi uppskatt-
ningar av den sammanlagda kubikmassan i de tre klasserna inom hela Q,
motsvarande kubikmassa per hektar skogsmark osv. Vi géra pad denna punkt
férutsittningen, att den totala skogsmarksarealen 4r kdnd och utgér X km?2
Vi s6ka nu medelfelet ¢ (V).

For att rikna ut (V) skola vi anvinda formeln

i vilken &, miter effekten av osikerheten i bestimningen av tridantalet i de
tre dimensionsklasserna, medan e, 4r ett uttryck fér osikerheten i kuberings-
talen. Det 4r salunda endast &,, som har med provtridstaxeringen att géra.
Viha redan (se t. ex. s. 82) omndmnt, hur ¢, skall uppskattas. For fullstindig-
hetens skull limna vi emellertid nu formler dven for ¢;.

Vi antaga, att vi redan funnit en ldmplig kvadratisk form T, 14t vara den i
(89) givna, samt fixerat 2# linjestycken, vart och ett av lingden ¢ km, vilka
skola anvidndas vid de medelfelsberikningar, som avse linjetaxeringen. Vi
behéva nu beteckningar for till dessa 2# linjestycken hérande observationer.
Vi vilja dem enligt nedanstiende tabla. '

Pa det i:e linjestycket dr:

antalet trid i de tre klasserna Nii, Ny; resp. Ny,
antalet provtrid i de tre klasserna Py, Ps; resp. Py,
provtridens sammanlagda volym Wi, Wyiresp. Wy,
linjeldngden genom skogsmark x; km.

Vi inféra dessutom symbolerna

Dessa tal angiva f6r var och en av de tre klasserna, hur manga triad pa taxe-
ringslinjerna som svara mot ett provtrid. De inverterade virdena 1/p, osv.
dro sidlunda »provtriadskvoter».

7. Mecddel. frin Statens Skogsforskningsinstitut. Band 36:1.
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Slutligen anvédnda vi beteckningen

ky Ny + ky Ny + By N,
x 2

o
5

dér x liksom i kap. IV dr taxeringslinjernas sammanlagda ldngd i km genom
skogsmark. Alltsd dr g en uppskattning av den samlade kubikmassan inom de
tre klasserna per km linjelingd genom skogsmark, vilket vid 10 m linjebredd
ar detsamma som kubikmassan per ha skogsmark.

Vi kunna nu utnyttja den kvadratiska formen 7" f6r berikning av savéal
& som &, Vi bilda ndmligen féljande nirmevirden f6r de tvd medelfelen:

L
& = \/; T, m), ooooeai (z07)
&y = \/% T(0,0), e (108)
dar ‘
MiZklNli—f—kzN“'+k3N34;—g~x1:, .......................... (IOQ)

05 =Py Wii+ pa Wai 4 ps Wyi— (ki p1 Pri + Rapa Poi + ks ps Psi), .. (110)
medan 7', som redan papekats, férutsittes bildad enligt (89). Av kap. IV
framgar motiveringen fér (107). Vi skola strax gé in pa en teoretisk diskussion
av (108). Dessférinnan skola vi emellertid se pa ett numeriskt exempel.
Det bor papekas, att samtliga siffervdrden dro fingerade.

Exempel.

Vi taxera ett omrade @, vars sammanlagda areal dr 26 296 km? varav
15 538 km? skogsmark. Vid taxeringen 4dr linjebredden 1o m och linjeavstin-
det 20 km. Vi ha féljande uppgifter avseende hela (, resp. samtliga linjer:

A =26296  km?
X =15538 km?
L = 1316.00 km,

x = 777.39 km,
N; =g o020, N, =2 619, N3 = 730,
. P, = 336, P, = 448, P, = 185,
W, = 124.38 m?, Wy = 258.16 m?, Wy = 140.95 m3.
Av dessa virden fa vi de i (109) och (110) férekommande konstanterna:
Rk, = 0.37018, ‘ Ry = 0.570625, kg = 0.76189,
g = 0.952,
P = 26.85, P, = 5.85, . Pz =3,95,

kP = 9.94, kypa = 3.37, kypy = 3.01.
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Vi ha valt ut 2n = 12 linjestycken, vart och ett av lingden ¢ = 10 km.
Dessa stycken tdnka vi oss ligga orienterade som i fig. 16. — Det hir valda
virdet pa » 4r givetvis alldeles for litet, f6r att medelfelsberikningen skall
bliva tillrackligt noggrann. — De f6r berdkningen av ¢ och ¢, erforderliga upp-
gifterna frdn dessa linjestycken aterfinnas i tab. 14, som dessutom visar be-
rikningen av storheterna #; och v;.

Tab. 14. Data for berdkning av kubikmassans medelfel.
Data for the calculation of the standard error of volume.

i 2 3 | 4 5 6 | 7 ] 8 9 10 | 11
ol NG | Ny | Ngp |o# RN RN | BNy g% u; | Diif.
|

I 107 | 33 8 8.02 39.6 19.0 6.1 | '55.8 8.9 | —I4.1

2 12 4 13 3.13 4.4 2.3 9.9 21.8 |— 5.2

3 74 40 2 6.17 27.4 23.0 I.5 42.9 9.0 | —25.6

4 3 8 10 4.30 I.1 4.6 7.6 29.9 |—16.6

5 168 20 2 .14 62.2 II1.3 1.5 63.5 I1.7 | —I9.7

6 13 26 24 6.63 4.8 15.0 18.3 46.1 |— 8.0

7 28 32 o 2.27 10.4 18.4 0.0 15.8 13.0 | —16.3

8 40 15 2 4.06 14.8 8.6 I.5 28.2 | — 3.3

9 212 57 I 9.96 78.5 32.8 0.8 69.2 42.9 | —49.2

10 122 25 I 9.60 45.2 14.4 0.8 66.7 | — 6.3

II 12 3 o 3.60 4.4 I.7 0.0 25.0 |—18.9 6.8

12 7 o 3 2.44 2.6 0.0 2.3 I7.0 {—I2.1
Ifx12]|13 | 14| 15 16 | 7 l 18 | 19 20 21 22 ] 23 24 25

ilp, P P W W, W

117 2¢|7 31 17 217

g il B1B1 Pyl Rol oy Boil o o Pog| D1 W 1| Dy Wos| Py Wy vy | Diff.

1| 4 5| 2 |1.69| 4.02|I.90| 39.8 | 16.8 6.0 45.4| 23.5 7.5 |—13.8] 13.1
o 0| 3 |0.00|0.00|2.45] 0.0 0.0 9.0 0.0l 0.0 9.7 |— 0.7

3] 3 6| I |1.05/3.66/0.85 290.8 20.2 3.0 28.2| 2I.4 3.4 .0 1.7

4| o 2| 3 |0.00{ I.00|2.08] 0.0 6.7 9.0 0.0 8 8.2 I.7

51 6 4| o |1.90| 1.88{ 0.00| 59.6 | I3.5 0.0 5I.0| II.o 0.0 I1.1|—6.3

6| o 4| 6 |0.00| I.84]4.05 0.0 I3.5 18.1 0.0| 10.8 16.0 4.8

7| o 5 0.00| 4.20[0.00| 0.0 | 16.8 0.0 0.0 24.6 0.0 [— 7.8 6.4

8| 2 3| 1 |o.71{2.04|0.85] 19.9 | 1O.1 3.0 19.1| II.9 3.4 |— I.4

9| 8 | 10| O |4.49/6.74|/0.00| 79.5 | 33.7 0.0 | 120.6/ 39.4 0.0 [—46.8] 33.1
10| 5 4| 0 |2.33| 2.44|0.00] 49.7 | 13.5 0.0 62.6| 14.3 0.0 [—13.7

II| O O| O |0.00| 0.00|0.00 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.5
12| o Ol I |0.00[0.00|0.63 0.0 0.0 3.0 0.0 0.0 |- 2.5 0.5
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Av tab. 14 fa vi:

T (u,u) = [(—14.1)2 + (—25.6)2 + ... + (6.8)%] = 331.236,

N
(@)}

T (v,v) =

N
sl H
(@)

[(x3.1)2 + (1.7)2 4+ ... + (0.5)%] = 112.584.

Av (107) och (108) fa vi sedan & och &,

/1316.00
/

o V331.236 = II.4717-18.1999 = 208.78,

& =

1316.00 j——
&y = 1o \VI12.584 = II.4717:10.6106 == I21.72.
Formel (106) ger:
e(V) = s - 241.67.

Om vi i (105) sitta in s = 1/, blir V en uppskattning av kubikmassan per
hektar skogsmark (= g). D& 1/¥ = 0.0012864, kunna vi angiva denna kubik-
massa (i klasserna 1—3) till

6.952 4 0.3109 m3,

X .
, f& vi som uppskattning av den totala

Om vi ddremot i (105) sitta s = 190
kubikmassan i klasserna 1—3 inom omradet @ siffran
10.802 4 0.483 milj. md.

Vilken av de tvad uppskattningarna vi 4n betrakta, finna vi det relativa
medelfelet 4.47 %. — Uppskattningen av kubikmassan per hektar blir
givetvis densamma, dven om vi ej kdnna hela skogsmarksarealen X. Diaremot
blir uppskattningen av den totala kubikmassan i detta fall en annan, och
osikrare, in vad som anges av ovanstiende medelfel. Kinna vi skogsmarks-
uppskattningens relativa medelfel, kunna vi anvinda formel (g9), s. 85,
for att komplettera ovanstaende berdkningar. Observera emellertid, att, som
redan omniamnts, exemplet 4r fingerat och salunda ej siger ndgot om nog-
grannheten av en faktisk taxering av motsvarande omfattning.

Samma rdkneschema kan anvindas dven for uppskattningar av tillvixt,
tradhdjd osv.

Man kan naturligtvis anvinda andra tillvigagangssitt 4n det i tab. 14 de-
monstrerade for att rdkna ut T (u, #) och T (v, v). P4 denna punkt hinvisas
till formlerna i kap. IV. (Se 89 b, 89 ¢, 94 m. fl.) Hir skall dirjamte papekas,
att tab. 14 uppstillts sa, att man l4tt kan utstricka medelfelsberikningen till



3601 NOGGRANNHETEN VID TAXERING 101

att avse kubikmassebestimningen f6r varje enskild av de tre klasserna 1—3,
eller f6r tva godtyckliga bland dessa klasser.

I detta sammanhang bér ytterligare en anmirkning goras. Antag, att vi
ha en kubikmasseuppskattning,

V=V+V,+Vs

diar V,, V, och V,; dro nirmevérden avseende tre enskilda klasser — t. ex.
tre tridslag eller tre diameterklasser. Vi kunna da i allminhet ej anvinda
formeln

\/82 + e (Vy) + & (V).

Formeln far ej heller anvindas om ¢ ersittes med ¢, eller ¢,. Anledningen har-
till 4r, att vi méaste rikna med att nirmevirdena V;, V, och V; dro korrele-
rade med varandra.

Harledning av medelfelsformeln.

Vi anknyta dven de teoretiska resonemangen till den nyss diskuterade kubik-
masseuppskattningen. Vi inféra vissa kompletterande beteckningar, vilka stimma
overens med dem, vi anvént i kap. I—III. For ett godtyckligt omrade Q' 4r per
ytenhet:

antalet trdd i den jie klassen.........coovviiiiiiiiiiiiii, N;(Q"),
antalet provtrad i den fie Klassen ..............ciiiiiiiiiniian P;(Q),
volymen av provtrdden i den jie klassen ................. ... ... w;(Q),
Skogsmarksarealeml. . . . ...t i it e s(Q").

Vidare inféra vi beteckningen K f6r det »réttar kuberingstalet i den j:e klassen,
dvs. det virde, vi skulle erhallit, om vi mitt kubikmassan av alla tridd i den j:e
klassen inom hela Q. Vi beteckna som i tidigare kapitel inbegreppet av alla taxe-
ringslinjer med gq.

Med lampligt val av faktorn s ger (105) foljande ndrmevirde for kubikmassan
per ytenhet av hela arealen:

V= Z(gf TRy Ny (g) + ko Ny (g) + ks Ng (@)l +ovve (111)

dar som nyss &, k, och %, dro de av provtriden erhallna kuberingstalen. Den
forsta faktorn, s(Q)/s(q), bortfaller, nédr vi ej kdnna den exakta skogsmarksarealen.

Motsvarande ratta viarde ar:

Vo= Ky Ny (Q) + KNy (Q) -+ KyNg(Q) oo vvoevnnn .. (112)
Vi infora vidare hjdlpstorheten V; genom relationen
(Q)
vV, = 1 (9) + K3 Ny (g) + KyNy(@)]- oo .o oo (113)
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Vi skriva nu det sokta medelfelet (jfr formel 106):

e(WV)=VE[(V—V) =Ve?+e? ..o ... (114)
dar

e =E[(Vi—~Vo, o oiiiiiiiiiia ., (115)

el =E[(V—V)% ... i (116)

Formel (r14) vilar pa den férutséttningen, att V; — ¥ och V; — V &ro okorrele-
rade. A priori synes det féga sannolikt, att ndgon ndmnvird korrelation skall
finnas.

Uppskattningen av ¢, (115), ar ett specialfall av tidigare behandlade fall, varfér
vi nu endast diskutera &,, (116).

Den kvadratiska form, varpa vi grunda medelfelsberdkningar avseende linje-
taxeringen, antaga vi vara given av det allmédnna uttrycket i formel (10):

T=XXcifl(g)](g.

I T ingd sdlunda observationerna f(g;), vilka 4ro anknutna till linjestyckena g;.
Vi finna, att differensen V; — V kan skrivas som f(g), om funktionen f(Q’) har
definitionen:

SO o e
101 =29 n @)~ K P (117)

j=1

Genom att sdtta in denna funktion i den nyss citerade formel (10) skulle vi dér-
for f& en uppskattning av &,. Ibland viljas en del provtrdd utanfor sjdlva taxe-
ringsbéltet (eller utanfdr provytorna). I ett sidant fall 1ata vi P;(g;) och W;(g;)
innefatta dven dessa provtrdd. Nu kdnna vi emellertid ej kuberingstalen K.
Den kvadratiska formens varde kan emellertid ej dndras i ndgon ndmnviard grad,
om vi ersdtta (117) med

HQ) = S W5 (@) —Fi Py Q)] e (r18)

j=1

Vi ha hir for de okdnda kuberingstalen K substituerat de vid taxeringen observerade
kuberingstalen %;, varjdmte vi strukit faktorn s(Q)/s(¢). Vi kunna litt konstatera,
att (118) — s& nir som pa en konstant — stdmmer 6verens med det uttryck, (110),
som vi redan anvédnt i det nyss betraktade exemplet. Medelfelsformeln (108)
har hirmed erhallit sin teoretiska motivering.

Medelfelsformel vid slumpmaéssigt urval av provtrad.

Vi ha férutsatt, att provtriden viljas utefter taxeringslinjerna. Det har
emellertid sitt intresse att betrakta dven det fall, di provtriaden viljas
pd méafd och oberoende av varandra inom hela underséknings-
omrddet @, medan taxeringen i §vrigt 4r av samma slag som nyss. I detta
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fall fa vi-en enkel formel f6r uppskattningen av medelfelet ¢,, dvs. det medelfel
i kubikmassan, som hérrér fran kuberingstalens osdkerhet. Vi kunna nimligen
skriva:

g% = N2 e(Ry) + No2 &2(ky) + Ng? e2(kg), ovvovvvnnn.. (119)
dar
&2(k;) = %}2, T == T, 2, 3 e (120)
7

Om P; ej ar litet i férhdllande till antalet, M}, av trdd inom hela Q, vilka
tillhéra den j:e klassen, bora vi i (120) inféra korrektionsfaktorn (M,—P;)/M;,
se t. ex. LANGSAETER (1934) s. 429. Vid lagprocentiga taxeringar som riks-
skogstaxeringen kan denna faktor givetvis fsrsummas. I framstiliningen i de
tidigare kapitlen ha vi hela tiden utelimnat en korrektionsfaktor av detta
slag.

Fér att visa hur de i (120) upptriadande o;* skola uppskattas, inféra vi be-
teckningarna

Wy, Wy, ..., Wp,

fér volymerna av de P; provtriden i foérsta klassen. Narmevirdet for g2
fa vi nu ur formeln:

PO B2 _(wl_'l‘?l)2 4 (wy—ky)2 4. .+ (wp,— ky)?
012 -~ Pl — I Z(wz kl) - P1 — . (IZI)

1=1

P4 motsvarande sitt uppskattas g,2 och g4%

Viha hir anvint de vanliga formlerna f6r medelfelsuppskattning vid slump-
mdssiga stickprov. Under en viss férutsittning skulle vi kunna anvdnda (119)
—(121) oberoende av hur provtriden tagas ut. Denna f6érutsittning kunna vi
uttrycka i orden: hur ndra eller langt frdn varandra tva trdd 4n
std, d4ro avvikelserna frin resp. klassers genomsnittliga kube-
ringstal okorrelerade.

Att denna forutsittning ej kan vara exakt uppfylld, torde vara omedelbart
klart. Vi kunna ndmligen utgd ifrdn att det rader positiv korrelation mellan
trad, vilka vdxa nira intill varandra. Detta yttrar sig bl. a. diri att dispersio-
nen bland pa de enskilda triden gjorda métningar i allmidnhet 4r storre, ju
storre undersékningsomrddet dr. LANGSAETER (1934, s. 424) har visat detta
f6r tradhéjd och arsringsbredd, medan NASLUND (1944, s. 294—295) har fram-
lagt siffror, varav framgér, att dven dispersionen i kubikmassan (inom dia-
meterklasser) 4r stérre inom stora omrdden dn inom smé. Detta belyses dven
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Tab. 15. Variansanalys av uppgifter om kubikmassa och tillviixt av provtrid i norra
delen av Gidvleborgs ldn.
Analysis of variance of data on volume and growth of sample trees in the northern
part of Gavleborg.

Inom provytor Mellan provytor | Varians-
Within sample plots | Between sample plots kvot
Variance
f v f v ratio
1) Kubikmassa, gran o— 2.5cm 3 0.00469 8 0.47639 I101.6
Volume, spruce
2) Kubikmassa, gran 1o0—1i5 » | II 718.283 276 522.1500 0.727
3) » » I5—20 » | 27 |I408.662 272 1 807.751 I.283
4) Kubikmassa, tall o— 2.5 » 21 0.12157 10 0.26631 2.191
Volume, pine
5) Kubikmassa, tall 30—35 » | 29 [5750.9 32 | 31868.8 5.542
6) Tillvaxt, gran 10—-15 » II 10.050 2%6 64.0009 6.368
Growth, spruce
7) Tillvaxt, gran 15—20 » 27 147.4337 272 168.2693 I.141

f = frihetsgrader, degrees of freedom, v == varians, variance.

av de i tab. 15 redovisade variansanalyserna, vilka utforts pa volymsuppgif-
ter fran provtradskort frdn det vid flera tidigare tillfillen betraktade omradet
inorra Hilsingland (riksskogstaxeringen ar 1942z). Vi ha utelimnat alla de-
taljer i berikningarna. Utférliga rikneschemata finnas hos t. ex. BONNIER &
TEDIN (1940, s. 64 o. f6lj.). — Tillvdxten avser en femarsperiod bakét i tiden
fran taxeringstillfallet. Samtliga data, som legat till grund, ha varit uttryckta
1 dm3. — Av varianskvoterna svara 5) och 6) mot ett P-virde << 0.001 och 1)
mot 0.01 > P > o0.001, medan de 6vriga fyra svara mot hogre P-virden
(BonNIER & TEDIN 1040, s. 31g—321).

Aven om den nyssndmnda férutsittningen silunda ej ir exakt uppfylld,
kan det hinda, att (119)—(12I) giva en acceptabel approximation av medel-
felet ¢, vid ett ej slumpmissigt val av provtrad. Hértill kunna tva omstindig-
heter bidraga. Dels kan korrelationen vara svag dven fér tvd nirbeldgna
trad, dels kan sjdlva stickprovsmekanismen i vissa fall skapa ungefir samma
variation, som den som karakteriserar det slumpméssiga provtridsurvalet.
Villkoren f6r detta hava klarlagts av LANGSAETER (1934, S. 433—436). Vi skola
darfér ej har ga in pé en detaljerad diskussion. Ett par anmérkningar kunna
dock vara befogade. Sdsom framhélles av LANGSAETER, 4r det avstdndet
mellan p& varann féljande provtrdd som dr avgbrande fér om form-
lerna (119)—(121) kunna tillimpas. Nu kan det tdnkas, att f6r varje diameter-
klass provtriddens inbdrdes avstdnd dr tillrickligt stort, for att (120) skall
vara betryggande. Dirav féljer emellertid ej utan vidare, att dven (119) far
anvéndas, ty s& snart vi samfidigt betrakta flera klasser, ha vi att gora med
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fler provtrid och f6ljaktligen med kortare avstind mellan tva successiva
provtrad. — LANGSAETERS diskussion skulle kunna preciseras, om vi inf6rde
en korrelationsfunktion. Da resonemangen skulle bliva en upprepning av vad
som sagts i kap. II, g& vi emellertid ej ndrmare in pa dessa sporsmal.

Vi studera i stdllet ett exempel. Vid den andra svenska riksskogstaxeringen
tagas provtriden pa provytor, vilka ligga pa taxeringslinjerna. Harvid faller
i allmidnhet mer dn ett trdd per provyta. Vid taxeringen av Gévleborgs lin ar
1942 follo sdlunda i genomsnitt tre provtrdd pd varje i skogsmark beligen
provyta. Vi fa salunda ett antal grupper av nira intill varandra stdende trid,
vilket, enligt vad vi nyss sett, méste tendera att héja medelfelet. En viss
uppfattning om hur stark denna inverkan &r, kan man fa av en berdkning,
som utférts pa ett material bestdende av volymsuppgifter f6r samtliga prov-
trad, 329 st., frdn en taxeringslinje i Gdvleborgs ldn. Forst utférdes en medel-
felsuppskattning med hjilp av en formel av den typ, som diskuterades i forsta
avsnittet av detta kapitel: Hirvid bestimdes v; f6r varje 2-km-stricka enligt
(x10). Direfter utriknades g, enligt (108) av 39 differenser mellan v;-virden.
Sedan utférdes dven en medelfelsuppskattning enligt (r1g)—(121). I detta
senare fall blev medelfelet uppskattat till ett belopp, som utgjorde endast
61 9 av virdet enligt den férra uppskattningen.

Aven om det nyss anférda procenttalet i sin tur dr behiftat med ett medel-
fel, bor det dock tillsammans med variansanalyserna i tab. 15 tjina som
varning mot ett okritiskt anvindande av de enkla medelfelsformlerna (119)
och (120). — Det forefaller dock ej uteslutet, att dessa enkla formler giva —
atminstone f6r taxeringar sddana som riksskogstaxeringen — en viss uppfatt-
ning om felets storleksordning, sdrskilt fér enstaka tridslags- och dia-
meterklasser.

Kar. VIL. UTNYTTJANDET AV DUBBLA STICKPROV.

I de tidigare kapitlen ha vi utgdtt fran vissa pa férhand givna uppskatt-
ningar av skogsmarksareal, kubikmassa per hektar osv., och angivit formler
for berdkning av deras medelfel. I detta avslutande kapitel skola vi taga upp
en friga, som ror det sitt, varpi dessa uppskattningar skola verkstillas —
salunda ej blott hur deras medelfel skola riknas ut. Vi skola dock ej g in pa
problemet, hur sjdlva taxeringen skall anordnas, utan fortfarande férutsitta,
att det statistiska materialet redan féreligger. Som kommer att framgé av de
i detta kapitel betraktade exemplen, kan man ur ett givet material bilda
nidrmevirden fér skogsmarksarealen, kubikmassan etc. pd flera olika sitt.
Det problem, vi skola studera, rér valet av uppskattningsmetod i ett speciellt
fall. Vi stilla oss namligen foéljande frdga: Hur skola de resultat, som
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erhallas fran de olika leden i ett dubbelt stickprov, kombine-
, for att medelfelet skall bliva det ligsta mojliga? Under
termen »dubbla stickprovy innefatta vi dven sddana fall, ddr undersékningens
forsta led utgdres av en hundraprocentig inventering och endast det andra
ledet &r ett stickprov i egentlig mening. Se vidare det i den engelska re-
sumén dtergivna citatet frin COoCHRAN (1939).

En teoretisk diskussion om de dubbla stickproven dterfinnes hos NEYMAN
(1938 b) och COoCHRAN (1939). I viss mén analoga problem behandlas av FISHER
(1942, kap. IX) under rubriken »concomitant measurements». Dessa forfattare
férutsitta, att en slumpmaéssig stickprovsmekanism anvindes. Vi maste soka
bygga ut teorin s, att den gar att tillimpa pd de systematiskt valda stick-
prov, som vi ha att géra med vid skogstaxering. Fér att undvika alltfér vid-
lyftiga undersékningar skola vi hdrvid begrinsa oss till det nyss omndmnda
»urartningsfally, d& stickprovets forsta led 4r en totalinventering. Forst skola
vi emellertid betrakta nigra exempel och ddrvid sirskilt dréja vid en metod
att utnyttja kartan foér att forbattra en linje- eller provytetaxerings upp-
gifter om olika arealslags utbredning.

ras

Exempel pa dubbla stickprov vid skogstaxering.

En uppskattning grundad pa ett dubbelt stickprov dr den i kap. VI ater-
givna formel (105). Stickprovets férsta led bestir av en linjetaxering, vid
vilken uppgifter om tridens brésthéjdsdiameter insamlas. Det andra ledet
utgéres av provtradsobservationer: For ett mindre antal trdd noteras férutom
brosthojdsdiametern dven andra métt, vilka tillita en volymsbestdmning.
Det av denna formel illustrerade sittet att sammanviga de olika leden av det
dubbla stickprovet har behandlats teoretiskt i den nyss omndmnda uppsatsen
av NEYMAN (1938 b).

Ett annat, mera summariskt, sitt att kombinera upplysningarna frin de
olika leden i ett dubbelt stickprov visas av féljande numeriska exempel,
som dven avser att demonstrera den nyss antydda mdjligheten att utnyttja
kartans upplysningar.

Ett omrade om ca 50 km? i Malmohus ldn taxerades med i vist—ostlig rikt-
ning 16pande linjer, vilkas inb6rdes avstind var 250 m. Taxeringen féretogs
emellertid blott pa kartan (konceptblad av ar 1938 till generalstabskartan,
skala 1:50 000). Den gav féljande resultat:

Linjeldngd 6ver land: 205.17 km,
» » skogsmark: #6.11 km.
Skogsmarken — dvs. de med skogstecken utmirkta omrddena — utgjorde
silunda 37.10 9, av landarealen, Denna karttaxering ar det forsta ledet i
det dubbla stickprovet,
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Nu hade linjesystemet valts pa ett sddant sitt, att var fjarde linje samman-
f6ll med de vid riksskogstaxeringen ar 1945 gangna linjerna. Fér dessa linjer
visade kartan:

Linjeldngd 6ver land: 52.37 km,
» » skogsmark: 17.92 km.

Skogsmarksprocenten var for detta linjesystem salunda 34.22.

De vid riksskogstaxeringen verkstdllda observationerna bilda det andra
ledet i det dubbla stickprovet. — Forutom de vdst—ostliga linjerna med det
inbérdes avstdndet T km hade man vid riksskogstaxeringen dven ett nord—
sydligt system med linjeavstandet 2 km. Vi bortse emellertid nu fran detta
system. — Vid taxeringen ute i terrdngen noterades:

Linjeldngd 6ver land: 52.515 km,
» » skogsmark: 18.050 km.

Riksskogstaxeringen gav sidlunda virdet 34.37 f6r skogsmarksprocenten.
Stickprovets forsta led — karttaxeringen — ger vid handen, att skogsmar-

ken dr underrepresenterad pa den fjardedel av linjerna, som foljdes vid riks-

skogstaxeringen. Det dr da rimligt, att vi tinka oss, att, om den ute pad marken

foretagna taxeringen hade utstrdckts till hela det titare linjesystemet, vi

skulle fatt ett hogre virde f6r skogsmarksprocenten dn 34.37. Vi kunna dven

bilda en uppskattning av detta hogre virde. Narmast till hands torde ligga:

34-37

34.37 —{-—(710 4.22)—3422 37.10 = 37.26...... (122)

Vi kunna férmoda, att denna siffra ger en sikrare uppskattning dven av den
relativa skogsmarksférekomsten inom hela undersokningsomradet dn den
ursprungliga, 34.37.

Man kan anféra manga andra exempel pd dubbla stickprov vid skogstaxe-
ringar. Ofta bestar det forsta ledet av en okuldr uppskattning och det andra
ledet av iakttagelser 6ver denna okulerings Overensstimmelse med mera
objektivt utférda bestimningar. Se COCHRAN (1939, s. 495) och ILVESSALO
(x942, s. 423). Analogin med det nu genomgangna exemplet dr uppenbar.

I detta sammanhang skall ett papekande géras om sittet att verkstilla
den subjektiva bedémningen. Det 4r oundgangligen nédvindigt, att de stick-
provsenheter, vilka skola ingéd dven i det andra, mera objektiva, ledet, beds-
mas pa exakt samma sidtt som de 6vriga. I vart exempel skulle karttaxeringen
varit virdel6s, om den utférts sa, att en person taxerat den fjirdedel av lin-
jerna, som sammanféll med riksskogstaxeringens linjer, och en annan person
aterstdende tre fjardedelar. Aven om samma person utfor hela karttaxeringen,
méste man se till, att linjerna taxeras i tur och ordning efter sin geografiska
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beldgenhet, och ej t. ex. forst de i terrdngen taxerade linjerna och direfter
de 6vriga. Helst bor den, som taxerar kartan, inte veta om, vilka av linjerna,
som taxeras dven i terrdngen. Dessa forsiktighetsmétt avse att minska risken
for en systematiskt verkande snedvridning av den slutliga uppskattningen.
P4 denna punkt kan en kritik riktas mot de vid den finska riksskogstaxeringen
tillimpade metoderna. Okuleringen av de provytor, som dven taxerades med
objektiva metoder, kan mycket vil ha skett enligt andra principer 4n de
som foljdes vid den subjektiva uppskattningen av bestdnd, som endast oku-
lerades.

Av foéregdende kapitel ha vi sett, hur man raknar ut medelfel till sadana
uppskattningar som (122). Om dessa metoder tillimpas i det nyss genomgéngna
exemplet, ge de foljande resultat. Det relativa medelfelet, nar endast riks-
skogstaxeringens uppgifter anvindas, 4r 5.90 %, Uppskattningen (122) har
det relativa medelfelet 4.50 9%,. Om karttaxeringen géres hundraprocentig —
i praktiken torde det rdcka med ett linjeavstdnd av 50—r100 meter — skulle
det relativa medelfelet ga ned till 4.24 9%, Medelfelets minskning 4r salunda
ganska mattlig. Om man betidnker, att karttaxeringen dr mycket enkel att
utféra — taxeringen av &ver 200 km skedde pd kortare tid 4n I timme —
framstar den 4nda som motiverad. Som kommer att visas lingre fram, kan
man rikna med att en korrektion med hjilp av karta stiller sig relativt gynn-
sammare, nir taxeringen ute pa marken sker med lingre linjeavstand. I den
mén man férfogar 6ver mera detaljerade och tillrickligt nya kartor, blir
precisionen givetvis stérre.

Emellertid kunna vikombinera de fran de olika leden i ett dubbelt stickprov
erhdllna upplysningarna pa flera olika sitt. Det 4r ingalunda fran bérjan
givet, att uppskattningar sidana som (1o05) och (122) 4ro de lampligaste.
Det visar sig exempelvis, att om vi ersitta (122) med uppskattningen

34.37 + 0.697 * (37.10— 34.22) =36.38, ............ (123)

gar det relativa medelfelet ned frdn 4.50 9, till 4.18 %. En uppskattning
sddan som (122) dr ett exempel pa vad FISHER (1942, s. 163) kallar »arbitrary
corrections». '

Teoretisk diskussion.

Vi anknyta for enkelhets skull till exemplet med karttaxering. Vi forutsitta,
att en hundraprocentig inventering av kartan foéretages. )

Vi anvdnda vara tidigare symboler: hela undersokningsomradet ar Q, de i ter-
ringen taxerade linjerna bilda delomridet ¢, linjeavstdndet dr » lingdenheter
osv. Till varje punkt (#, v) inom @ 4ro anknutna stochastiska variabler, % (u, v)
och g (u, v), vilka &ro lika med 1 eller o, allteftersom (u, v) ligger i skogsmark eller
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ej, enligt kartan resp. enligt den i verkligheten foretagna taxeringen. Vi definiera
varden pa funktionerna % och g for godtyckliga omraden pa samma sdtt som i kap.
II. Vidare gora vi foljande sannolikhetsantaganden (jfr formlerna 35, 36 och 42):

E g (u,v)] = m,, E[h (u,v)] = my,
Dg (u,v)] = oy, D7 (u,v)] = 0y,
E {[g (uy, v;) — my] [g (g, v) —my]} = 012 013 (1),
E ([ (1y, v1) — mg] [h (g, vg) — myl} = 042 0a5 (2),
E {[g (uy, v1) — myl [h (w9, v5) —ma)} = 0105012 (0) ... .. (124)

Liksom férut ar ¢t = + \/(ul—uz)z + (v; —vy)%

Korrelationsfunktionerna g,, ({) och g,,(#) dro av samma slag som de, vi sysslat
med tidigare. I g,(f) m&ta vi diremot en funktion av ny typ; vi kalla den for den
omsesidiga korrelationsfunktionen till de stochastiska variablerna % (u, v)
och g(u, v). FOr gy, (f) och gq,(?) infora vi nu en fullstindigare bendmning, nimligen
autokorrelationsfunktion. Dessa termer avse att svara mot de av CRAMER
(1940, s. 216—217) begagnade uttrycken »mutual correlation function» och »auto-
correlation functionn.

Den mest allmidnna formuleringen av de egenskaper, de tre nu definierade
funktionerna maste ha, dr foljande: Hur vi dn taga ut » punkter i planet, skall
den motsvarande 2#-dimensionella sannolikhetsférdelningen vara definierad
(KoLMoGOROFFs villkor, se s. 24—25). Det skulle fora f6r langt att hér ga in pa en
narmare diskussion. Vi néja oss med papekandet, att de av CRAMER (1940) visade
satserna litt kunna generaliseras till att gilla stochastiska variabler i ett plan.

Av taxeringen kdnna vi nu storheterna g (g), % (g) och % (Q). Vi betrakta féljande
narmevirde for det okdnda g(Q):

y=g(q) +E[AHQ) —h(@] e (125)

Vi skulle i vissa fall kunna ha intresse av att ga vidare och ldgga till ett antal
termer av hogre grad i [2(Q) — h(g)]. Genom att pa detta sitt betraktaen krokt
regressionslinje skulle vi ndrma oss en uppskattning av den typ, som illustre-
ras av formel (105). For det principiella resonemanget torde det emellertid vara
tillfyllest, att vi utgad frdn det enklare uttrycket (125). Vi séka nu denna uppskatt-
nings medelfel.

Fordenskull inféra vi en ny stochastisk variabel genom ekvationen:

Fl,v) =g, v) —k - h(u,v). ..o (126)

Denna formel 4r identisk med den i kap. III betraktade (84). Vi antaga, att den
stochastiska variabeln f(u, v) har karakteristikorna #z, ¢ och ¢ () (se formlerna 35,
36 och 42). Dessa kunna uttryckas i de genom (124) definierade storheterna:

mo=my — Rk my,
o? = 01 — 2k 0,0, 015 (0) + A% 05},

020 () = 0y% 0y (f) — 2k 0105 012 () + %2 0p2 0, (2).
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Vi anvédnda nu (66) och (57) och finna

E{ly—g Q) =E{[f (@ —F Q1) =2, ......... (x27)
&p? zazfg(t)d (2) dt =
o [t
= .of [042 011 (F) —2k 0105 015 (f) + R? 05% 005 ()] @ (z) at.... (128)

Genom att variera konstanten % i (125) erhalla vi olika uppskattningar av det
sokta vardet g(Q). Sitta vi B = o, fa vi virdet g(g). I detta fall utnyttja vi ej alls
den information, kartan ger om omradet mellan taxeringslinjerna. For £ = g(q)/A(q)
fa vi en uppskattning av samma slag som (122). Som det basta virdet pa %, vilket
vi beteckna med k, och bendmna regressionskoefficienten av g(u, v) pa
h(u, v) kunna vi anse det, fér vilket (128) minimeras. Genom att derivera erhélla vi
omedelbart %g:

o0 ¢
o ! 012 () d(z) at

k°=02 * e
J 0 (t)a A at

Det minimerade virdet av (128) blir

erﬂt)a(ﬁ) i [fem(t),;@) dt]’zl

&% = 0,2 I 2 f@n 0 (%) . l ... (130)

Vi finna salunda, att om blott

0}0912 (t)a <%> dt =+ o,

fA vi en sikrare uppskattning av g(Q) genom g(q) + ko [A(Q) —h (9)] &n den, vi
fa av enbart g(q).

Formlerna (129) och (130) paminna om motsvarande formler i regressionsana-
lysen. Overensstimmelsen blir fullstindig, om vi antaga

0(@) =701 (&) =7 0p(f) .o (31)

D4 ga namligen (129) och (130) over i
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Nar (r31) dr uppfylld, skulle sdlunda savil regressionskoefficienten £, som den
faktor, som anger den effekt, karttaxeringen utévar pa g% vara oberoende av linje-
avstandet b. T allmdnhet maste man emellertid rdkna med att bada dessa kvanti-
teter 4ro funktioner av linjeavstandet.

Nu kunna emellertid (129) och (130) ej anvdndas for att i ett praktiskt fall upp-
skatta & och ¢?® Vi bliva liksom tidigare hidnvisade till atti stéllet {6r (128) be-
trakta en kvadratisk form 7'. Vi sdka salunda minimum av

T=XXciil(g)f(g) =2 Zcijlglg) —kh(g)l[g(g) —Fkh(g)]
Om vi allmént skriva (jfr kap. IV, s. 81)
T(w,2) =T (z,w) =L T cijw(g)z(g),

kunna vi uttrycka minimeringsvillkoret i formeln

_Tgh
k= TRy (132)
Det minimerade vardet blir
o [T (¢, 1))
Twin =T (g, 8) AN Giky (133)

Om formen T dr uppbyggd pa ett tillrickligt stort antal observationer, komma
(132) och (133) att ha sma medelfel. For att dessa tva formler skola giva acceptabla
nirmevérden for &, och &? (129, 130), méste vi dessutom kréva, att den till T ho-
rande avstandsfunktionen ag (¢) stimmer nagorlunda vil 6verens med a (¢/b). Vid
valet av kvadratisk form 7" boéra vi silunda lata oss ledas av samma synpunkter
som férut (jfr s. 48).

Som nidrmevirde for det okdnda g (Q) anvdnda vi alltsd

g@+§%%ww—mm .............. (134)

Detta ndrmevérdes medelfel approximera vi med \/ T’ /L, dar

Konstanten f, antalet »frihetsgrader», taga vi ur (88). I fraga om motiveringen
for den i (x35) upptriddande korrektionsfaktorn, hdnvisas till s. 81--82. I allmin-
het torde f vara s& stort, att korrektionen dr av ringa betydelse.

Aven i frga om (132) och (133) 4r &verensstimmelsen med motsvarande form-
ler i regressionsanalysen pafallande, se t. ex. YULE & KENDALL 1937, formlerna
(11. 10) och (11. 11), 5. 210, 211. Vi skulle kunna g& vidare och inféra ytterligare
ett antal funktioner, ¢, § osv., och studera problemet att uppskatta g(Q) med hjalp
av 1 (Q),4(Q),7(Q) osv. Viskulle da finna, att den formella analogin med regressions-
analysen bibehalles. Overensstimmelsen skulle bliva fullstindig, om vi fér T valde
ut den speciella formen (6), s. 9. I detta fall skulle de i regressionsanalysens
formelapparat upptrddande centralmomenten bliva identiska med T (g, g), T (g, 7),
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T (h, §) etc. Aven ndr T ar en godtycklig kvadratisk form, kunna vi emellertid i
regressionsanalysens rdakneschemata utbyta momenten mot uttryck av typen
T (g, 8), T (g, 1) osv. Harav foljer, att vi kunna utnyttja de riknemetoder, som an-
véandas i regressionsanalysen, t. ex. DOOLITTLES.

I den statistiska litteraturen synas de hir vidrérda mera allmédnna regressions-
problemen ha rént mycket liten uppmérksamhet. En artikel av KAVANAGH (1941)
fortjdnar dock att ndmnas. Kavanaca kallar det allmédnna forfaringssattet »the
procedure of least quadratics». En regressionsanalys enligt gédngse linjer foljer
»the procedure of least squaresy.

I de férut omndmnda undersékningarna av COCHRAN (1939, s. 496) och Ir-
VESSALO (1942, S. 423) tilldmpas regressionsanalys vid korrektionen av de okulerade
vardena. Bada forfattarna bortse emellertid hérvid frin att de ha att géra med
systematiskt utlagda stickprov.

Nagra numeriska resultat.

Den tidigare atergivna uppskattningen (123) erhélls genom en regressions-
analys enligt det nu beskrivna férfaringssittet. Vi skola betrakta dven nagra
andra karttaxeringars resultat. Vi anvédnda liksom férut beteckningarna
g(q) och h(g) fér skogsmark per ytenhet av linjerna ¢ enligt taxeringen i ter-
rangen resp. pd kartan, samt g(Q) och 4 (Q) f6r motsvarande virden fér hela
undersékningsomradet. Det uttryck, vi med regressionsanalysens hjalp er-
halla, blir av typen (134); vi beteckna det med y. Fér att angiva den minsk-
ning av medelfelet, som vi f4 genom att utnyttja kartan, anvinda vi stor-
heten G, vilken erhélles ur sambandet:

G2 — E{ly —g(Q)1%} ;
E{[g(g9) —g (@)}

I nedanstdende tabla visas resultatet av vissa karttaxeringar:

g9 Tlgh

hig) T (h k)
Malméhus lan. . .......oovviiii i, b=1 km I.o0r o0.70 0.70
» D PP b=2 km I.00 1I.03 0.53
Blekinge Idn. . ...... ... oo i b =21,km 0.93 0.71 0.43
Gédvleborgs lan. . ...... ... oo b =62,km I.0oo TI.03 0.41

I samtliga fall har generalstabskartan anvints. I friga om Malmdhus lan
avse taxeringarna det nyss omnimnda omradet om ca 50 km? foér Blekinge
ldn har ett representativt urval av linjestycken fran alla delar av linet anvénts;
1 Gdvleborgs lin har ett omride om ca 2 000 km? i norra Hilsingland taxerats.
" Fér detta omrdde har vid berikningen av G storheten E {[g(9) — g (Q)]?}
ersatts med det ligre virde som erhalles, dd landarealen férutsittes kiand.
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Av de i denna tabla givna virdena skulle man kunna férmoda, att regres-
sionskoefficienten sjunker med avtagande linjeavstdnd, vilket betyder, att
kartans uppgifter komma att utnyttjas mindre vid hégprocentiga marktaxe-
ringar. I samband diarmed vixer kvoten G, nir linjeavstandet minskar. Allt
detta stdr i 6verensstimmelse med de resultat, man kan komma fram till
genom rent teoretiska &verviganden. I den man karttaxeringen ej dr hundra-
procentig, tillkommer givetvis ytterligare ett osdkerhetsmoment i berik-
ningarna, vilket emellertid i allmidnhet torde vara av underordnad betydelse.

Om man vill utnyttja kartan fér att férbdttra en uppskattning av skogs-
marksarealen, vill det sdlunda synas, som om man maste gripa till regressions-
analys; man bor alltsd ej n&ja sig med en uppskattning av det enkla slaget

h (Q)
...................... 136
(@) @ (136)
I stillet bér man vilja ut det lampligaste ndrmevirdet bland alla av typen
g(@) +RAQ)—A(@] ..o (x37)

Vi ha i det féregiende betraktat flera uppskattningar sidana som (136). Sir-
skilt tva fall d4ro av praktisk betvdelse. I det ena av dem anger funktionen g
skogsmarksareal och funktionen 4 landareal. I det andra fallet dr g kubik-
massa och % skogsmarksareal. (Se s. #79.) Det ligger nu ndra till hands, att
vi fraga oss, om vi inte bora anvinda regressionsanalys dven i dessa tva fall,
dvs. bestimma %, sd att (137) ger ett nirmevirde med maximal precision.
Med hjilp av uppgifter fran den andra svenska riksskogstaxeringen har en
undersokning utforts f6r att belysa detta problem. Harvid anvindes data
fran Givleborgs, Kopparbergs och Blekinge l4dn. I intet fall ledde emellertid
regressionsanalysen till ndgon nimnvird 4ndring av nirmevirdet (136).

HASEL (1942) betraktar den andra av de tvd nu ndmnda uppskattningarna, dvs.
uppskattningen av kubikmassa, i ett fall, d4 den totala skogsmarksarealen ar kdnd.
Han finner (136) vara »biased». I de nyssnidmnda statistiska materialen maste
emellertid denna »biasy vara av liten storleksordning i forhallande till medelfelet
i ndrmeviardena (136) och (137). Det ar dock ej uteslutet, att den skulle kunna
framtrida, om man adderar ett antal f6r olika omraden erhallna uppskattningar
av typen (136).

I detta sammanhang bor det papekas, att det understundom torde vara fordel-
aktigt, att man delar in ett taxeringsomrade i mindre omraden och utfér en upp-
skattning av typen (137) for varje delomrade. En sadan »differential regres-
sion» (HENDRICKS 1935) torde exempelvis vara tillradlig, om man skall utféra
en karttaxering men har ett heterogent kartmaterial. En liknande metod har an-
vints vid den finska riksskogstaxeringen (ILVESSALO 1942, s, 261, 423); en sirskild
regressionsanalys har ndmligen utforts for varje taxator,

8.  Meddel. fran Statens Shogsforskwingsinstityt. Band 36:1,
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Stickprov pa foéridndringen i arealer, kubikmassor osv.
fran en tidpunkt till en annan.

Nir vi utnyttja kartan pa sé sitt som nyss beskrivits, tinka vi oss, att taxe-
ringen ute i terrdngen avser att giva upplysning om hur mycket kartan av-
viker fran verkligheten. I samma méin som sambandet ir starkt mellan kar-
tans uppgifter och de faktiska férhéllandena, i samma man blir uppskatt-
ningen av den forefintliga avvikelsen mycket noggrann.

Samma princip kan utnyttjas dven i andra fall. Vi vilja jimféra t. ex.
kubikmassorna inom ett omrade Q vid tidpunkterna #, och #. Vi beteckna
kubikmasseuppskattningarna med K, resp. K;. Vid bada tidpunkterna ha
taxeringar verkstillts, varvid man anvint samma linjesystem. Vi kunna
da uppfatta den vid tidpunkten £, féretagna taxeringen som en undersékning
av den forandring kubikmassan undergatt under tiden mellan ¢, och #. Foér
att fa ett matt pd medelfelet i differensen K, — K, béra vi anvidnda en kvadra-
tisk form 7 av t. ex. typen (89) och for varje linjestycke sdtta in vardet pa
motsvarande differens, dvs. den pa linjestycket konstaterade okningen eller
minskningen av kubikmassan. Férmodligen skall man finna, att K; — K, har
ett mindre medelfel 4n vad K; och K, ha var for sig. Givetvis spelar den nog-
grannhet, varmed man vid de bada taxeringarna féljer de pa kartan utstakade
linjerna, en stor roll.

Man kan utnyttja den relativt goda precision, varmed en foérindring kan
uppskattas, dven pa f6ljande sitt. Vid tidpunkten #, uppskattas kubikmassan
till K, m® med hjilp av en mycket omfattande taxering. Vid tidpunkten
gores en taxering av relativt ringa omfattning, varvid emellertid ett visst
antal av den tidigare undersékningens taxeringslinjer anvindas. Genom att
observera, hur mycket kubikmassan har dndrats pa just dessa linjer, bildar
man uppskattningen K, av kubikmassans 6kning fran {, till #. I siffran

Ky + Ky

har man dé ett ndrmevirde f6r kubikmassan vid tidpunkten ¢, ett nirmevérde,
som bor vara avsevirt mera noggrant dn det man skulle fatt, om man ej ut-
nyttjat den tidigare taxeringen. Analogin dr ju fullstindig med den foérut
angivna metoden att utnyttja kartans uppgifter. Givetvis kan man dven vid
uppskattningen av K ha anledning att anvédnda regressionsanalys och rdkna
efter en formel av typen (134).
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SAMMANFATTNING.

Olika formler fér medelfelsuppskattning vid en regelbunden linjetaxering
granskas med utgdngspunkt fran en matematisk -modell, som erhéllits genom
en utvidgning av teorin fér »stationdra stochastiska processer». Granskningen
ger vid handen, att de limpligaste formlerna dro uppbyggda pa uttryck for
variationen mellan observationer hérande till ganska korta och nédra intill
varandra liggande linjestycken. Tillimpningen av en formel av detta slag
illustreras med numeriska exempel. Formeln kan anvindas dven for uppskatt-
ningar grundade pa en regelbundet utlagd provytetaxering eller pa provtrads-
observationer.

I anslutning till vissa medelfelsbestimningar diskuteras en metod att oka
en taxerings precision genom utnyttjande av karta.
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RESUME.

Methods of estimating the accuracy of line and sample plot
- surveys.

Introduction.

The following example gives an idea of the problems treated in thisl')aper.
In 1942, the county of Gdvleborg in Sweden was surveyed with the aid of strips
10 m wide placed 62/, km apart. It was found that 77.7 9% of the land area within
the strips was forest land. What does this figure tell us about the corresponding
per cent for the whole county? We would wish to answer this question in terms
of the standard error. To obtain an estimate of the standard error of a survey
we shall only use the data of that same survey.

As is pointed out by HASEL (1942) for instance, every estimation of accuracy
is based on a mathematical model of the phenomenon under investigation.
In respect to a survey of an area, this model describes, firstly, the réle played by
chance in the arrangement of the samples, secondly, the influence of random
variations of fertility, climate, and similar external factors. To sum up the influences
of the second kind we shall use the term »topographic variations.

At this point there is a clear analogy with the problem of estimating the error
of a field experiment. As is evident from the examinations of TEDIN (1931),
NEYMAN (1935), McCHARTY (1939), and others, the mathematical model of
topographic variation underlying the usual statistical devices of dealing with
field) experiments is open to severe criticism. In spite of this, if an experiment
is strictly srandomized» the usual methods may be used. This is due to the fact
that the — evidently accurate — assumptions concerning the random layout
of the experiment have a dominating influence. The same may be said of such
sampling surveys in which the sampling units are chosen at random.

The safety-valve of randomization is not at hand when field experiments or
sample surveys are systematically designed. Deficiencies in the model of
topographic variation may in these cases have serious consequences. Therefore
the chief aim of this paper is to provide a model sufficiently accurate to serve
as a basis for error estimation of systematically arranged sample surveys.

This problem is discussed in chapters I-—III, whereas chapters IV—VII show
some practical applications.

Ch. I. Quadratic forms adapted to the estimation of the standard
error of a line survey.

This chapter contains some preliminary points concerning the regularly spaced
line survey, which is the basis of all forms of surveys dealt with in this paper.
Let us first consider methods of estimating the standard error from the data
of whole strips. In order to avoid unnecessary complications we assume that the
area to be surveyed is rectangular and that the survey lines are parallel to one -
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of the sides of the rectangle. (See Fig. 1, p. 7.) The whole area Q is divided into

" n congruent sub-rectangles Q,, Q,, ..., Q,. In the middle of these subrectangles
. n

are the survey lines ¢y, ¢, . . ., g, We further define ¢ as ¥~ ¢;. For an arbitrary
I

area ()’ the symbol f(Q’) will denote the value per unit of area of some variable;

f(Q") may be land area per ha of Q’ or volume per ha etc. We then define the
»ETTOTS):

#; = H(qs) — 1(Qs),
x = f(g) — Q).

The quantities x; are considered as stochastic (or random) variables. In
characterizing the distribution of a stochastic variable we shall use the symbol
E to denote mathematical expectation and D to denote dispersion. We then express
our assumptions concerning the distribution of the #;’s in the following formulae
(cf. LINDEBERG 1923, p. II):

E@) =o ... .. i (D)
Dxy) =E@®2)=0%.................... (2)
E@zx)=o0ifi=j .................... (3)
Hence:
a2
Dz(”):—; .(5?

We then consider the following estimate of g%

7n

T=3% X cjfa) ) cj=¢i ....c.co.... (10)

i=1f=1

T is a quadratic form in the values f(qy), . . ., f(g,). We denote the matrix of T
by C. We further assume that T is non-negative, and that

" n

Y X G T O i (1T)

i=1 J=1I

This yields:

2 Cij =0, T =0 ... (12)
7 7
From (1)—(3) we get:
" m "
EMN) =0T i+ X T oij (@) AQ) .......... (13)
1=1 1=1I J=1I

Thus we assume:

C‘i’l::I' -r~vyy'v"vr'15-r-y1--(14)

114 =
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Except formulae based on graphic graduation, all estimates of ¢? suggested
in literature are in accord with (10), (11), (12), and (14). They represent attempts
to reduce the second component in the right-hand member of (13). Examples
are found in the Swedish text, see formulae (6), (8), and (9). For the moment we
must leave the question, whether it is possible to choose C in such a way that
this component may be neglected.

However, we now assume that there is in fact a certain class of forms 7", which
can be written with sufficient approximation as

= X G KiK. (15)

For these forms we have

D:T) =20 L X c%j=20tSpC2 ............ (16)
17

Here SpC? denotes the »trace» of C?, i.e. the sum of the diagonal elements. We
have further assumed that the x,’s are normally distributed. In this case we
can also find the distribution of 7" (COCHRAN 1934, p. 179). We must then know
the so called characteristic numbers of C. If the non-vanishing characteristic
numbers are all equal, 7" has a distribution of the y2-type. A necessary and sufficient
condition for this is that

C2=krC, ...................... (20)
where & is a constant (CRAIG 1043).

The condition (20) is of importance also in regression problems. We consider
a form '

T=3% X cij(zs—a—0by) (zi—a—0by)), .......... (21)

and assume that the residuals x; = z; — a — py; are normally distributed vari-
ables, satisfying (1)-—(3). The minimum value of (21), Ty, is given by (22) and its
expectation by (23) (see Swedish text). It can be shown that the necessary and
sufficient condition for T, to have a distribution independent of v, ¥y, . . ., ¥,
is that the matrix equation (20) is satisfied. Then T, is y2-distributed with one
degree of freedom less than X 3 ¢;; #; #;.

We retain the assumtions made above of the variables x; and examine two
non-negative forms

T, =2 ¢j To=722 Gij¥%%¥ ...c...... (25)

We find
E{T,—E(T)][T,—E(Ty}} =206* T T ¢;j gi;=20*Sp CG.. (26)

It can be shown that a necessary and sufficient condition for independence between
T, and T, is that they are uncorrelated, i. e. that the double sum on the right
disappears. CRAIG (1943) has demonstrated a similar proposition for two arbitrary
quadratic forms (Cf also HOTELLING 1944).

‘We now pass over to standard error formulae based on data from parts of
survey lines; we call these parts line sections. By ¢y, ¢,, . .., ¢, we designate
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#n line sections of equal length, and by Q,, Q,, ..., Q, rectangles round these
line sections, as shown by Fig. 3, p. 18. Here again the standard error estimates
are of type (10), and the corresponding matrices have the properties expressed
in (11) and (12).

It will be easily seen that we can no longer keep the assumption (3). We substi-
tute the more general assumption

E@ox) =020 «coooviinii. (27)

Our earlier formulae (5), (13), (16), and (26) now pass into the formulae (29), (30),
(31), and (33) (see Swedish text).

We find in (29) a new component, which should reasonably be regarded as
positive, whereas in (30) we get an additional component that as a rule should
be negative. Thus there is some risk of underestimating the standard error. This
has first been pointed out by LANGSAETER (1926). —— There is an analogous problem
connected with field problems arranged according to the so called »half-drill-
strip» method, see BARBACKI & FISHER (1936), »STUDENT» (1937) and PEARSON
(r938). — We cannot however discuss this problem without making further
assumptions.

It may be observed that if we let (27) refer to the quantities f(g;), and not
to the rerrors» x;, the formulae given obtain a more general significance.

Starting from the expressions of I) (T) some criticism can be brought to bear
upon the formulae based upon the combining of lines and line sections into groups.
(In this case every ¢, means a sum of lines or parts of lines scattered over Q.)
For these formulae lead to a quite unnecessary raising of I (T). (Cf. NASLUND
1939, P- 334.)

Briefly, it can be shown that the assumptions made in this chapter do not aid
sufficiently in estimating E (7). On the other hand, they may be said to give
a summary knowledge of the remaining qualities of the distribution of T that is
sufficient for practical use.

Ch. II. A mathematical model of topographic variation.

This chapter contains the main results of the investigation. We take as our
starting-point the observation that the topographic variation decreases with
decreasing distance. (See e. g. BJERKE 1923, WIEBE 1935 P. 341, NASLUND I930
p. 332, LANGSAETER 1932 P. 476.)

The points of a Euclidean plane are determined by their Cartesian coordinates
(#, v). To every point (u, v) is attached a real-valued stochastic variable f(u, v).
We make the following assumptions with respect to this infinite set of random
variables:

Eff(u,v)] =m, ... e, (35)
Def(u,v)] = E{[f(u,v) —m]2} =¢2>0, ................ (36)
E {{f(uy, v;) — m] [f(uy, vy) ——jn]} = 0% g(uy —uy, 0 —0,).... (37)

The function p in the right-hand member of (37) will be called a correlation
function. We immediately find the following properties:

o(0,0) =1, o(u, v) = p(—u,—v)............(38)
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Very general sets of random variables are considered by KoLMOGOROFF (1933).
Cf. also WIENER (1938) and LEvY (1945). LANGSAETER (1932), OSBORNE (1942),
Mapow (1944), and COCHRAN (1946) have used a one-dimensional set of random
variables analogous to the random process. Certain points of interest concerning
our above-mentioned two-dimensional model may be found in BOJARSKI (194I)
and GHOSH (1943 a, b). Unfortunately the papers by Bojarskr and GHOSH are
not yet available in Sweden. They are mentioned in the Mathematical Reviews
(Vol. 3, p. 173; Vol. 5. p. 40).

In order that the assumptions be logically consistent, to each set consisting
of a finite number of points in the plane, the corresponding multidimensional di-
stribution must be defined. We call this the KormoGoroFF condition (KOLMOGOROFF
1933, esp. pp. 24—30). We only accept correlation functions satisfying this con-
dition. They form a class of functions that we call K.

A mnecessary and sufficient condition that the real function
o(u, v) belongs to K is that (38) is fulfilled, and that, if we take
out a finite number of points (u, v),..., (¥, v,), the expression

" "
Z X tityolu—uy v;—))
i=1 j=1
is a non-negative quadratic form in #, 2, ..., £, ... ... (39)

. Inlooking for other characteristics of the class K, we utilize the analogy between
this model and the correlation theory of stationary random processes
invented by KHINTCHINE (1934). The theorems proved by KHINTCHINE (1934)
and CRAMER (1940) can easily be generalized, For the terms characteristic function,
distribution, frequency function, etc., occurring below, see the definitions in
CRAMER (1945). _

If a correlation function g(u#, v) is continuous in the point
# =v =0, it is everywhere continuous. If K; denotes the class of
all real-valued characteristic functions of two-dimensional pro-
bability distributions, then K, is identical with the subclass of
K containing all correlation functions that are continuous in the
point.u# = v = o. In the sequel we shall only consider correlation functions be-
longing to K. It is easily seen that K; may also be described as the class of functions
containing the real parts of all characteristic functions of two-dimensional distribu-
tions. v

In order to see if a function g(u, v) belongs to K; we can use, for instance, the
relatively simple necessary and sufficient condition given by CRAMER (1939).

The function (%, v) = e—urt ot may serve as an example; it is the characteristic
3

h
function of a distribution with the frequency function — (k2 + #% + 32) 2.
27

In the remainder of this chapter we shall replace (37) by
E {[f(ul, ”1) —1”] . [,f(uzx vz) -—"Wl]} = Uzg(t); e e e (42)

where

P = 4 \/(u1 —Up)? (v, —vy)2 .

Two functions g(#) are shown in Fig. 4 (p. 28). The more rapidly falling function
is said to be of Type I, and the more sIowly falling function to be of Type II
(relatively the distance b),
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We then define values f(g) where g is an arbitrary area in the plane. By the
term »area» we shall understand sets of a finite number of points or lines, and
areas in the proper sense, i.e. rectangles, circles, etc. The definition of f(q) is
made in a similar way to the ordinary RiemMaNN definition of an integral (See
CRAMER 1940). However, we divide by the superficial contents of ¢, so that f(g)
gives the average value of f(«, v) in g. If, for instance, g is the rectangle (¢ < u <4,
b < v < B), we may write

4 B
I v
fl) =———eo—- / / fu,v)dvdu
(A—a) (B—b)y

‘With the aid of a theorem put forward by CRAMER (1940, p. 218, Lemma 2)
we find the following expressions for the simplest properties of the random vari-
bles f(g): '

E{fgl=m,.......cc.ccc.oou.... (45)
o E{[f(g:)—m) [f(g;) — m} =02:f°9(t) A4 .. .. .. .. .. (49)

A special instance of (49) is: |
D2 [f(g:)] =02°f°@(f) dAg(ty ................ (50)

o

The integrals in (49) and (50) are STIELTJES’ integrals. The function A;(f) may
be interpreted as the distribution function of the distance between two points
chosen at random, one in g; and the other in g;. It will be termed a distance-
integral. Its derivative — if existing — will be called a distance-function
(of course not to be confused with the distance-function used in defining a metrical
space) and denoted a;;(f).

‘We then consider a quadratic form of Type (10), where the g;’s are arbitrary
areas in the plane. We further assume that the relations (11) and (12) hold good.
We find:

E(T) = ()'2 Z ZGM}OQU) . dA”(t) = 0’279(t) -dAT(t), e e s (51)

where
Ar(t) =X Zeijdii(t) oo oo (52)

We call A7(f) the distance-integral of the form 7. If its derivative
exists, it will be written ap(f) and named the distance-function of the
form. In this case we have:

E(:r)ZJng(t).aT(t)-dt................ (51 a)

Now let us consider the strips ¢y, ¢, . . ., ¢, and the rectangles Q;, Q,, .. ., Q,
given in Fig. 1. We denote by ! the length of each separate strip, and by L the
length of all strips (L = /). We further assume that every ¢; is a line without
width,
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Then we consider the quadratic form

Ty =1 T@) —HONP oeoeeeeee e (54)

From (51 a) we obtain:
E(Ty) = o* [ o()) ar,(t) at.

The function ar (f) is derived from (55) and the following formulae (pp. 33—35).
It turns out that ar (), when /> oo, converges towards a function @ (¢/b). The
function @ is given by (56), p. 35. As is shown by Fig. 5, p. 36, the convergence
towards @ is rather strong, the difference between ar, and & being negligible already
for I = 20.

Consequently we can use the approximation

8b2

E{[f(éh)—/‘(Qi)]z}z—l—, e (58)
where
sbazazjog(t)zi<£>dt.................. (57)
It can be proved that the form
=L [fg)—HD2 iiiiiiii. (59

has about the same mathematical expectation as T',. The demonstration is, in
mere outline: The f’s belonging to the lines ¢; are regarded as a one-parametric
family of stochastic variables having the properties indicated in (62)—(64); E (T)
and E (T,) can be shown to be dependent on the new correlation function R (f)
in such a way that they must on the whole get identical values when R (¢) runs

smoothly. — The correlation function R (f) has been used by OsBORNE (1942),

and a similar function by LANGSAETER (1932). — Thus we can start from the

formula ’
o 2y o0

{[Hg) — F(Q)] }:T’ R (1)

and then seek estimates of the quantity g2
It is worth mentioning here that if ¢; is a line chosen at random within Q;,,
the direction still being fixed, parallel to 4B in Fig. 1, we find

uTo(t) =1 [“qi q@(t) - aoiQ,b(t)],

where the functions on the right-hand side are those given on p. 34— 35. We accord-
ingly get expressions for the standard errors of stratified random samples

All possible standard error formulae are based on quadratic forms 7' of the
type (10). We shall confine ourselves to a study of the conditions for T to be
approximately unbiased, i. e. that E(T) = g2 It is evident that, if this relation
is to be satisfied under reasonably general conditions, 7" must have a distance-
function of much the same form as the function G(¢#/b) given in (56).
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We accordingly determine the distance-functions of a number of different
types of quadratic forms. Certain examples are shown in Fig. 8 a—f, p. 41 et. seq.
The graph of G(¢/b) has been put in for comparison in all diagrams. The quadratic
forms are defined by relations (67), (69), and (71)—(74). The line sections included
in these forms are shown in Fig. 7, p. 40. The length of each line section is denoted
by c. For the sake of clarity the different forms will here be briefly described.

Ty, formula (67), is the variance of f’s belonging to # adjacent sections of the
same line. T, formula (69), is the variance of % line sections belonging to # succes-
sive lines. T,, formula (71), is the square of the difference of kth order of the values
of & + 1 adjacent sections of the same line. T, formula (72), is the square of the
difference of kth order of the values of 2 4 1 line sections of & 4 1 successive
lines. T'5, formula (73), is of the same type as the formulae used for estimating
the error of a field research laid out in latin square. A formula of this kind has
been suggested by NASLUND (1939). Finally T, formula (74), has been obtained
through graduation with a parabola of £th degree in values belonging to # adjacent
sections of the same line (» > %). Such a graduation has been used by NEYMAN
(1929) in the treatment of a systematically arranged field experiment.

Evidently it is possible to construct a quadratic form in values f(¢;), where the
g;’s are line sections, with a distance function arbitrarily close to @(¢/b). For
practical purposes, however, the above-mentioned types seem to be amply sufficient.

From the Tables of Ch. III it will appear that the correlation functions which
describe the topographic variation of observations made in forest surveys are
decreasing and are of the same type as.the functions shown in Fig. 4, p. 28.
Especially in respect to rapidly falling functions (Fig. 4, Type I), the course of
the distance-function immediately at the point zero will be of decisive importance
to the expectation of a quadratic form. It will appear from the diagrams that all
the quadratic forms in view have distance functions which, at the zero point,
assume the value 2. By rightly choosing the length ¢ the distance function will
also obtain the same first derivative at zero as @ (¢/b). We call these ¢-values the
minimum stretches of the different quadratic forms. The minimum stretches
of the forms just given appear from (67 b), (69 a), (71 b), (73 a), and (74 a), and
besides, (72) has the same minimum stretch as (69), i. e. b/m. The minimum stretch
is different for different quadratic forms and, furthermore, direct proportional
to the line distance, b. By the determination of the minimum stretch we seem
to have come as near as possible to the solution of a problem much discussed
in the literature. (See e.g. LANGSAETER 1932, p. 558.) If we get too far
away from the minimum stretch the good correspondence at low #-values with
d(t/b) is completely lost. It may be added that as soon as g (f) is non-increasing,
the simple forms T; and T, will have an expectation = g%, provided the ¢’s remain
above the respective minimum stretches. Therefore we need not fear any systematic
underestimation of g,

The figures given in Ch. III motivate a closer study of the correlation functions
of the type

oy =e= M, ko ... ... ........... (75

That is why certain numerical results in Tables 1 and 2, and in Figs. 9 and 10
have been reproduced.

Tab. 1, p. 49, gives values of the function «(#), the definition of which appears
from the relation (76), p. 48. The Table can be used, for instance, in order to
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illustrate the decrease undergone by the standard error through the systematic
arrangement of the survey strips. Fig. 9, p. 50, founded on Tab. 1, has been
drawn up to show this. The diagram gives values of the quotient p(b) = L

for different values of the exponent % in (75). It shows that when g is of Type 11,
i.e. slowly falling relatively b, the advantage of the systematic arrangement
is obvious.

Tab. 2, p. 51, gives values of E (T)/g,? for the quadratic forms considered above,
still provided that g (¢) satisfies (75). With the aid of this Table we can estimate
the maximum and minimum value that can be assumed by E (T)/e;% when the
exponent % in (75) passes through all positive values, We get the same maximum
and minimum also in the more general case when g(f) = X pse "¢ (p;, h;>o0, Tp;=1).
From Tab. IT we obtain renewed confirmation of the fact that the choice of formula
plays a most important part, especially when the correlation function is slowly
falling. It appears very evident, too, that it is of the greatest importance that
we should keep in the neighbourhood of the minimum stretch belonging to the
respective formula, as otherwise we get a fairly bad estimate of ¢?* even when
o () is of Type I, i. e. rapidly falling. Certain forms T are influenced by p (¢)-
values for high #'s even when ¢ equals the minimum stretch. We have not included
in Tab. 2 any very pronounced instance of this kind. Row g (— row t) gives,
however, a conception of the rather strong overestimation of ;% when g is of
Type II. On the other hand, rather good estimates are obtained from the forms
on rows m, k, q, b, and s.

The standard error formulae described in literature and which are based on
differences of values from whole lines, correspond most closely to the two rows
j and p in Tab. 2; j corresponds to (8), and p to (9), p. 1o. If the assumptions
underlying Tab. 2 answer at all to real conditions, these formulae must be re-
garded as comparatively unsuitable.

And finally, Fig. 10, p. 53, can be used for estimating g,? through interpolation.
E(T,)
E (1)
(67) and (71) with » = 2 and %k = 2 resp., and with a common value of ¢. K,
uniquely determines the exponent % in (75), and consequently also the quotient

2
100 E%. The value of the latter quotient for some different values of b is ob-
tained frlom the diagram. In the diagram there is also a scale K, where K. is
100 E (T, (29)
 E (T1)
as Ty, the only difference being that 73(2¢) is based on line sections double the
length of those in 7. The Table can be used, for instance, when we have fairly
accurate estimates of T and T,. It may be worth noticing that 7 and T should
be chosen so as to become strongly positively correlated (Cf formulae 26 and 33).

By K,; we have designated the quotient 100 , where 75, and T, follow from

. In this quotient 7)(2¢) means a quadratic form of the same type

b
Supposing we. have found, for instance, 7; with # = 2 and ¢ = §—1:0 be a
27

sufficiently unbiased estimate of g?2. The standard error D (7)), however, is far
too large. We may then use a form T that is the average of %2 expressions T3,
chosen from % different pairs of line sections spread out in a regular pattern over
the area under examination, Q (Cf Fig. 16, p. 74). If & is sufficiently large, D (T)
will be arbitrarily small.
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As has already been pointed out, each correlation function of the continuous
type — and no others are considered in this paper — may be interpreted as the
characteristic function of a two-dimensional probability distribution. Let the
corresponding distribution function be F(x, ). We may then express all the
mathematical expectations that we have dealt with hitherto, in ‘this function,
instead of using the correlation function. The formulae (77) and (78), p. 55, show
two expectations expressed in this way. We have here been able to avoid the
restriction that the width of strips equals o. Instead we have introduced an
arbitrary width, §. When using this spectral representation of the correla-
tion function we obtain very elegant expressions. It seems unfeasible, however,
to attach the discussion direct to expressions of this kind; for it will be rather
difficult to ascertain the connection between the topozraphlc variation and
the distribution function F(x, y).

Ch. III. The theoretical model and experience.

So far the results have been of an altogether theoretical nature. We now pass
to an examination of the correspondence between our theoretical model and facts.

To begin with, we can easily show that our assumption: width of strips = o,
does not in practice involve any serious consequences.

It may also be proved that our resuits are valid under more general assumptions
regarding the variables f (u, v) than those we have considered hitherto. For
instance we can choose different values for m, g?*and g (formulae 35, 36 and 42)
for different parts of the area under investigation.

In order to examine more closely the topographic variation we study in this
chapter a number of correlograms, i. e. diagrams of # (#), the values of correla-
tion coefficients based on pairs of points at distance ¢ (See Tables 3—5, and Figs.
11, 12). The data have been taken from the second National Forest Survey of
Sweden now going on. The separate observations belong to sample plots, con-
sequently not to points in the geometrical sense. See pp. 58—62. .

It should be noticed therefore that we cannot use these correlograms in the
discussion of questions referring to the suitable choice of width of strips or the
dimensions of a sample plot. For such discussions we should need correlograms
based on observations of very small areas round the respectlve pomts — a few
square metres or so. i

Provided the values #(f) have been based on a sufficient number of observa-
tions — so that D [ (#)] is small — #(#) ought to reflect the correlation function
©(?), as in that case 7 (¢) should be in the neighbourhood of expression (86), p. 63.
The quantity f, given in (86) means the average of the values of f (#, v) in the
points used for the estimation of 7 (f). As appears from Figs. 11 and 12, we have
support for the assumption that g(#) is a non-negative continuously decreasing
function. It is also seen that the correlograms may be fairly well smoothed by
curves of Types (75) or (85), p. 61. It should be nientioned in this connection
that quotients of the type E (T)/e;? do not change if we substitute for ¢ a linear
function of p. '

We now come to a point where we shall have to seriously criticize the earlier
discussion. The correlograms of Figs. 11 and 12 are expressions of variations along
survey strips. Tables 6, 7 and Fig. 14 (pp. 65, 66) show correlation coefficients
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measuring the variation in different directions. These coefficients imply that the
assumption in Ch. II stating that the topographic variation is the same in all
directions — i. e. that p is a function only of the distance # — is not always valid.
Generally, however, the variation is greatest in the line direction; in this case
the forms considered in Ch. II have a tendency to overestimate g,2. This tendency
is less strong with forms which, like T, and T, (formulae 69 and 72), are influenced
by the topographic variation not only in the line direction but also in other
directions. )

In order to further illustrate this problem and to get a general conception of
the practical importance of the right choice of formula in standard error estima-
tions we shall now see what values are assumed by the quadratic forms discussed
above, when they are applied to data from the National Forest Survey; see Tables
8—10 (pp. 69, 71). We will not discuss the different forms further. We find that
— with few exceptions — the internal order of size is the one to be expected
from Ch. IT (Cf, e. g., Tab. 2). If we limit ourselves to comparing the forms that,
according to the theoretical discussion above, are suitable as approximate values
for the square of the standard error, it must be stated that they give fairly good
estimates. Moreover, there do not seem to be any reasons for choosing special
quadratic forms in order to take into consideration the systematically chosen line
direction. These results from two Swedish counties cannot, of course, be gene-
ralized to cover any areas.

Ch. IV. Standard error formulae for estimates based on a line survey.

Let us consider the following example. An area () has the superficial contents
A km? (lakes and rivers included). Throughout this area parallel survey strips
are laid out at a distance of b km. The total length of the survey strips is L km.
On surveying it is found that ¥ km of the strips run through forest land. As an
estimate of the total forest land area within Q we use

x
X, =— -4 km?,
L

and seek the standard error, ¢(X;), of this estimate.

Then we first form an expression of the variations in the extension of forest
land within Q. We use for this purpose the quadratic form

"

I

T (v, %) = — Foi—Fgi— )% oo oo o ... (89)

2n
=1 '

In this formula #;, %, ..., %,, signify the length in km through forest land of
2# line sections, the position of which may be seen from Fig. 16, p. 74. Each
section has a length of ¢ km. From Ch. II follows that ¢ ought to be in the neigh-
bourhood of the minimum stretch belonging to 7" This stretch is obtained from
(67 b):

3b '
c=>"—=04775b .. ... ............ (894)
T ia :
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Another way of choosing the 2% sections is shown in Fig. 17, p. 88. In this instance
we should — according to (69 a) —choose ¢ = b/mr. We then estimate the standard
error of x:

T :
le(x):\/—c—T(x,x), N (<10

and finally obtain:

X)) = — — Tx,%) oo
&(Xy) & \/ 9

Formula (91) represents a direct application of Ch. II. A new element is added,
however, if we assume that we also know the total land area within Q, ¥ km?,
and seek the standard error of

X, =~ V kme.

y
Here y signifies the length in km of the part of the survey strips on land. X, is,
like X, and estimate of the total forest land area within Q. In determining &(X,)
we can use the same formulae as before, only changing them in so far that for
T (x, x) we substitute T (w, u), where

U =X — RV o . (93)

Here £ is used to signify the ratio #/y. Instead of T (u, u) we also write T (x — Ey,
x—Fky). We compute T (#, ) by aid of the formula (94), p. 81. Here T (x, x)
and T (y,y) are obtained from (89), whereas the bilinear from T (¥, y) is deter-
mined by (95), p. 8I.

Thus we get:

x A
g(X,) = <j—/ Y> = \/L—c\/T(x—ky, x—Fky) ..., (98)

‘We may — especially in cases where we do not know Y — wish to determine
the standard error of x/y, which signifies the relative part of land area consisting
of forest land. We get this standard error from

=1 / L VT (v — kg, x—hy)
8<y> y\c ( ¥, V) o (97)

In estimating g(X,) and g(x/y) we have made use of the method of error cal-
culation employed in covariance and regression analysis. This method seems to
be superior to those dicussed in the literature on forest surveys which are based
on expressions of the variation of the quotients x;/y;.

To be exact, we should have introduced into the expression T (¥ — ky, ¥ — ky)
a correction factor, due to the fact that % has been estimated from the material
collected in the survey. However, while 2 has been determined by the total
survey material, the strip. sections used for the estimation of T wusually form
only a fraction of the total length L. For this reason we may wholly disregard
the correction. ’

9. — Medd. frin Statens Skogsforskningsinstitut. Band 36:1.
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In Ch. IV mention is also made of a simple interpolation formula. Let us suppose
that belonging to the quadratic form T we have the minimum stretch ¢, and
that the material collected during the survey has been obtained from strip sections
of the length ¢, where ¢ << ¢y << 2 ¢. We then form two estimates of the standard
error, g and g, whereby we use strip sections of the lengths ¢ and 2 ¢ respectively.
Then we determine ¢ from the formula )

C [4
&= <2——09> &? + (';Q*I) &%

It can be easily shown that ¢ is based on a quadratic form corresponding to its
minimum stretch.

Ch. V. Standard error formulae for estimates based on a sample
plot survey.

We restrict our attention to line plot surveys, i.e. surveys with the sample
plots situated along parallel lines. (Fig. 18, p. 91.) 1t is shown that we may use the
same formulae as were employed for the estimation of the standard errors of a
line-survey. Further, some approximate values are given showing the relative
accuracy of line and line plot surveys, when g(f) = ¢~"* (Tables 12, 13, D. 94).

The values obtained from these tables turn out to correspond fairly well with
those obtained from standard error calculations according to Ch. IV.

Ch. VI. Standard error formulae for estimates based on measure-
ments of sample trees.

In this chapter we shall consider measurements of sample trees. We presuppose
that the measurements are combined with a line survey or a line plot survey.
We further assume that the sample trees are chosen from among the trees on
the lines or in their immediate neighbourhood. We confine ourselves
to the treatment of a special estimation.

Let us consider, as before, an area Q. Its total contents are 4 km?2. The total
strip length is L km. Through stem counting we find on the lines (or the sample
plots) Ny, N, and N, trees of three classes of diameter. We select P;, P, and P,
sample trees respectively. The total volume of the sample trees is found to be
Wi, W, and W, m3 respectively. Thus we obtain the average volumes

Then we consider the following estimate of the volume
V =s(ky Ny + kyNy+kyNg) .. ... (105)

By defining in different ways the factor s in (105) we obtain estimates of the
total volume of the three classes within the whole of Q, or the volume per hectare
of forest land, etc.
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In order to determine g(V) we start from the formula

e(V)=s-\Ve+ 82 ..oooveirnnnn ... (106)

in which g, stands for the effect of the error in estimating the number of trees
within the three classes, whereas g, is an expression of the error in estimating the
average volumes. Formula (106) is based on the assumption that these two
errors are uncorrelated,

The way of estimating ¢; was indicated in Ch. IV. For the sake of completeness,
however, we give here in full the formulae for both g, and &,.

‘We assume that we have found a suitable quadratic form T, say the one in
(89), and that we have fixed 2 line sections, each having the length ¢ km. And
we suppose that ¢ has been chosen so as approximately to sat1sfy (89 a).

In the ith of these line sections there are:

number of trees of the jth class N,
number of sample trees of the jth class Py,
total volume of sample trees of the jth class Wi
length of line through forest land X

Furthermore, we introduce the symbols:

P =

>

=

» = total length of lines through forest land,

klNl +k2N2+k3N3
= p .

With the aid of these quantities we can estimate the standard errors desired.
For this purpose we use the following two formulae:

L i .
& = ;T(u,u), A ¢ € ¢ %4
L .
82=\/;T(V,U), .. (108)

where
=k Ny ;+ BNy + R Ngy—8%, .ot ii i iinenn.. (109)
V=P Wi paWai - Py Wyi— (By 1 Pri Ry Py Pos + By 3 Pys),. ... (110)

Tab. 14, p. 99, gives fictitious figures from 2% = 12 line sections, and on p. 98
are given the corresponding values for the whole area under investigation, Q.
On p. 100 there is a calculation of &(V) made with the aid of these values. For
the quantity s of (105) we have substituted partly the value 1/x, partly the value
100 X/%. :
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The formula now exemplified is rather laborious. The standard error calcula-
tions become considerably easier if the sample trees are chosen at random within
the whole of Q. See formulae (119)—(121), p. 103. In addition to the symbols
accounted for already, the symbols wy, w,, ..., wp have been used in (121) for
the volumes of the P, sample trees of the first diameter class. 1t should be mentioned
that, if P; is not small in proportion to M;, i. e. the total number of trees of the
jth class within the whole of Q, then the factor (M; — P,)/M; should be introduced
into (120). To be exact, indeed, we should have included such correction
factors in every chapter. They may, however, be entirely left out in as low per
cent surveys as those considered in this paper.

It would in certain instances be possible to use (119)—(121) even in those cases
where the sample trees are chosen along equidistant lines. The conditions for
this procedure have been indicated by LANGSAETER (1934). LANGSAETER’S dis-
cussion might be precised with the aid of the formulae in Ch. II.

Using the data of 329 sample trees from the county of Gdvleborg a calculation
of g, was performed both according to (108) and to (119)—(x21). The latter cal-
culation gave an estimate of only 61 9, of the former. This is due, of course, to
the fact that neighbouring trees are positively correlated. This appears also from
the analysis of variance given in Tab. 15, p. 104.

Ch. VII. Double sampling.

In the earlier chapters we have treated the calculations of the standard errors
of certain estimates given beforehand. In this final chapter we shall discuss the
problem as to how these estimates themselves are to be formed. Or, more exactly,
we shall face the following problem: How are the results from a double sample
to be combined in order to reduce the standard error as much as possible? As
to the definition of double samples, we quote COCHRAN (1939, PP. 494—495):
»The possibility of increasing accuracy by using a second character which is
correlated with the character to be enumerated and which can be easily measured
has attracted some attention in recent years. The method has been named double
sampling because it involves two sampling investigations. The first is a large
sample, in which the second character alone is enumerated, and the second a
small sample, in which both characters are usually enumerated.» In this chapter
we shall especially deal with cases in which the first »sample» is a complete in-
ventory.

Let us consider the following double sample. A certain district in the southern-
most part of Sweden was surveyed through equally spaced parallel lines. The
distance between two successive lines was 250 m. The following data were taken
down:

length of lines over land 205.17 km,
length of lines over forest land 76.1x km.

This survey was the first sample. It was only performed, however, on a map
(scale 1:50 000).

The second sample consisted of a survey made on the spot, in which every
fourth of the lines in the map survey was followed. The distance between two
successive lines was thus 1 ooo m. The survey gave the following result:

length of lines over land 52.515 km,
length of lines over forest land 18.050 km.
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According to the latter survéy the forest'land constituted 34.37 % of the land
"area, according to the former 37.10 %. If we take into consideration those data
of the map survey that refer to the quarter of the lines surveyed on the spot as
well, we get the estimate 34.22 9. :

According to the map, the forest land would appear underrated as regards
this quarter of the lines. Consequently we may reasonably suppose that if the
survey performed on the spot had been extended to the whole line system sur-
veyed on the map, we should have obtained a higher percentage than 34.37.
We can form the following estimate of this higher percentage:

34.37 + ﬂ(37.10—~34.22) = —'3237.10 = 37.26....... (122)
34.22 34.22

There are reasons to suppose that this figure also gives a more reliable estimate
of the relative amount of forest land within the whole area under investigation
than the original figure 34.37.

Many other instances of the use of double sampling can be drawn from forest
surveys. Double sampling is performed, for example, when the observations of
the breast height diameter of the trees made in a line survey are combined with
more detailed sample-tree observations. In Ch. VI, formula (105), we have seen
an instance of such a double sample. Use is often made of a double sample such
that the first sample consists of an ocular estimate, and the second sample is
an investigation of the accuracy of this ocular estimate compared with more
objective observations. See COCHRAN (1939, p. 495) and ILVESSALO (1942, P. 423).
Also in respect to the example mentioned above the subjective element of the
first sample was very pronounced.

In this connection a few words should be said as to the manners of accomplishing
the first, subjective, sample. It is absolutely necessary that the same principles
are observed in the subjective estimation of the units that are also included in
the second sample as those applied to the remaining part of the first sample.
Presumably, it would as a rule be necessary that the person who performs the
subjective estimation is uninformed as to when and where a control, i.e. the
second sample, will be applied. On this point there seems to be grounds for criti-
cism of the survey methods described by ILVESsaALO (1942).

In the preceding chapters we have seen how to calculate the standard error
of estimates based on a double sample. When these methods were employed in
the example just mentioned they gave the value 5.90 9, for the relative standard
error of the original estimate, 34.37, and the value 4.50 9, for the relative standard
error of the corrected estimate, 37.z6.

‘We can, however, use different principles in combining the information obtained
from the two samples. 1t is by no means self-evident that estimates like those in
(ro5) and (122) are the most accurate ones.

In the literature on double sampling we find problems of this kind treated
with the aid of regression analysis (See e. g. COCHRAN 1939). It is worth men-
tioning that similar problems have been treated by FISHER (1942, Ch. IX) under
the title »concomitant measurements». An estimate like (122) is an instance of
what FisHER calls »arbitrary corrections.

With reference to systematically arranged samples, however, the regression
problems are also complicated. But we shall find that the theoretical model
described in Ch. IT will give us some help on this point too.
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In order to make the theoretical discussion more simple we will link it up with
our example discussed above. We further assume that the map survey is a 100’
per cent inventory.

We use the symbols employed earlier: the total area under investigation is Q,
the lines surveyed on the spot form the subarea g, the distance between the lines
is b length units, etc. To each point (#, v) within Q are attached stochastic vari-
ables 4 (u, v) and g(u, v), which equal 1 or o, accordingly as (u, v) is situated in
forest land or not, in accordance with the map or the survey performed on the
spot. We define the values of the functions % and g for arbitrary areas in the same
way as in Ch. II. Further we make the probability assumptions (124), p. 109.

The correlation functions g;; and g,, appearing in these formulae are of the same
kind as those dealt with earlier. In g,,, on the other hand, we have a function
of a new type; following CRAMER (1940) we call it the mutual correlation
function of the stochastic variables % (u, v) and g(u, v). For g;; and g, we
accordingly introduce a more complete designation, namely autocorrelation
function. — It would lead us too far to discuss here the conditions necessary for
Q1 012 and @,y to be correlation functions simultaneously.

From the surveys we now know the quantities g (¢), % (¢) and % (Q). We consider
the following approximate value of the unknown g(Q):

y=gq) +EMQ) —h@] ... ... (125)
‘We now introduce a new stochastic variable:
flw,v) =g(u,v)—k-h(u,v)................ (120)

We suppose the distribution of this stochastic variable to have the charac-
teristics m, o and p (¢) (See formulae 35, 36 and 42). We can express these in the
quantities defined by (124). With the aid of (66) and (57) we then find:

8};2

E{y—gQP) = E{lfe) — QP == ........ (127)
where
&% = o® }og(t) a <%> dt =
}0[0'12 011(0) — 2 £ 01 03 015(0) + #2052 035()] @ (%) at...... (128)

By varying the constant % of (125) we get different estimates of g(Q). For
k = o, we get the value g(g), which means that we make no use at all of the
information of the map. For £ = g(q)/#(g) we get an estimate of the same kind
as (122). The value which renders (128) a minimum is to be regarded as the
best value of k. We denote this value by %, Then %, is the regression coeffi-
cient of g(w,v) on A(u,v) with respect to the line distance b.

By derivation we find &, (formula 129) and the minimum value of (128) (formula
130). (See Swedish text.)

Formulae (129) and (130) cannot be used for estimating %, and g,? practically.
So instead of (128) we shall have to consider a quadratic form 7T". Here we look
fot the minimum of '

T =2 2cijf @) 1g)) = Z X cijlg(q) — kR (g:)] 18 (a5) — k& hlg;)]-
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If we define (Cf. Ch. IV)
T (w2 =T(w) = X Xcijw(4)2(4)),

we find that the minimum condition is

T(g k)
kB = 2
T ) (132)
and that the minimized value is
[T (g nl?
Toin=T1(8 8 — 7%}7%— (r33)

It is easily proved that — provided the number of observations is sufficiently
large to reduce the standard errors of (132) and (133) — we get good approximate
values for &, and g, in proportion as the distance function ar(#) belonging to T
is in agreement with @(¢/d).

As an approximate value for the unknown g(Q) we thus use

T(g h)
T (b, h)

glg) + Q) —h@] .oeeeeeeennn . (134)

‘We approximate the standard error of this estimate as \/T’/L, where

fiITm‘“ (r35)

T =

Here f means degrees of freedom.

If we consider (132) and (133) we shall find that they are in accordance with
the corresponding formulae of regression analysis. The regression analysis formulae
are obtained as special cases of (132) and (x33); only for T we have to choose
formula (6), p. 9.

We can go further and introduce an additional number of functions i, 4, etc.,
and study the problem of estimating g(Q) with the aid of linear expressions in
h(Q) —n(q), ¢(Q) —i(g), etc. It will be found that the formal analogy with
the usual regression analysis will remain. When T has been defined by (6), the
central moments appearing in the formulae of regression analysis can be written
T(g, g), T(g, %), T(h,7q), etc.. The same formulae are valid when T is an arbitrarily
chosen quadratic form. From this it follows that the calculation methods worked
out for regression analysis, for instance DOOLITTLE’s, may be used.

In statistical literature the more general regression problems touched upon
here seem to have attracted very little attention. An article by KAVANAGH (1941I)
is worth mentioning, however. KavaNnaGH points out the formal identity just
mentioned with common multiple regression analysis. He calls the general pro-
cedure »the procedure of least quadratics» as distinguised from »the procedure
of least squares», used in common regression analysis.

Both CocrHrAN (1939) and ILVEssaLo (1942) disregard the systematic nature
of the samples, which may introduce a certain bias in the error estimation.



136 BERTIL. MATERN 36t

Using in our example the methods now discussed it was found that if (122)
was replaced by the estimate

34.37 + 0.697 (37.10-—34.22) = 36.38,....... ... ... (123)

the relative standard error fell from 4.50 9%, to 4.18 %,.

It is easily seen that, for instance, the estimates X; and X, of Ch. IV and the
estimate of volume in formula (105) are of the same kind as (122). We may accord-
ingly ask ourselves whether regression analysis — possibly with the more general
assumption of curved regression — might not also in these instances give im-
proved estimates. An examination has shown, however, that — at least in such
cases as are represented in the material used here — the more complicated method
would probably not yield any considerably improved estimates. HASEL (1942)
has found estimates of the simple kind biased. The results now indicated can be
expressed thus: in estimates of forest area and volume the bias is small in propor-
tion to the standard error of the estimate. This does not exclude the possibility
of acquiring a considerable improvement of the area and volume estimates by
dividing the investigation area into a number of sub-areas and making estimates,
with the aid of regression analysis, for each sub-area separately. (Cf. the »dif-
ferential regression» of HENDRICKS, 1935.)

A problem connected to some extent with the example considered in this chapter
is the estimation of the change undergone by forest area, volume etc., from one
fixed moment to another. If we have data from both, regarding a number of
coincident lines, we may look upon the latter survey as a sample of the change
that has taken place from: the first point of time. The correlation between the data
of the same line from two different dates should be so strong that we obtain a
rather accurate estimate of the change undergone between the two surveys.
Regression analysis may of course be used to ensure the best possible estimates.

Summary.

Different formulae for the calculation of the standard error of a regularly
spaced line-survey are examined with the aid of a mathematical model obtained
by an extension of the »sstationary stochastic processes». The examination shows
that the most suitable formulae are based on expressions of the variation between
observations on fairly short, adjacent strips. A formula of this kind is illustrated
by numerical examples. The formula can also be used for estimates based on a
regularly spaced plot survey or on measurements of sample trees.

Further, in connection with a discussion concerning the accuracy of double
sampling, a method is proposed for increasing the information of a forest survey
with the aid of maps.
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