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MANFRED NASLUND _

ANTALET PROVTRAD OCH HOJD‘-'I
| KURVANS NOGGRANNHET.

Inledning.

or all skogsuppskattning dr det av grundliggande betydelse att
Fkénna den anvidnda metodens felmgjligheter. © Vid uppskattning for

vetenskapliga indamal dr detta ett oavvisligt krav, och f6r prak-
tiska behov dr det givetvis av stort vdrde att kunna anpassa arbetsme-
toden och dirmed kostnaden efter onskad noggrannhet.

Den osikerhet, som vidlader uppfattningen av exempelvis kubikmassan
4 en forsoksyta eller 4 provytan vid en linjetaxering, hirleder dels frin
felkillor vid uppskattningen av det enskilda tridet, dels frin bristande re-
presentativa egenskaper (hdjd, form) hos provtriden. Den senare fel-
kidllan minskas vid o6kning av provtridsantalet och bortfaller vid indivi-
duell uppskattning av samtliga trad.

Géller det daremot att uppskatta den typ, variationstyp, ytan represen-
terar, erfordras teoretiskt ett odndligt antal provtrad. P2 grund av va-
riationens lagbundenhet och ringa storlek, blir emellertid felet i férhallande
till typen redan vid ett mycket begrdnsat provtradsantal obetydligt. Vid
uppskattningar i praktiken kan i regel felet i forhdllande till variations-
typen approximativt overforas att gilla uppskattningsobjektet (bestdndet,
skogen), vilket kommer att nirmare verifieras i det f6ljande. For {or-
soksvasendet torde det i allmédnhet vara felet med hénsyn till variations-
typen, som det dr av intresse att kdnna. Dessa forhdllanden diskuteras
dock limpligen i samband med undersdkningsresultaten.

For att bestimma storleken av ett fel dr det nodvindigt att veta, vad
som &r ritt, och vi n6ja oss hir med att konstatera, att det ritta virdet
dels kan vara den enskilda ytan, dels den typ, ytan representerar, bero-
ende pa uppskattningens dndamal. . ‘

Avsikten med foreliggande undersokning ir-att ge en uppfattning om
det antal provtrdd, som erfordras vid uppskattning av forsoksytor'och
bestand, for att felet i kubikmassan sannolikt ej skall Gverskrida viss stor-
lek, ndr hinsyn enbart tages till héjdkurvans osdkerhet. Systematiska
hojdmitningsfel och Gvriga felkdllor forutsittas hdrvid borteliminerade:

7. Meddel. frén Statens Skogsfiorsoksanstalt. Hift. 25
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Behandlingen av detta problem #r beroende av huru”héjdprovtriden
- uttagas. Detta kan ske sdvil subjektivt som objektivt bland stammarna
4 uppskattningsytan. De objektivt utvalda provtridens ménga foretriden
ha med skirpa framhillits av professor H. PETTERSON (1926). Av dessa
anfor jag i detta sammanhang endast, att den objektiva metoden ger sta-
tistiskt representativa provtrdd, varigenom det blir méjligt, att med led-
ning av observationsmaterialet berikna hojdkurvans sikerhet och anpassa
antalet provtrid efter behovet. -Det subjektiva forfaringssittet erbjuder
ej nagon siddan generell berdkningsgrund. Jag fOrutsitter dirfor i det
foljande att provtriden uttagas efter nigon objektiv metod, vilket for
vetenskapliga indamil ir ofrinkomligt och for praktiska behov i regel,
sdvida antalet ej dr alltfor ringa, tillforlitligast. Det objektiva provstams-
valet utgor jamte linjetaxeringens sannolikhetsteoretiska underlag grund-
valen for var stolta riksskogstaxering.

Kar I Allménna riktlinjer for undersdkningen.

Det ligger nidra till hands att stka anvinda sannolikhetskalkylens mate-
matiska apparat pd problem av foreliggande art. For. bestimmandet av
det sannolika uppskattningsfelet i forhallande till typen finnes for ovrigt
ingen annan utvig att tillgripa. D3 det giller felet i forhallande till den
enskilda ytan, kan visserligen en mera empirisk undersskningsmétod tinkas.
Men harfor erfordras ett synnerligen omfattande material, och dock skulle
vi endast f& en samling isolerade exempel utan mdjlighet att ange en
beridkningsmetod for att av observationsmaterialet i ett aktuellt fall upp-
skatta det sannolika felet. Det dr darfér av vikt att nirmare undersoka
sannolikhetskalkylens tillimplighet p3 ifrigavarande objekt.

Innan vi 6vergi till en sannolikhetsteoretisk analys av materialet, skola
vi diskutera ndgra frdgor av allminnare innebérd, som. instilla sig, da
man soker tillimpa den matematiska teorien pa verkligheten.

Det har girna velat ligga sig ett magiskt skimmer kring sannolikhets-
kalkylens anvindning pd faktiska forhallanden, vilket ej heller undgatt
den skogliga tillimpningen. -Orsaken synes mig vara litt att finna. Vid
en orientering i den rikhaltiga litteraturen pd omrédet, frapperas man
genast av forfattarnas olika framstillning av grundliggande satser och
principfragor. Vad den ene forfattaren framstiller som en erfarenhets-
sats, vars tillimplighet pa verkligheten dr nagot sjilvklart, bevisar den
andre rent matematiskt under vissa pd anvindbarheten mycket inskrin-
kande forutsattningar. :

Man maste emellertid gora klart for sig, att sannohkhetsformlerna vila
pd rent matematisk grund och siledes fordra vissa bestimda forutsitt-
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ningar.. Sannolikhetskalkylens matematiska del kan behandlas som en
fristdende teori utan forbindelse - med nigra anvindningar. Detta har
starkt betonats av docenten H. CRAMER, som limnat en mycket klarldg-
gande framstillning av sannolikhetskalkylens grunddrag efter denna prin-
cip (CRAMER 1926). I regel framstilles den dock i anknytning till ha-
sardsspelsteorien, som leder till uppstillandet av ett visst matematiskt
schema, det klassiska sannolikhetsschemat. :

Sarskilt dd man soker tillimpa sannolikhetskalkylen pa opléjda anvand-
ningsomrdden, till vilka de skogsbiologiska annu maste raknas, dr det av
vikt att hilla isir den rent matematiska sannolikhetskalkylen och de em-
piriska erfarenheterna fran andra tillimpningsgebit. Sannolikhetsformlerna
forlora di sin mystik och framstd mot en bakgrund av klart fofmulerade
férutsittningar, som endast med storre eller mindre approximation kunna
aterfinnas i ett konkret material. Graden av approximation blir da av-
gorande for kalkylens virde.

Vid den matematiska behandlingen av praktiska problem mdste vi sche-
matisera och renodla undersékningsobjektet for att uppfylla forutsittnin-
garna till de satser, varpd den rent teoretiska berikningen méiste grunda
sig. De matematiska satserna gilla vid tillimpning pd verkligheten blott
inom vissa empiriskt funna grinser. Deras tillimplighet kan ej teoretiskt
bevisas, utan endast empiriskt verifieras. Genom renodlingen erhilla vi
en mer eller mindre abstrakt bild av verkligheten. Blir denna abstrak-
tion sd stor, att vi ej approximativt och med viss rimlig begrdnsning
kunna overféra de gjorda berdkningarna pé faktiska forhallanden, dr givet-
vis kalkylen virdelos ur praktisk synpunkt och problemet méste l0sas
pa annat sitt.
 De allmiinna riktningarna for undersskningen bora siledes innehlla tre
‘moment: statistisk analys av materialet, matematisk behandling av det
renodlade materialet samt diskussion av kalkylens giltighet i det aktu-
ella fallet. Av dessa dr det forsta synnerligen viktigt, ty dirmed maste
de matematiska forutsattnmgarnas tlllamphghet verifieras och- kalkylens
varde motiveras.

Sannolikhetskalkylen kan endast ge en schematisk bild av verkhgheten
‘Det 4dr diarfér nodvindigt att géra de matematiska kalkylerna pa ett i
hogsta grad renodlat material, dir de erforderliga forutsdttningarna med
‘minsta grad av approximation aterfinnas. Sedan blir det en omdomes-
frdga att generalisera och overfora kalkylens resultat pd den ursprungliga
foreteelsen. Insitter man ursprungsmaterialet  direkt i den matematiska
apparaten inforas flera felkillor, och dessa dro svéra att éverblicka, d&
matematiken arbetar blint efter givna forutsittningar.
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Tab. 1. Materialet.

Kiefer, Fichte

Antal
Forsoksyta stammar Bonit
eller trakt s R onitet
nir Areal Bestdndsform @ };’;:Irlx{t;lller Alder enl. Jonson
4 Areal Bestandsf Al Bonitit
R Versu;;‘:fac}‘e estandsiorm lnstia:;n'll:‘zlaa}é}]e er nac}:’l}lozson
Bestand oder dem
hektar Bestand
Yta 27:1 0,25 Tall (gran) 183 (167) 50 v
Fliche Kiefer (Fichte)
» 27:11 0,20 Tall (gran) 116 (136) 50 v
Kiefer (Fichte)
» 27:1V 0,20 Tall (gran) 157 (157) 50 v
Kiefer (Fichte)
» 27:V 0,20 Tall (gran) 233 (511) 50 v
. Kiefer (Fichte)
» 27:VII| o, Tall (gran) 150 (91) 50 v
Kiefer (Fichte)
» Sf 1yl 0,21 "~ Tall 0,9, gran o, 124 257 81 111
Kiefer o,9, Fichte o,
»  » 31 0,22 Gran (tall) 210 (II) 95 v
Fichte (Kiefer)
> » 32 0,25 Tall 0,7, gran 0,3 90 250 83 111
. Kiefer o,7, Fichte o,3
» » 5o0:Il 0,25 Tall 203 — 100 . VI
Kiefer
» » 5ol 0,20 Tall 249 — 100 VI
Kiefer
»  » 50:IV 0,24 Tall 231 — 100 VI
Kiefer )
» » 561 0,64 Gran (tall) 593 (13) 80—135 v
Fichte (Kiefer)
» » 5611 0,43 Gran 0,9, tall o, 470 36 50—85 v
- Fichte o,9, Kiefer o,z .
> » 60 0,25 Gran 299 — 99 A
Fichte
» 253 0,25 Gran 92 — 95 II
Fichte
» 349:1 0,25 Gran 209 — 57 II—(11II)
Fichte .
Trakt 147 3,35 Tall 0,6, gran 0,4 — 95 juss
Bestand Kiefer o,6, Fichte o,
» 193 6,20 Gran 0,6, tall o4 — 100 v
Fichte o,6, Kiefer o,4 )
» 199| 10,55 Gran o,s, tall 0,5 (l16v) — 85 v
Fichte o,5, Kiefer o,5 (Laub)
> 153 2,50 Gran o8, tall o,z — 100 IV—(III)
Fichte o,8, Kiefer o,2
» 195/ 6,35 Tall 0,8, gran 0,2 (16v) — 120 v
: Kiefer o,8 Fichte o,2 (Laub)
» 150, II,90 Tall 0,9, gran o,z — 130 \%
Kiefer o,9, Fichte o,r
» 126 3,20 Tall 0,9, gran 0,1 — 90 vV—(1V)
Kiefer o,9, Fichte o,r
» 129/ 2,60 Tall, gran — 100 IV — (IIT)
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Das Material,

Héjdmﬁtning.ar
Hoéhenmessungen
. Medel- "
Behandlingsform Trid- diam Medel- Beldgenhet
Behandlungsform slag Antal Mittler;r hgjd Lage
Baum- | Anzahl | Durch- | MitElere
art messer Hohe
cm m
Stark l8ggallring | Tall | 183 15,5 13,3 |Jondker, Sédermanl,
Starke Niederdurchforstung .| Kiefer ;
Extra stark laggallring Tall | 116 17,3 13,5 » »
Extra starke Niederdurchforstung Kiefer
Extra stark krongallring Tall 157 14,5 11,8 » »
Extra starke Hochdurchforstung Kiefer
Svag krongallring Tall 233 13,3 11,3 » »
Schwache Hochdurchforstung Kiefer
Stark krongallring Tall 150 14,7 12,3 » »
Starke Hochdurchforstung Kiefer .
Extra stark liggallring Tall 124 21,3 18,8 | Siljansfors, Dalarna
Extra starke Niederdurchforstung Kiefer
Stark krongallring Gran | 210 16,2 15,8 » »
Starke Hochdurchforstung Fichte
Stark. krongallring Gran | 250 10,0 0,4 » »
Starke Hochdurchforstung Fichte
Extra stark l8ggallring - Tall | 203 14,9 11,6 » »
Extra starke Niederdurchforstung Kiefer
Orord Tall | 249 14,8 I1,9 » »
~ Ungeriihrt Kiefer
Extra stark krongallring Tall 231 14,2 10,8 » »
Extra starke Hochdurchforstung Kiefer
Stamvis blidning Gran | 593 17,5 16,3 » »
Plenter Fichte
Stamvis bliddning Gran | 470 15,4 14,4 » »
Plenter . Fichte )
Stark krongallring Gran | 299 14,5 14,1 » »
Starke Hochdurchforstung Fichte
Stark liggallring Gran 46 26,6 24,8 | Kinne revir, Visterg.
Starke Niederdurchforstung Fichte }
Stark ' l8ggallring Gran 69 19,2 18,0 |Marks » »
Starke Niederdurchforstung Fichte
Fri krongallring Tall 96 — 23,4 | Siljansfors, Dalarna
Freie Hochdurchforstung Kiefer
Fri genomhuggning Gran | 143 — 14,8 » »
Freier Durchhieb Fichte ’ :
Fri gallring Gran | 153 — 15,1 > »
Freie Durchforstung Fichte .
Fri genomhuggning o. féryngringshuggning| Gran | 135 —_ 18,3 » »
Freier Durchhieb und Verjiingungshieb Fichte -
Fri genomhuggning Tall 114 — 17,1 » >
Freier Durchhieb Kiefer
Ljushuggning Tall 156 — 16,4 » »
Lichtung Kiefer
Gallring och féryngringshuggning Tall 82 — 15,8 » »
Durchforstung und Verjiingungshieb : Kiefer
Stark laggallring Gran 84 — 16,1 | » »
Starke Niederdurchforstung Fichte
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Kar. I Statistisk analys av materialet.

Materialet utgdres av 16 forsoksytor, varav pd 14 st. samtliga trad av
ett tridslag hojdmitts med teodolit och pd vardera av de tvd 3tersta-
ende representativa provtrid uttagits efter viss kvot (vart n* trid). Dess-
utom har bearbetats representativa héjdprovstammar mitta med Christens
hojdmitare frin 8 s. k. trakter & Siljansfors forsokspark. Dessa trakter
aro att betrakta som bestind av & vilskotta skogar forekommande typer.
Over materialet limnas en beskrivning i tab. I.

Tradslagsblandningen har angivits pd vanligt sitt i tiondelar av kubik-
massan. For samtliga forsoksytor och trakter med undantag av ytan sf

32 har huvudtriddslaget héjdmitts. Den & ytan sf 32 hojdmitta granen -

ingér till c:a 80 % av stamantalet i underbestdndet — 3:dje och 4:de
kronskikten.

Forsta forutsittningen for en matematisk behandling ‘av hOJdkurvan ar
en ekvation fér densamma. Det dr en karakteristisk olikhet mellan tallens
och granens hojdkurvor i likdldriga, sdvil rena som blandade bestind
och forsoksytor, vilket demonstreras av fig. 1. Granens héjdkurva har
i regel en viandpunkt vid Overgidngen till de starkt undertryckta diame-
terklasserna. FoOr materialets ytor ligger denna punkt under 6 cm. Av
15 andra undersokta krongallrade forsoksytor i dldrarna 40—go &ar sak-
nade en yta vindpunkt, och for de ovriga varierade den frin 2—6 cm
med svag tendens att stiga hogre upp i diameterskalan med stigande
alder och bittre bonitet. I blandbestind dr liget mera variabelt. ‘

Tallens kurvor sakna egentlig vandpunkt, givetvis beroende pa tallens
mindre formaga att uthdrda beskuggning och mindre seghet i allmdnhet
i kampen for tillvaron. .

Granens lagsta diameterklasser (under c:a 6 cm) visa, som kommer att
framgd av det foljande, andra sirdrag och mdste pd grund dirav ute-
slutas vid en renodling av materialet.

For tallens och, ovanfér vindpunkten, dven granens héjdkurvor & lik-
aldriga forsoksytor och homogena bestdnd utgd vi ifr@n en andra grads
parabel av den allminna formeln y = a + &x + cx?, dir y 4r hojden och
x diametern samt @, &, ¢ vissa konstanter.

Med ledning av observationsmaterialet frdn en viss yta kunna @, & och
¢ enl. minsta kvadratmetoden si bestimmas, att summan av kvadraterna
pa avvikelserna fr8n den kurva, ekvationen &terger; blir ett minimum.®
Det &terstir att visa, att ekvationen tillfredsstillande iterger den sokta

T F6r minsta kvadratmetoden redogéres nirmare i kap. III
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Fig. 1. Numeriskt utjimnade héjdkurvor. Den’ finare linjen betecknar extrapolerade vir

den (sf 60).

Numerisch ausgeglichene Hohenkurven Die feine Linie bezeichnet extrapolierte Werte (sf 60).
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Fig. 2. Numeriskt utjimnade hgjdkurvor,

Numerisch ausgeglichene Héhenkurven.
héjdkurvan. Ett métt hiarpa ir korrelationsindex (p), som definieras av

0-2 .
formeln (MILLS 1925): p? = I —aT dir g2, dr spridning kring kurvan,
2 ,spridning@n kring hojdernas aritmetiska medeltal och med a2, och
o2, betecknas den medelkvadratiska avvikelsen.
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I det foljande skilja vi pa spridning och medelavvikelse. Med
spridning (g,) avses ett visst materials medelavvikelse fran sitt
medelvirde, mitt som den medelkvadratiska avvikelsen, samt
med medelavvikelse (o) variationstypens av materialet be-
staimda spridning. For avvikelse frdn en kurva bli formlerna resp.

= \/ 27% och ¢ = o &Y  dar » dr. den enskilda variantens av-
— .
vikelse, /V antalet varianter och z antalet obekanta i kurvans ekvation
(MILLS 1925).

Om o, = 02 - blir p =0, d. v. s. sprldmngen kring kurvan ar lika
stor som spr1dn1ngen kring det aritmetiska medeltalet och ndgon tendens
saknas. Om 0?, =0 blir p = 1. Kurvan gdr da genom samtliga punkter —
grafiskt upplagda hojdmaitningar. Granserna for p dro tydligen o och I.

For ytorna sf 50!V och sf 60 har korrelationsindex fér de enligt min-
sta kvadratmetoden utjimnade héjdkurvorna (fig. 1) berdknats. For gran,
sf 60, har endast diameterklasserna 6ver.6 cm utjimnats, och har den
beriknade kurvans forlingning inlagts med en finare linje.

Trddantalet dr resp. 231 och 243, och har varje enskilt trids avvikelse
fran hojdkurva och medeltal utriknats utan klassindelning. Man erhal-
ler da:

Sf SOIV: 0:}/ = 109,36, 02, = 1 137,87 och p = 0,01 + Ojorr.
Sf 60: o‘jy = 415,33, 6°,, = 7 013,26 och p = 0,97 + 0,004.

De bada korrelationsindices &dro ej jimforbara, emedan g, varierar,
men visa, att ekvationen har en synnerlig god anpassningsformiga. (Jfr
fig. 1 och 2). For p =1 skulle kurvan ga igenom alla punkterna.

Vid detta stora trddantal dr en grafisk utjamning latt att utfora (fig. 1),
och det kan tdnkas, att denna bidttre formar folja individuella bestands-
egenskaper hos den aktuella ytan. Dessutom 4r det av virde att kdnna
den grafiska ‘och den numeriska utjamningens verkningssitt, for att kunna
overfora efter den senare metoden gjorda berdkningar att gilla dven for
den forra. Savil grafisk som numerisk utjimning har dirfor gjorts pa
4 ytor. De grafiska utjimningarna dro bendget utférda av jagmistare
PETRINT enligt gingse metod. Resultaten framga av tabell 2. De numeri-
ska utjimningarna dro atergivna i fig. I och 2. For ytan sf 5oV har hojd-
kurvan utjamnats dels for alla trdd och dels for 20 representativa provtrad.

Vid utjamning av hojdkurvor for likdldriga forsGksytor synes den nu-
meriska utjimningen av ekv. y = @ + bx + cx* vara nagot Overligsen
den grafiska vid stamantal, som vanligen ligga till grund for héjdkurvan,
men dr skillnaden ringa. Vid mycket stort stamantal har ej ndgon dif-
ferens framkommit.
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‘ Tab. 2. Jimfdrelse mellan numerisk och grafisk utjimning.
Vergleichung zwischen rechnerischer und graphischer Ausgleichung.

Spridning (o)
Yta Antal mitta trid _ Streuung ()
Fliache e 5 .. .
Anzahl gemessener Biume | Nymerisk utjimning Grafisk utjimning
N:r Rechnerische Ausgleichung | Graphische Ausgleichung
| Sf 50:IV ... 231 alla) ... ........... + 0,04 ) + 0,04
. : . T O . T
alle . '
Sf 50: IV ... 20 representativa...... + 1,00 " 41,03
reprisentative )
Sf sor I ......... 60 representativa...... + 0,83 + 0,85
reprisentative
Sf60............... 243 (alla > 6 cm)...... ) + 1,32 + 1,32
alle

Jag har i det foljande anvint en numerisk utjimning av ekv.
¥ =a+bx + cx* som ett tillfredsstillande matematiskt uttryck
for forsoksytornas héjdkurvor.

Sannolikhetskalkylen grundar sig pd en lagbunden spridning — varia-
tion — hos undersokningsmaterialet kring medelvirdet eller medelkurvan.
Det dr ddrfor nodvindigt att ndrmare studera- denna spridning.

Pi fyra tallytor och fyra granytor har spridningen kring den numeriskt
utjdmnade hojdkurvan utrdknats for varje 1 cm:s klass enllgt formeln:

= \/ 2 dar vir avv1kelsen och NV tridantalet, samt uttryckts i abs.

maétt (sprldnlng) och i g av resp. cm-klass’ medelhdjd (variations-
koefficient). I dessa rikningar ha medtagits samtliga trid a ytan av
det undersokta trddslaget (se tab. 1). Resultatet framgér av fig. 3 och 4.

For tallen (fig. 3) dr spridningen oberoende av diametern, och stiger
. variationskoefficienten foljaktligen med sjunkande diameter. Spridningen
for de allra ligsta diameterklasserna & den ogallrade ytan sf 5ol visar
mojligen en svag och obestimd tendens att sjunka med sjunkande dia-
meter. s

Vad granen betriffar (fig. 4) ir denna tendens’ utpriglad for de ligsta
diameterklasserna, men fran omkring 6 cm och dirdver blir spridningen
dven hir oberoende av diametern och variationskoefficienten sdledes sti-
gande med sjunkande diameter. Spridningens sjunkande tendens for gra-
nens ligsta diameterklasser dr ur statistisk synpunkt en viktig iakttagelse,
emedan sannolikhetsteorien forutsitter, att ndgon tendens €j finnes.

"Vid granytornas statistiska bearbetning maste dirfor diameterklasserna
under 6 cm uteslutas. Det adr givetvis viktigare att {4 héjdkurvans siker-
het ritt bestimd for de 6vriga diameterklasserna och sedan approxima-
tivt extrapolera sikerheten for de ligre, timligen betydelselosa diameter-
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Fig. 3. Spridningen kring hojdkurvan., Tall.

Die Streuung um die Hohenkurve. Kiefer,
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Die Streuung um die Hohenkurve. Fichte. Lo e
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klasserna, dn. att utféra en kalkyl for hela materialet och erhdlla siffror
pa kurvans sikerhet i olika punkter, som alla skulle vara mer eller mindre
felaktiga i viss riktning.

Spridningen kring hojdkurvan har for de fyra granytorna (fig. 4) utrdk-
nats dels for alla diameterklasserna och dels endast for klasserna > 6 cm,
varav en sammanstillning limnas i tab. 3. '

Zab. 3.
Spridning (o) Differens
Yta Streuung (a;) Differenz
Flache
Diam.-klasserna > 6 cm| Samtliga diam.-klasser m %
Nir Durchm.-klassen Samtliche Durchm.-klassen - @
Sf. 31 ...l 1,28 ! 1,14 — 0,14 — 12
St 56: I ......... 1,43 1,26 — 0,17 — 14
Sf. 56: II......... 1,42 1,23 — 0,19 — 15
Sf. 60 ............ 1,33 1,20 — 0,12 — 10

Hiérav framgar att pd forra sittet blir spridningen 10—15 % for lagt
bestdmd i forhdllande till det senare, vilket betyder samma felprocent &
bestimningen av kurvans sikerhet (sid. 22). Overféres den p& senare
sittet berdknade medelavvikelsen att gdlla diameterklasserna < 6 cm, blir
den tydligen for hog och oOverskattningens storlek beroende pa tenden-
sens styrka.

Sedan vi nu konstaterat att spridningen kring hdjdkurvan ir
oberoende av diametern med undantag for de allra ligsta dia-
meterklasserna, giller det att underséka, om fordelningen kring hojd-
kurvan foljer ndgon viss sannolikhetslag — fordelningsfunktion. Detta
kan ske genom jamfGrelse med den normala sannolikhetsfunktion — GAUSS!
felfunktion — vilket utforts med ytorna: 271, sf 5olV, sf 56 och sf 6o.

Tillvigagingssittet har varit foljande. Inom varje yta utriknades de
enskilda stammarnas avvikelser fran héjdkurvan, varvid for gran diameter-
klasserna < 6 cm ej medtogos. Dessa avvikelser prickades sedan i klasser
(pos. och neg.) med 0,3 m:s vidd. Vid jimforelse har CHARLIERS for-
faringssitt anvints, varvid klassernas avvikelser och frekvenser transfor-

N . - XZ B
meras till normalkoordinater i funktionen: y = ~% med medelav-

5.
Var
2
vikelsen (o) till enhet f6r x och y = 5 ¢, (%), ddr @, (¥) = vi_ .e” 2, eller
. . 27
den normala sannolikhetsfunktionen (CHARLIER 1920). Hirigenom bli de
olika ytorna direkt jimforbara med varandra, och genom multiplikationen
med 5 kunna samma skalor anvindas for x och y utan att kurvan blir
sd. flack; att mindre avvikelser frdn normalkurvan ej tydligt framtrida.
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I fig. 5 aterges en jamforelse med normalkurvan for ytorna 27! och
sf g6, For samtliga fyra ytor ha dessutom medelavvikelse, excess-
och asymmetrikoefficient utrdknats enligt nedanstdende formler och lim-
nas i tab. 4 en sammanstillning av de erhdllna virdena.

y
Sannolikhetsfunktionen J

'y=_i..¢‘2

Enheten for x = medelavvikelsen

a
/);éé'?/zez 7

Tall
/\/c'efer

-4 -3 -2 -1 2( +1 «2 +3 +4 X

Yta Sf 561

Fleiche

Gran

Fichte

-4 +4 X

Fig. 5. Fordelningen kring h&jdkurvan jimférd med den normala sannolikhetsfunk-
: tionen.

Die Verteilung um' die Hohenkurve mit der normalen Wahrscheinlichkeitsfunktion verglichen.

Medelavvikelsen ¢ = §Vp7j3, dir » ar klassmittens avvikelse frin hojd-
kurvan och p antalet trid i klassen samt NV = 3" p. N—3 emedan det
ir 3 obekanta i hojdkurvans ekv. En pd detta sitt.beriknad medel-

-avvikelse blir tydligen ndgot f6r hég, om fordelning kring héjdkurvan &r
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normal (fig. 5), emedan frekvensen av varianter faller frin den numeriskt
ligre klassgrinsen till den hégre. SHEPPARD har darfér konstruerat en
korrigeringsformel: '

den korrigerade medelavvikelsen = \/az ——I— dir e = klassbredden

(MILLS 1923).

Vid den har anvinda, ringa klassbredden (0,3 m) blir denna korrekt1on
betydelselds och har underlétits.

Medelavvikelsens medelfel e, =

g
Vo3

Excesskoefficienten £ =} [%ﬁl — 3] och dess medelfel ez = .2 6124 :
. . PV o 1,2247
Asymmetrikoefficienten .S = o IV och dess medelfel e5 = —\/J_V .

Zab. 4. Trédens fordelning kring héjdkurvan. ‘
Verteilung der Biéume um die Hohenkurve.

a .'J T .
Yta . Antal“matta Medelavvikelse | Excesskoefficient| Asymmetrikoefficient
Tridslag trid i
Flache c Dispersion Excesskoeffizient Asymmetrikoeffizient
Baumart Anzahl
. gemessener .
N:r Biame o+t e E+ eE S+ es
27:1 ...} Tall 183 + 0,8¢ + 0,044| 4 0,063 + O,0453 +’0,006 + 0,0905
Kiefer 3 i
Sf. 50: IV ., Tall 231 + 0,04 + 0,044|— 0,006 + 00403 + 0,050 + 0,0806
Kiefer . |
Sf. 56: II... Gran 300 i I,42 i‘_ 0,058 + 0,101 i 0,0354| + 0,250 i 0,0707
Fichte
Sf. 60 ...... ' Gran 243 + 1,33 + o, ofo|— O 017 + 0,039; + 0,065 + 0,0786
Fichte ' . 1

Av fig. 5 och tab. 4 framgar att tradenswsprldnlng kring ho]d'
kurvan approximativt foljer den normala sannolikhetsfunk-
tionen. Excesskoefficienten dr for alla ytorna mindre dn sitt maximifel
(3ez) och har dessutom vixlande tecken. Nigon excess synes ddrfor ej
foreligga. Asymmetrikoefficienten ir endast pi en yta (sf 361 storre in
sitt maximifel (3eg), men har positivt tecken for samtliga ytor, varfor en
tendens till positiv asymmetri torde kunna spéras (jfr LONNROTH, 1926).
Antalet mitta trid ir dock for litet, for att en mindre grad av excess
eller asymmetri skulle kunna faststillas, emedan bestimningarnas medelfel
‘bli.si stora, att endast hogre virden pi koefficienterna ligga utanfor de
maximala felgrinserna. Daremot ha ytorna visat frinvaro av hég-
gradigare excess, och med ett undantag, asymmetri. _

Om spridningen kring héjdkurvan exakt féljer en viss fordelningsfunk-
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tion, kunna vi ocksid ange sannolikheten f6r en avvikelse mellan vissa
bestimda granser. For normala sannolikhetsfunktionen giller t. ex. att:

68,27 % av alla avvikelser (fel) ligga mellan 4 16 och — 1 ¢

05,45 % » > » >y > +206 » —20
99,73 ,% » » » » » » + 30 » —30
99,99 % > » » » » » + 40 » —40

Ar nu fordelningen endast approximativt normal, s& blir givetvis en
sannolikhetsbestamning, som férutsitter den normala funktionen, mer eller
mindre osdker.

Vi ha dock alltid TCHEBYCHEFFS sats som siger, att om sanno-
lika vdirdet (medelvirdet) bch medelavvikelsen () for statistisk
variabel d4ro kdnda, sd d4r sannolikheten for en avvikelse mindre
I I

= dvsko>1——

in £ ganger medelavvikelsen stérre dn 1 — =

(CRAMER 1926). Vi fa alltsd att:

mera dn 75,0 % av alla avvikelser ligga mellan + 2 och — 24

> » 88,0% » » » > . » - +4+306 » —30
» » 03,8% » » » » » + 406 » —40
» » 96,0 % » » » » » +56 » —5¢

Hirav synes att medelavvikelsen (-felet) dr ett gott mdtt pa variationen
eller osikerheten i niarmeviarden. Vid normal férdelning ligga sdlunda
99,75 % av avvikelserna mellan gridnserna + 3¢, men enligt den generel-
lare satsen mer in 88,9 % inom + 3a.

Kar. IIl. Hojdkurvans sidkerhet.
Matematisk deduktion.

Vi kunna nu anse, att materialets tallytor och, med bortseende frdn
stammarna under c:a 6 cm, granytor approximativt uppfylla foljande
férutsdttningar, som bli utgdngspunkt fér den matematiska bearbetningen.

Under de vixtbetingelser, som gilla i ett visst bestind (férscksyta),
antagas hojderna (p) hos de trdd, vilkas diameter vid-brosthdjd har ett
givet varde (z) fordela sig efter en viss férdelningsfunktion kring ett
medelvirde (h6jdkurvan), som kan uttryckas genom ekv. y = a + bx 4 22,
ddr parametrarna a, 4, ¢ dro oberoende av x. Medelavvikelsen fran detta
medelvirde, g, antages dven oberoende av x (jfr fig. 1 och 2). Harvid
forutsittes sdledes @, &, ¢ och ¢ vara konstanta inom ett visst bestdnd,
men €j numeriskt kinda.: ’
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- Man har uppmitt diametrar och héjder pd sammanlagt NV provtrdd,
fordelade i 2 klasser efter diametern x. For den zte klassen ar .
antalet provtrid = p; '
medeldiametern = x;
medelhéjden =¥

Om det bortses fran det obetydliga avrundningsfel, som, vid i det
foljande anvind klassvidd (1 cm), ligger i sammanférandet av alla klas-
sens trdd till medeldiametern x;, s dr y, att uppfatta som en statistisk
variabel med medelvirdet:

M,

;

=a + bx; + cx?

och medelavvikelsen: e, = 2.
2 »

Ekv. y = & + bx + c2* ir hojdkurvan for den variationstyp, forsoks-
ytan representerar, och for att exakt bestimma konstanterna a, 4, ¢ fordras
teoretiskt ett odndligt antal provtrad.

Det giller att for ett godtyckligt givet virde p& x med ledning av
observationsmaterialet bilda ett ndrmevdrde pa motsvarande medelhOJd
a 4 bx + cx® samt att uppskatta felet i detta ndrmevirde.

Vi sitta y = « + B+ + yx? och beteckna dirmed ekv. for den héjd-
kurva, som kan bestimmas med hjdlp av materidlet. e, 8, y utgéra da
nirmevirden pd de obekanta storheterna a, &, ¢ och skola bestimmas.

Ekvationer av formen y = ¢ 4+ 8z 4 y#? kunna vi nu bilda lika minga
- som antalet observationer (/V), och problemet &dr att av dessa bestimma
parametrarna «, 4, y med minsta mdjliga medelfel. D& deras antal ar
storre dn antalet obekanta, kunna de icke alla satisfieras av ndgot virde-
system. Man har dad att stka ndrmevirden, vilka sd nira som mdjligt
satisfiera ekvationerna.

Satt y—y:i=w; dir y = a + fx; + ya2.
Séledes blir ‘ '
vi—a+ i+ 23— och Loz =T la + i + 2 — gy
Ar nu fordelningen av v i Gverensstimmelse med normala sannolikhets-
funktion (jfr sid. 15), kan det bevisas att de sokta virdena & «, 3, 1~ skola
géra Y »? till minimum (HELMERT 1907).
Vi ha sélunda: - .
' > la + Bx + yx? — y]? = min.

-Genom partiell derivering av_detta uttryck med hinsyn till «, 8, 7
erhilles ekvationssystemet:

8. Meddel. frédn Statens Skogsfiorsoksanstalt. Hift, 25.
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>y =a-N 4+ Tx+yr-Xa
Try=a-Zx +B. 22 +7- L
Sy =0 -T2+ B -8+ Tat (MILLS 1925.)

Genom att solvera dessa ekvationer, normalekvationerna, erhdlla vi de
sokta @, B, 7. Denna utjimningsmetod har fitt namnet minsta kvadrat-
metoden. Ar materialet indelat i klasser och V= 3 p 6vergar tydligen
>y, Xx.. o tlll Xy, Tpx....

Normalekvationerna bli, redan da utgéngsekvationen 4r av 2:dra graden,
svarhanterliga. I denna undersdkning har. antalet erforderliga siffror i
> px4 varierat fran 11 till 14. Det har darfér utbildats metoder for att
forenkla och schematisera bestimningen av a, 3, 7. Av dessa rdkne-
metoder torde foljande vara de allminnaste: GAUSS' metod (HELMERT
1907, JORDAN 1920), DOOLITTLE'S metod (MILLS 1923) samt determi-
nantmetoden (JORDAN 1920, WHITTAKER and ROBINSON 1924). Den
senaste metoden, som anviants i denna undersokning, torde i regel vara
att foredraga, och beror dess dverligsenhet pa normalekvationernas goda
symmetriegenskaper (axisymmetri). Ett system linjara ekvationer, som ej
iro axisymmetriska, 16sas enklare med GAUSS metod.

For kinnedomen om determinantmetoden och virdefulla anvisningar
stdr jag i stor tacksamhetsskuld till docenten H. CRAMER.

For praktiskt behov kan visserligen ej hidr anvdnda utjamningsmetod
finna ndgon anvindning, men vid utjimning av kurvor for erfarenhets-
tabeller och vid berikning av sikerheten hos kurvor dr den av allmin-
nare vdarde. P34 grund av den genomgdende symmetrien dr det nimligen
litt att Gverfora rikneoperationerna pa ekvationer av hégre grad av den
allmanna formen: ,

y=a+ bx 4+ cx®* + dx3. ...

Jag har darfor ansett det lampligt, att ndrmare ange de ridkneschemata
som anvints i denna understkning, dd mig veterligen ndgon utférligare
skoglig tillimpning av hir anvdnda rdknemetoder ej tidigare publicerats.
TISCHENDORF har utjimnat massakurvan (med aldern som oberoende
variabel) enligt GAUSS’ metod for liknande dndamal (1926). Men de darvid
anvanda medelfelsberdkningarna tillfredsstilla ej foreliggande behov. Av
det teoretiska underlaget, vilket grundar sig pa liran om determinanter
(FISCHER 1921), kan hidr endast medtagas, vad som erfordras for forsta-
elsen av deduktionerna i den efterfoljande framstillningen. I dvrigt hin-
visas till anford litteratur. '
Vi inféra beteckningarna
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varvid sdlunda exempelvis

Soo = Zfz =N, Sy = Z0: %9,

=t i=1

Stor Sa0r S30-. .. d.V.s. X px, X pa%, T pa’. ... inormalekvationerna
sid. 18 kunna ldmpligen berdknas enligt nedanstiende schema (tab. s).

7ab. 5- Rékneschema for: Soo, Sor, Soz -+ - .
Rechenschema fiir: so0, Sor, Soz .

cm Antal | Diam. Hojd
klass Anzahl |Durchm. Hohe
? x px | px® | px3 | pxt y 2y | Pxy | P¥y | Py?
) 1’1 * pxxr ?Ix: pxxi ?Ixi s '?Iyl pInyIpIxjyI PIJ’i
2 xz pzxz pzx: szg p2x: yz ?2)/‘2 pzxzyz-pzxjyz ?2)’2
2 3 4 2, 2
3 x3 P3 x3 ‘ﬁ3x3 PB x3 ?3 x3 )/3 P3J’3 P3 x3y3 p3 xBJ 3 PSJ 3
Sea Soo — ‘ S10 ‘ S20 ‘ $30 ‘ S40 - Sor ‘ S11 | S21 ‘ Soz

Normalekvationerna fa nu formen:

Soo @@ + 510;8 + S207 = Sor
S10@ F Sa0f3 + S3o7 = 511J
Ss0 @ + S30 8 F Spo7 = Sux

En av determinantteoriens viktigaste tillimpningar 4r 16sning av system
av linjara ekvationer. Med tillhjalp av determinanter skola vi solvera
ovanstdende ekvationssystem och beteckna dess determinant med A.

A skrives: '

‘ Soo S10 S20
4 = Sto S20 S30

S20 S30 S40
och definieras som summan av foljande sex produkter med sina tecken:

A = 50 $20 S40 — Soo s:o + S1o0 S30 S20 — 52, S4o F S20 S10 S50 — 53

For a, B, v fa vi foljande uttryck:
: I Sor S10 S20
o= —"+| S11 S20 S30
A 30 |
S21 S30 S40
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B

7’=

Sor Sz0
S1r S30

B
‘YZI

I

5
S40
sIO SOI
Ser |
SZI

sZO

x
A

S30

(FISCHER 1921)

For berikning av e, B, 7 infora vi underdeterminanten. 4, och
beteckna dirmed underdeterminanten till elementet-i den i:ite raden och
kite kolonnen av /, tagen med sitt tecken. Rader och kolonner ha har
numrerats o, I, 2.

Vi fa da

Axo=_

/—100 =

SIO

$30

S20 S30

S30 $40

‘3‘20

St0

= S50 40— 82

30

= — S10 S40 + Sz0 30 O. S. V.

Med tillhjdlp av tabell 6 kunna vi nu berdkna «, 3, 7.

7ab. 6. Rikneschema for: a, f, 7.
Rechenschema fiir: a, £, y.

1 2 3 4 5 6- 7
. ) . 2 )
doo = S20 S40 — S;o Soo doo | Sor doo |doz =520 S30 — S10 S40| Sor doz | doz = $10 30 — Sa0 | SO Loz
Az0= s20 $30 — S10 S40| S10 A10 | S17 d10 | A1 = So00 S40 — 520 str drr |dr2 =510 S20 — Soo S30| S11-d12
2
dz0 = S10 §30 — S:o 520 dzo | S21 A2o |d21 = S10 520 — So0 S30| S21 do21 | d22 = Soo S20 — ‘Yro S21 Aoz
Summa 4 P Summa 42 . Summa ds
Summe Summe Summe
a= 4 8= 2 7= 4
4 4 4

Gangen av denna utrikning dr foljande. Forst utrdknas kolumnerna T,
4 och 6. Underdeterminanterna A,;, A,, och A, behdva ej sirskilt

utrdknas, emedan de &ro lika med A, A,, och A,,.

Sedan utriknas

kolumnerna 2, 3, 5 och 7 samt adderas, varefter slutligen koefficienterna
a, 3, r beriknas.

Som kontroll pd rikningen kan man bilda summorna:
S10 Aoz + 30 Arix + S50 A
Szo‘ 4’02 + S30 sz‘ +"s4o Azzy
vilka bdda skola vara lika med .

och
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Formeln for y kan skrivas: ‘
v| o I x x2

y=a+ﬂx+rx2:—§- Sor Joo Sto Teo (1)

s

51; S10 S20 S30
S21 Sz0 S30 Sy

Vi hava nu bestdmt «, 8, 7 i ekv. ¥y = a + 8x + y2? d. v. s. hojdkur-
van for en viss forsoksyta. Pd grund av det dndliga provtrddsantalet
iro a, B, y endast niarmevirden for de exakta parametrarna @, 4, ¢ och
foljaktligen behédftade med vissa medelfel, som' kunna berdknas (JORDAN
1920, HELMERT 1907). Dessa medelfel intressera oss ej direkt utan en-
dast det dirigenom fororsakade medelfelet i y-bestimningen for viss dia-
meter. -

Medelfelet for y kan ej direkt berdknas av medelfelen pd «, g, y enligt
den vanliga formeln: e =e + & + ¢, medan denna forutsitter att a, §, y
aro oberoende av varandra. Ett annat tillvigagingssitt mdste darfor till- '
gripas. (HELMERT 1907).

Formel 1 f6r y kan skrivas:

o I x x2 o I x x2
y = 1| 2Z2:Yi  Soo'S1o Sz0| _ Z]j Soo S10 S20 | __
4 Zﬁﬂf]’z S10 S20 S30 A iJi X S10 S20 S30

Zﬁz;‘,yz S20 S30 S40 F2 S30 S30 Ss0
o 1 x x|
I S0 S10 S20

_éﬁpikiyi! dar kz =

X; S10 S20 S30
X2 S20 $30 S0

kz': - 72.: i iﬂx%d/}.v

P=o0 Y=o

- For medelfelet i y har man da, eftersom koefﬁc1enterna k; dro obero-
ende av variablerna y;:

k4

Ez—Azzpzkzez—Azzpl

Efter ndgra rdkneoperationer och med stdd av kidnda satser om ut-
veckling av. determinanter f& vi slutligen (se resumén!):

Zﬁzkz = Z Z at r/lzd dﬂx#e

\ : Hi=o0 flz=o0
=4 [Z’bo + (Am + Ao;)x + (420 + 4 + Aoz) #
+ (Azx + sz) x8 + A, '1'4)] ’
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och alltsd:

ey___a\/doo'l‘(dxo'i‘ dox)x"“(dzo'f' An; Aoz)xz'l'(dzr +L112)/’L’3 +Azzx4 (2)

I denna formel for medelfelet.pﬁ  ingdr emellertid den obekanta stor:
heten ¢, medelavvikelsen. :
For medelavvikelsen ha vi formeln:

O-:\/SOZ_(“JOI + 3 S + )’521) ........ (3)
n-—3

ddr 7 ar antalet klasser av inalles &V trad (MILLS 1925), och # — 3 eme-

dan det idr tre obekanta i ekvationen. Slutformeln for det stkta medel-

felet for y blir silunda:

ey = ‘/ [s0z—(@sor + Bs1x + rfzr)] [doo + (dro + doz)x + (dzo + A1 + doz) 22 + (J2z + A12)x3 + dazx4] (4)
(n—3)4

Tillampning.

Vi skola nu bestimma héjdkurvans sikerhet for de olika ytorna i for-
hallande till den variationstyp, som de representera, och utgd ndrmast
fran det fall, att alla trid dro héjdmitta.

Det giller da forst att bestimma hojdkurvans ekvation. Med hjilp
av i tabellerna 5 och 6 limnade rdkneschemata ha konstantern «, 3, 7
i ekvationen: y = a + fx + y#? berdknats for varje yta. Harvid ha tra-
den sammanf6rts i 1 cm klasser och f{or .gran endast medtagits cm-
klasserna > 6 cm. Konstanterna dro sammanstillda i tab. 7. _

Av tabellen framgédr att konstanterna # och y genomgdende &ro resp.
pos. och neg. Diremot dr « pos. for tall och neg. for gran. Det se-
nare beroende pd den i det foregdende (sid. 6) omnimnda vindpunkten.
De erhdllna ekvationerna fi givetvis ej anvandas utanfér materialets gran- .
ser. I fig. 1 #ro ekvationerna for ytorna sf 5oV och sf 6o grafiskt Ater-
givna. : ,

Formeln fér medelfelet pa y (2) innehdller medelavvikelsen (¢). Denna
kan bestimmas enligt formel 3, men hir ingér differensen s,, — (#Sor +
+ @11 + 75,;), som hos ‘foreliggande material dr mycket liten i f6rhal-
lande till de stora talen s,, och (aso; + B8y + 7'52,). De siffermissiga
avrundningsfelen fi ett mycket stort inflytande pa differensen. Medel-

avvikelsen har darfér berdknats enligt formeln: ¢ = \/ N_Z v , dir v ar

differensen mellan den observerade héjden och det berdiknade medelvir-
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Zab. 7. Konstanterna «, £ och y. Samtliga trid héjdmitta,

Die Konstanten @, # und y Simtliche Biume Hohengemessen.

Héidma Variationsvidd Konstanterna
Ojdmatt i diameter Die Konstanten
Ytans tridslag vid brh
Fliche Hohengemessene | yariationsweite in i
Baumart Brusthshendurchm. a ,3 e
Nr cm
27: 1 Tall 8—24 + 4,275 + 0,7681 — O,01204
Kiefer .
27: 11 Tall 13—23 + 5,260 + 0,5773 — 0,00593
Kiefer .
27: 1V Tall 6—23 + 3,052 + 0,7364 — 0,00907
Kiefer . :
27:V Tall 5—23 + 2,907 + 0,7576 — 0,00988
Kiefer -
27: VIL Tall 6—22 + 4,83 + 0,5752 — 0,00454
Kiefer :
Sf 17:1 Tall 11—32 + 1,056 + 1,2822 — 0,02099
’ Kiefer
» 31 Gran 7—33 — 2,240 + I1,3920 — 0,01790
Fichte
> 32 Gran 7—35 — 1,236 + 1,1786 — 0,00035
Fichte
» 50:1I Tall 5—29 + I,ry + 0,083s — 0,01871
Kiefer
» so: 111 Tall 1—28 + 0,964 + 0,996t — 0,01724
Kiefer
» 50: IV Tall 5—-27 + 1,449 + 0,8534 — 0,01385
Kiefer
» 56: 1 Gran 7—40 — 1,335 + I,2730 — 0,01586
Fichte - .
» 56: 11 Gran 7—33 — 1,363 + 1,2706 — 0,01607
Fichte
» 60 Gran 7—37 — 1,718 + I,3908 — 0,02041
Fichte

det for hojden, a + fBx; + yx2 samt V antalet trdd. For erhdllande av
differensen har ekvationen: y = a 4 fx + ya? upplagts grafiskt i stor
skala och varje trids avvikelse avldsts. De olika ytornas medelav-
vikelser dterfinnas i tab. 8 uttryckta i sdvdl m som i % av resp. ytas
medelh6jd. I dessa medelavvikelser ingd dven de tillfilliga teodolitmit-
. ningsfelen, varfor den biologiska avvikelsen dr ndgot ligre. Med medel-
h6jd avses hidr och idet foljande medeldiameterns hojd & héjdkurvan.

Medelavvikelsen hos de undersokta forsGksytorna varierar for tall mel-
lan 0,80—1,1z m och i procent av medelh6jden mellan 5,0—8,8 %, for
gran iro motsvarande siffror 0,99—1,43 m och 4,8—9,0 %. For jim-
forelser mellan de bada tridslagen under i ovrigt likartade forhillanden
ar materialet av f6r ringa omfattning. Den laga medelavvikelsen {6r
ytorna 253 och 349! forklaras av deras egenskap av kulturskog. Nagon
mera avsevidrd differens torde dock -ej foreligga mellan tall och gran.
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7ab. 8. Medelavvikelsen () samt medelhdjdens medel-
Die Dispersion (¢) und der mittlere Fehler der mittleren

‘ Héjdmitt " | Bonitet enl, '
Yta o tridslag Alder Jonson Behandlingsform
Fldche Hohengemessene Alter Bonitit nach Behandlungsform
Baumart . Jonson
Nir
27:1 L Tall 50 v Stark liggallring
» Kiefer L Starke Niederdurchforstung
o 2rIlo Tall 50 v Extra stark liggallring
. Kiefer Extra starke Niederdurchforstung
27:1IV . Tall . 50 v Extra stark krongallring
Kiefer Extra starke Hochdurchforstung -
27: Vo Tall 50 v Svag krongallring
) Kiefer : Schwache Hochdurchforstung
i 27: VIL......... Tall 50 v Stark krongallring
Kiefer . Starke Hochdurchforstung
18f 171 L Tall 81 111 Extra stark laggallring
Kiefer Extra starke Niederdurchforstung
> 31 ... Gran - 9% v Stark krongallring
; . Fichte Starke Hochdurchforstung
> 32 L Gran 85 111 ' Stark krongallring
; Fichte Starke Hochdurchforstung
é » 50 I ... .. Tall 100 Vi Extra stark liggallring
i Kiefer : Extra starke Niederdurchforstung
» 50: 10T ...... .. Tall 100 A4 Orérd
Kiefer - * Ungeriihrt
» 50: IV L Tall . 100 VI Extra stark krongallring
Kiefer Extra starke Hochdurchforstung
» 56: T . Gran 8o—135 v Stamvis blidning
Fichte ) Plenter
» 56:10 ..., Gran 50—85 v - Stamvis bliddning
Fichte Plenter
» 60 ... Gran 99 v Stark krongallring
Fichte Starke Hochdurchforstung
253 el Gran 95 I Stark laggallring
. Fichte ’ Starke Niederdurchforstung
349:1 ... Gran 57 II—(III) Stark ldggallring
Fichte ’ Starke Niederdurchforstung

Enligt det foregdende ar spridningen kring héjdkurvan med undan-
tag for granens ligsta diameterklasser oberoende av diametern. Hirav ,
foljer, att den absoluta medelavvikelsen dr oberoende av behandlings-
formen. Diaremot dr den procentuella medelavvikelsen beroende av be-
handlingsformen, pd grund av' dennas inverkan pi medelhdjden. Kron-
gallring madste darfor under likartade forhallanden ge stérre procentuell
medelavvikelse 4n l8ggallring, vilket dven framgdr av tab. 8. Uttryckes
medelavvikelsen i procent av exempelvis forsta kronskiktets medelhdjd
(enl. SCHOTTES skiktindelning), bér den f6r behandlingsformerna kron-
gallring och liggallring bliva mera konstant: ' ' '
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fel (sy). Samtliga trid & forsdksytorna héjdmitta.
Hohe (ey) Simtliche Biume in den Versuchsflichen gemessen.

’ Medelavvikelse Médelhﬁjdens medelfel (ey)
Antal tridd Medelhsjd Dispersion Der mittlere Fehler der ‘mitt-
Anzahl Biume | Mittlere Hohe ¢t e (o) lerer Hohe (<))
m m % 1 m A
183 13,3 + 0,84 + 0,044 + 6,3+ 0,33 + 0,079 + 0,50
116 13,5 ‘ i 0,82 + Ocs5 + 6, + lVO,4: : ) + 0,094 B
157 11,8 + 0,8 + 0,046 + 6,8+ 0,39 + 0,082 + 0,69
.233 11,3 + 0,92 + 0,043 + 8,:+ 0,38 + 0,058 + 0,69
7150 ‘ 12,3 + 0,84 + 0,047 + 6,8 + 0,38 + 0,090 + 0,73
124 ‘ 18,8 + 1,11 + opopx + 5,0 + 0,38 + 0,123 i 0,65
160 17,4 + 1,28 + 0,072 74t om + 0,141 + 0,8
177 I, + 0,99 & 0,053 + 8,0+ 0,48 + 0,006 1+ 0,86
203 11,6 - + 0,89 1 0,045 +77% 0,3 + 0,077 + 0,66
249 11,9 + 1,55 + 0,047 + 8,8 + 0,39 + 0,085 + o,:
231 10,8 + 0,94 + 0,044 ' + 8,7+ 0,4 + 0,078 + 0,73
463 17,9 + 1,43 0047 + 8,0 + 0,26 + 0,000 + 0,50
367 S 15,8 "+ 1,42 + Opos8 t 9003 |- K00 + 0,65
243 ' 15,3 i 1,33 1+ 0,060 + 8,7 + 0,39 + o,116 + 0,76
46 24,8 i 1,18 i 0,127 j"_ 4,8 i O.51 i 0,233 i 0,04
69 18,0 + 0,05 i 0,083 Tt 5,3 % 0,46 + 0,149 + 0,8

Sambandet mellan den procentuella medelavvikelsen och medelhdjden
vid viss behandlingsform har nirmare undersskts. Medelavvikelsen frin
den grafiska hojdkurvan har utrdknats fér 10 andra, starkt liggallrade
forsoksytor av tall -och jimte materialets tallytor med samma behandling
upplagts grafiskt (fig. 6). Provtridsantalet for de. forra ytorna &r ritt
stort 50—75, varfér de olika utjimningsmetoderna ej bora inverka
nimnvirt pd jimforelsen (jfr sid. 10). Siffrorna vid ordinatorna ange
aldern.

Av fig. 6 framgar, att den procentuella medelavvikelsen sjunker
med stigande medelh6jd till omkring 15 m f6r att sedan bli
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konstant (5—6 %). En tendens till avtagande medelavvikelse med

sjunkande bonitet kan dven sparas.
Formeln fér medelfelet pd hojden () for diametern x kan skrivas:

e, = o R, dir
R,=— \/AOO =+ (AIO + Aor)x-}- (Ago + A+ Zloz)"‘f2 + (AZI + Arz)x3+4122x4
, A
eller
R2=4ZC£’+AIO,ZAOIX+AZO+££;I+AOZIZ+AZIZA‘Z 3 Aé;zx4
(Jfr formel 2.)

Medelavvikelse

oi:per\rion

10,

35
9loks
I8
8
7 ™~
\ 5
6 N\ 3 81
' e~ 58 - . [0}
5 : 8] 81 ’ 164
47 8 9 10 11 12 13 14 15 16 {7 18 19 20 21 22 23 24
: Medelhojd m

Mittlere Hohe

Fig. 6. Sambandet mellan medelhtjd och medelavvikelse. Medelavvikelsen &r uttryckt
i procent av medelhdjden. Siffrorna vid de observerade virdena ange for-
soksytornas 8ldrar.

Die Beziehung zwischen mittlerer Hohe und Dispersion. Die Dispersion ist in Prozent von
der mittleren Hohe ausgedriickt. Die Ziffern bei den beobachteten Werten bezeichnen die
Alter der Versuchsflichen.

Determinanten A4 samt underdeterminanterna Aoo, ;0. ... 0. s. v. bil-
das av talen p; och x; (tabellerna 5 och 6). Koefficienten R, blir tyd-
ligen for en viss diameter (#) endast beroende pa provtridens antal (2.
och férdelning p3 diameterklasser samt den valda klassindelningen ().
For ett givet provstamsuttag (p; och x) pa en viss yta () bli ddrfor
AOO AIO + 42
Y
felet (,) siledes endast en funktion av diametern (z). Andras prov-
stammarnas antal eller fordelning eller bda delarna, andras ocksd kon-
stanterna i uttrycket och ddrmed ocksd medelfelet (e,).

Detta demonstreras av fig. 7. P4 samma yta (sf 50!V) ha 60 p1ovtrad

talen . i uttrycket fér R2 vissa konstanter och medel-
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uttagits pé tre olika sitt: 1) 60 st. efter viss kvot (vart 4:de trid), 2)
50 st. efter viss kvot (vart 5:te trdd) och dartill de 10 grovsta, 3) 60 st.
efter tre olika kvoter, sd att 15 trdd representera’ 25 % av kubikmassan
frin ldgsta dimension, 30 trdd for intervallet 25—75 % och 15 trad for
intervallet 75—100 9. Ett detaljstudium av fig. 7 visar att & synner-
ligen noggrannt foljer fordndringarna i provstammarnas fordelning: 6kas
deras antal for visst diameterintervall minskas R o. s. v. (Jfr dven fig. 10.)

Enligt formel 2 har medelfelet:(¢,) pd medeldiameterns hojd bestimts
for de olika ytorna och ‘uttryckts i sdvil m som i % av medelhdjden
(tab. 8). I denna bestimning inga samtliga trid 4 ytorna (und. ytorna

Antal
10

Fig. 7. R vid olika férdelning av provtriden (Sf 50IV),
R, bei verschiedener Verteilung der Probestimme.

60 repr. provtrid (vart n:te trid).
60 repr. Probestimme (jeder n:te Baum).

— — — — 50 repr. provirid och dirtill de 10 grévsta triden.
so repr. Probestimme und dazu die 10 stirksten Biume.

————— 60 provtrid fordelade efter 3 kvoter och i forhillande till forsksytans
kubikmassa.

6o Probestimme nach 3 Quoten und im Verhiltnis zu der Masse der Versuchsfliche
verteilt,

253 och 349Y), och hinfér sig medelfelet till den variationstyp ytan re-
presenterar. Betydelsen hdrav diskuteras i det féljande (sid. 51 och 58).

De olika ytornas medelfel dro ej jamforbara med varandra utan endast
konkreta exempel, som ligga till grund for den efterféljande deduktionen.
Medelfelet varierar mellan 0,077—0,141 m eller i procent av medelhjden
0,50—0,86 9% (und. ytorna 253 och 349]).

P4 samma sitt kan medelfelet p8 hojden berdknas for vilken diameter
som helst, men dr det dessforinnan lampligt behandla stamférdelningen.
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Kar. IV. Stamantalet och kubikmassans férdelning i
homogena, likaldriga bestand.

Hojdkurvaus sidkerhet dr enligt det foregdende (sid. 26) dven beroende
av provtridens fordelning. Vid provtrddstagning efter en viss konstant
kvot blir denna, sivida antalet ej dr alltfor ringa, approximativt lika med
stamfordelningen i bestidndet. For behandlingen av frdgan om provtra-
dens effektiva uttagande ir det dirjimte nédvindigt kinna kubikmassans
fordelning.

Efterfoljande framstillning av stamantalet och kubikmassans f6rdelning .
f&r endast betraktas som en teoretisk orientering och for praktisk anvind-
ning tillrdttaliggning av problemet.

Fordelningen dr beroende av trddslag, alder, bonitet och behandlings-
form. Alderns och bonitetens inverkan pi stamfordelningen ha tidigare
mera ingdende studerats av CAJANUS (1914) i Schweiziska forsoksanstal-
tens svagt gallrade granytor och av LONNROTH (1926) i ordrda tallbe-
stdnd. Betriffande boniteten dro resultaten samstimmande och visa att
asymmetrien, som dr negativ, tilltager med sjunkande bonitet samt att ex-
cessen i yngre aldrar tilltager i positiv riktning med sjunkande bonitet
men i motsatt led for dldre bestind, vilket nirmare preciserats av LONN-
ROTH. HAGELBERGS bearbetning av fOrsoksanstaltens svagt laggallrade
tallytor' med hidnsyn till kubikmassans fordelning visar ett bonitetsinfly-
tande i samma riktning (1918). :

Av aldern fann CAJANUS sdvil asymmetri som excess ej i mirkbar
grad beroende. For LONNROTHS ororda tallbestind ddremot kulminerar
asymmetrien vid 30—40 ar for att sedan avtaga, och detsamma ir dven,
ehuru mindre framtridande, fallet med excessen i yngre bestind, men
for aldre blir den konstant. Skillnaden mellan CAJANUS och LONNROTHS
resultat torde i ndgon mdn bero pd de ordérda bestindens sjilvgallring.
Men dven f6r HAGELBERGS svagt lidggallrade tallytor spdras ett svagt
‘3ldersinflytande varfor, &tminstone for svagare huggningsformer, fordel-
ningen i ndgon grad synes dven bero av &aldern.

Av behandlingsform och tridslag kunna stamantalets och kubikmassans
fordelning a priori forutsittas beroende.

Jag har ndrmare undersokt denna fordelning & 36 av forsksanstaltens
forsoksytor lika fordelade pa tall och gran samt for tall pd ljushuggning
och stark krongallring, for gran pd stark laggallring och stark krongall-
ring. For vardera av de fyra kombinationerna ha 9 ytor behandlats och
ungefdr lika fordelade péd bonitetsklasserna I—II, III—IV, V—VI samt
aldersklasserna 50—y0, 71—90 och gr—110 dr. Dessutom ha f6r jim-
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forelses skull medtagits tvA stamvis blidade granytor av bon. III och.
gldern 1-—190 &r. Bearbetningen har ‘skett enligt av HAGELBERG anvind
metod, varvid procent stamantal eller kubikmassa grafiskt utjimnats i
form av en summationskurva med relativdiametern, uttryckt i medel-

Talll. Drdcehe kv ltamaedled
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Fig. 8, Stamantalets och kublkmassans fordelmng krmg medeldiametern
: (rel. diam:. 1,0). Tall

Die Verteilung der Stammzahl und der Masse um den mittleren Durchmesser
(rel. Durchm. 1,0). Kiefer.

diametern (medelgrundytans diameter) som enhet, till abscissa (fig.-8 och 9).
Den procent av exv. stamantalet, som ligger under viss rel. diameter
kan saledes avldsas. Spridningen kring de utjagmnade kurvorna &r ritt
stor och har variationsvidden f6r 15 och 85 9% markerats med ett tvar-
streck.  Ndgon bestimd tendens med avseende pd &lderns inverkan har
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ej konstaterats, vilket torde forklaras av fr8nvaron av yngre &ldrar och
svagare huggningsformer samt materialets timligen ringa omfattning.
Boniteten didremot visar en tydlig tendens, som verifierar de tidigare un-
dersdkningarnas resultat. Kurvorna 8terge dédrfér nirmast medelboniteten
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Fig. 9. Stamantalets och kubikmassans fordelning kring medeldiametern
(rel. diam. 1,0). Gran. :

Die Verteilung der Stammanzahl und der Masse um den mittleren Durchmesser
(rel. Durchm. 1,0). Fichte.

(III—IV). For bittre bonitet gir tendensen mot en lodritare form for
kurvorna och siledes mera koncentrerad férdelning kring medeldiametern,
vilket betecknas med 4 vid spridningens markerande. Fo6r simre bo-
nitet dr forhallandet motsatt. Bonitetens inverkan pi stamantalets och
kubikmassans fordelning kan dven uttryckas pd foljande sitt. For viss
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Zab. 9. Kubikmassans fordelning kring medeldiametern.
Die Verteilung des Kubikinhalts um den mittleren Durchmesser.

Relativ diameter
Tridslag och behand- Relativer Durchmesser _
lingsform 0,1[0,2 0,3/ 0,4 0,5/ 0,6 0,7’0,8 0,0/ I,0[ 1,1/ I,2 I,3l 1,4| 1,5, 1,6/ 1,7 1,8 I,9 2,0
Baumart und Behand-
lungsform Procent av kubikmassan riknat frén minsta dimension
Prozent des Kubikinhalts von der kleinsten Dimension gerechnet
Tall
Kiefer.
Svag laggallring (enligt
HAGELBERG) ............ —| —| —|-—jo,s| 2| 6|13|21|33|47|64|77|85 91| 95/ 98| 99100 —
Schwache Niederdurchforst |
(nach HAGELBERG) )
Ljushuggning ........... —| —| —| —| —|o,s| 2| 8|19|41|62|78| 90|9g7|100| —| —| —| —| —
Lichtung
Stark krongallring ...... —| —|—|o,5. 1| 3| 6|12]|21|32|44|57|69|80| 88| 94| 98|100] —| —
Starke Hochdurchforst
Gran.
Fichte. .
Stark liggallring ......... —| —| —| —|o,s| 1| 2| 8| 19|37| 5776|8795/ 99/100f —| —| —| —
Starke Niederdurchforst
Stark krongallring ... .. —| —lo,s| 1| 2| 3| 5| 8| 12|17}23|31|41|53| 65| 75|84 91| 96{100
Starke Hochdurchforst ’
Zab. 10. Stamantalets fordelning kring medeldiametern.
Die Verteilung der Stammzahl um den mittleren Durchmesser.
. Relativ diameter
Tridslag och behand- Relativer Durchmesser
lingsform 0,1 o,z’o,3| 0,4/ 0,5/ 0,6 0,7'0,8’0,9 I,o’ I,1(1,2|1,3 1,4’ 1,5‘ I,6, 1,7| I,BI 1,9 2,0
Baumart und Behand-
lungsform Procent av stamantalet riknat frin minsta dimension
Stammzahlprozent von der kleinsten Dimension gerechnet.
Tall
Kiefer.
Ljushuggning ............ —| ———| —| 1} s5{15;32{55 758795 99/100; —! — — — —
Lichtung )
Stark krongallring ...... —| —|o,5| 2| 7|13|21|31|43|56|69|79|87(93| 96| 98| 99|100| —| —
Starke Hochdurchforst
Gran,
Fichte.
Stark 18ggallring ......... —| —| —| —{o,s5{ 3| 8|17|32|55|74|88|94|98| 99|100| —| —| —| —
Starke Niederdurchforst '
Stark krongallring ...... —| 1{ 9| 16{24|32]39|47|54|61| 68| 74| 80| 85| 89! 92| 95| 97| 98|100
Starke Hochdurchforst
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behandlingsform okas frekvensen kring medeldiametern med stigande
bonitet och tvirtom,

Av fig. 8 och 9 samt tabellerna 9 och 10 framgar det vilkdanda for-
hallandet, att granen har storre variationsvidd kring medeldiametern dn
tallen. Vidare synes att medeldiametern har ett val fixerat lige
i stamfordelningsserien, som f6r de ganska extrema behand-
lingsformerna varierar inom mycket snidva gridnser. Saledes
ligger den 55—56 % av stamantalet frdn minsta dimension f6r tall och
55—61 % for gran, vilket dr en god bekriftelse p4 WEISES gamla regel.
Denna egenskap hos medeldiametern f& vi anledning utnyttja i det f&l-
jande. Materialets variation kring kurvorna ndr ocksd sitt minimum vid
medeldiametern. Inom kubikmassan d4r dock medeldiameterns
lige mera variabelt. For tall 32—41 % fran minsta dimension och
for gran 17—37 %, varvid den ligre procenten giller krongallring.

Krongallringen visar helt naturligt en utpriglad skevhet i stamf6rdel-
ningen, di vid denna gallringsform tredje och fjarde kronskikten med
undantag for torra och ddende trdd limnas orérda, och dr skevheten

- givetvis mera framtrddande hos gran 4n hos tall. Pa grund av laggall-
ringens princip av gallring underifrdn 4r skevheten hir obetydlig och
obestimd samt variationsvidden i diameter avsevirt mindre dn for kron-
gallring. (Jfr tab. 10.)

Det torde knappast behova framhallas, att de hir framlagda fordel-
ningskurvorna endast avspegla gallringsformerna i deras mera typiska
utfoérande och da nirmast efter forsoksanstaltens gallringsschema (SCHOTTE

1912).

Kar. V. Antalet provtrad for viss sakerhet pa medel-
héjden.

Vi skola nu &verga till att sbka bestimma det antal provtrdd, som
erfordras for viss sdkerhet & medeldiameterns héjd,  och utgd da fran
fol]ande -schematiska exempel:

De N provtriden antagas fordelade i # = 2y 4 1 klasser med den,
gemensamma bredden % (pa x-axeln). Origo ligges i den mittersta
klassens mittpunkt, och provtrdden forutsittas ekvidistant fordelade,
d.v.s. lika i var och en av de # klasserna, samt hojdkurvan av formen
¥y =a+ bx + cx*. Efter nagra rdkneoperationer finner man dd enligt
formel 2 och tabellerna 5 och 6:

b6t —)—30 43 (3) 45(7)
v(v+1) (P +v—3) 4N - (5)

e2
J
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For x = o blir ‘
o vi4v—i¢ go?
7 yr4y—3 4N

eller da v ej ar alltfor litet approximativt :%}—‘; och

A I,50
€) ™= TI= v v e e e e e e e e e e e e 6
7N ©)

Formel 6 anger tydligen medelfelet pd genomsnittsdiameterns (aritme-
tiska medeldiameterns) hojd.

Det polynom i x, som upptrider i formel 5, har fér =0 en maximi-
punkt. I den nirmaste omgivningen av x = 0 ar medelfelet alltsi mindre
dn det nyss angivna virdet f6r x = o.

For ej alltfor sma virden pad v kan e tydligen approximativt skrivas:

2 — I_l(i>2+‘ <i>4].9_0‘2
Ey—[ s\oz) To5UZ) | aw

di man i varje term endast bibehiller den hdgsta potensen av v.
Hirav fas: '

o
» N (7)
dar
x\? x\4
K= 1s \/I —%(T/) +S (»/;)
Man far:
: x K,
o o
+ 0,25 v/ 1,5
+ O,50 v/ 1,7
+ 0,75 vZ 2,3
+ vk 3,6

Ovanstaende K ,-virdena dro givetvis mycket approximativa och kunna
endast anvindas for hogre virden pa v. » -

Medelfelet stiger med undantag av den ndrmaste omgivningen
symmetriskt pd bdda sidor om genomsnittsdiametern (fig. 10).

Schematisera vi virt exempel ytterligare och antaga att
sambandet mellan héjd och diameter dr linjdrt, kan pd samma
satt visas att formeln f6r medelfelet blir:

) T= T/ L v h v e e e e e e e e e e 8

= 9
oberoende av diametern. Denna formel har anviants av TISCHENDORF
(1925 och 1927), och aterkomma vi hirtill i det foljande.

Q. Meddel. frén Statens Skégs/érsb’ksamtalt. Hift. 25.
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Vi skola nu 6vergd till att studera sikerheten i hojdkurvans olika
delar vid ej ekvidistant stamfordelning.

For detta dndamal ha 6o representativa provtrad uttagits efter viss
kvot for ytorna sf 5ol (extra stark lﬁggallring) och sf 50!V (extra stark
krongallring) i samma jimférande forscksserie. Resp. hojdkurvor” ha
numeriskt utjdmnats, och medelfelet & héjden for varannan diameterklass

Mec{e[fel /Ey/

Mittlerer Fehler 7
m 7/
0500 X -+
AN 7z
0400 \\ // —~
’ o 7
0300\ Sl L
ANEE //. [
0200 e — e e
0100, '
ol N7 8 9 10 i1 1Z 15 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 Z5om
70—\ —
60 \ \
. \
50 \\
AN /
4 \ \‘\‘ Pl pd
N "
3 N pald //
N . - ;, P
S LT A
24 i e P e
Yo7 8 o 0 i1 iz 15 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 Z5em

Fig. 10. Hgjdkurvans medelfel (e,) fér olika diametrar.
Der mittlere Fehler der Hohenkurve (¢y) fiir verschiedene Durchmesser.

Sf 50lV, Ex. stark krongallring, vart z:te trid provtrid.
Sf 50IV. Ex. starke Hochdurchforstung, jeder z:te Baum Probestamm.

— — — — Sf 5oll. Ex, stark l&ggallring, vart z:te trid provtrid.
SF so0ll. Ex. starke Niederdurchforstung, jeder »:te Baum Probestamm.

————— Sf solV. Ekvidistant fordelade provtrid.
Sf s50lV. Ekvidistant verteilte Probestimme.

utriknats -enligt i det foregdende beskriven metod, varvid dock medel-
avvikelsen for bada ytorna satts = 1,0 m for att bliva jimférbara med
avseende pa stamfordelningens inverkan pd hojdkurvans sikerhet. Medel-
felet har uttryckts dels i m, dels i % av resp. héjd. Dessutom har for
ytan sf 50V medelfelet berdknats vid ekvidistant férdelning av de 60 prov-
triden enl. formel 5 (fig. 10). '

Av fig. 10 framgar liksom av foregdende deduktion att h&jd-
kurvan vid ekvidistant fordelning av provtriden blir sikrast
bestimd i abs. mdtt vid mitten och i rel. m&tt med nidgon for-
skjutning at de grovre diameterklasserna. Héjdkurvans abs.
sikerhet dr symmetrisk kring mittklassen, och féljaktligen ar
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den rel. sikerheten storre for de hogre klasserna dn f6r de
lagre. '

I forhallande till krongallringen ger den ekvidistanta fordelningen liagre
medelfel for de grovre diametrarna, men for de ldgre tvdrtom pd grund
av krongallringstypens stora stamfrekvens i de senare klasserna. Den
ekvidistanta fordelningen kan givetvis ej jimforas med ldggallringsfordel-
ningen (sf 50!), emedan medelpunkten did maste flyttas uppat i diameter-
skalan och kurvlingden blir en annan.

Vid krongallring blir hdjdkurvan sidkrare bestimd for de
klenare dimensionsklasserna dn vid laggallring, men fér de
grovre dr forhdllandet motsatt. Detta giller vid den hdr anvinda
metoden for provtrddens uttagande (vart z:te trdd) och beror tydligen pa
de bada gallringsformernas skilda stamférdelningstyper (sid. 31).

Betriffande héjdkurvans sikerhet pd bdda sidor om mit-
tersta diameterklassen synes, att de ligre diametrarnas héjder
i abs. 'mdatt dro sdkrare bestimda 4n de hogre, och att denna
skillnad 4r mera framtridande vid krongallring 4n vid laggall-
~ ring, beroende pa stamférdelningens storre skevhet. Den pro-
centuella sikerheten 4r diremot for bada stamférdelnings-
typerna stérre for de hogre héjderna dn for de lagre (fig. 10).

Atervinda vi till formel 7: ( =K, - %) , synes att vid ekvidistant

&
provtridsfordelning medelfelet & hojden (e,) for viss diameter (#) minskas
vid okning av provtridsantalet (/V) med roten ur antalet och tvirtom.
Hir aterfinna vi en vilkdnd sats, som for sannolikhetskalkylens praktiska
anvindning dr av storsta betydelse.

Det 4r tydligt att formel 7 kan generaliseras att gilla f6r variabelt
provtridsantal (V) vid viss konstant provtridsfordelning (variationsvidd
och klassfrekvens), ehuru givetvis med andra K ,-vdrden, dn de som de-
ducerats for den ekvidistanta fordelningen. Medelavvikelsen (¢) dr kon-
stant och fi vi alltsd ekv.

€y, N;
5 = \/ N (9)
J
Hirav synes, att medelfelet pi héjden for vissa diameter ir omvint
. proportionellt mot kvadratroten ur antalet. Under fSrutsittning av kon-
stant fordelning kan siledes enligt formel 9 av ett givet material be-
riknas det provtrddsantal, som erfordras for ett fixerat medelfel. -

Vid objektiv provtradstagning i homogena forséksytor och bestind,
vilket enklast sker genom att vart 7z:te trdd i stamrikningslingden tages
till provtrid, dro forutsittningarna for en approximativt konstant fordel-
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ning stora, sivida antalet ej dr alltfor litet. Sarskilt maste detta vara
fallet i den nirmaste omgivningen av en diameter med ett mera stabilt
lage i frekvensserien. I detta avseende fyller medeldiametern stora an-
sprak. (Jfr sid. 32.) '

Deduktionen av formel g har delvis varit induktiv, och bor formeln
sdledes verifieras. For detta dndamal ha fors6ksytorna 277, “sf o1,
sf 5oV bearbetats pd foljande sitt. Av medelfelen pd medeldiameterns
héjd, da samtliga trdd mitts (tab. 8), ha enligt formel 9 motsvarande
medelfel f6r resp. 60 och 20 provtrdd berdknats (tab. 11, teoretiskt
. vidrde). Sedan ha resp. 60 och 20 provtrid uttagits efter viss kvot, mot-
“svarande hojdkurvor numeriskt utjamnats och medelfelet pd hojden be-
riknats dels for provtridens, dels for forsoksytans medeldiameter (tab. .
11, verkligt varde).

Vid numerisk utjimning av ett ringa antal hojder kan en eller annan
mycket avvikande héjd, som man vid grafisk utjamning ej skulle taga
hiansyn till, latt forrycka resultatet. Detsamma giller bestimningen av
medelavvikelsen. B. PEIRCE har emellertid framstillt en metod for
utelimnande av mera avvikande observationer (CZUBER 1891). Enligt
denna metod utelamnar man vid exv. 20 observationer, den som har den
storsta avvikelsen, om den &r storre dn 2,21 av medelavvikelsen, och
direfter, sedan en observation uteslutits, dén som har nist storsta av-
vikelsen, om denna Overstiger I,9: av medelavvikelsen etc. Metoden dr
objektiv, men bor anvidndas med kritik. I foreliggande fall har metoden
endast foranlett tvd trids utelimnande, nimligen ett av de tjugu prov-
triden for vardera av ytorna 27T och sf 5ol

Formeln f6r medelfelet (2) kan skrivas: ¢, = ¢+ R, dir R, endast &r
beroende av provstammarnas antal och fordelning (sid. 26). Vore for-
delningen exakt konstant skulle de teoretiska och verkliga virdena for R,
sammanfalla. Skillnaden mellan dessa virden ar dirfor ett kriterium pa
Overensstimmelsen mellan verklig och teoretisk provtridsfordelning. Av
tab. 11:1 framgdr att denna differens 4r ringa, och demonstrera de virden
4 medelfelet, som iro angivna inom parentes, dess betydelse i abs. matt.
Dessa iro nimligen bestimda med hjilp av samma medelavvikelser, som
ligga till grund for det teoretiska virdet, d. v. s. de som erhallits da
samtliga trid medtagits. Differensen varierar enligt tab. 11:1 endast
mellan 2—10 mm och gar i sdvdl positiv som negativ riktning, vilket .
visar, att vi for materialets forsoksytor med god approximation kunna
anse provtridsfordelningen konstant vid variabelt antal. Det ligger i
sakens natur att denna approximation blir simre vid minskning av an-
talet, ehuru det ej direkt framgédr av dessa fa ytor.

Det aktuella medelfelet beror dessutom pi bestimningen av medel-



Tab. 1. Jimforelse mellan verkliga och teoretiska virden p3 medelfelet vid olika provtriddsantal.
Vergleichung zwischen wahren und theoretischen Werten des mittleren Fehlers bei verschiedenen Anzahl der Probestimme.

Antal provtrid
Die Anzahl der Probestimme

- Samtliga
Forsoksyta Samtliche 60 20
nir - -
v N Verkligt virde] Verkligt virde | Teoretiskt virde Verkligt virde| Teoretiskt virde
ersu;}“ﬂ“he Wahrer Wert Wahrer Wert Theoretischer Wert Wahrer Wert | Theoretischer Wert
ir
Antal :
: Angahl - R o Medelfel (&) R - c
nzal Mittlerer -
R R Fehler R R _R
m m m m m
~ L. Medelfelet pd hojden for provtridens medeldiameter
Der mittlere Fehler der Hohe fiir den Durchmesser der Probestimme
0,84 + 0,84 + 0,228
27: 1 e 18 4 L 84 T , 028
7 | 3 0,04 0,094 | 0,079 0,078 0,176 0,148 0,164 0,138 0,281 (0,236) ,2 4‘ 0,239
: 0,8 + 0,83 + 0,135
Sf, s0: 1L ................ .. 20 9 T 6 o6 0,0 70 =1 0,162 ? 0,1 0,142 0,278 0,2 0,275 0,2
5 3 | 0,065 ) 7716 o ) (0y142) 1159 )14 127 1247 ) 1245
0,94 + 0,92 + 0,157 0,276
Sf, 50: 1V .. 231 | %X o 92 T o ’ 0,276 | 7 0,28
501V s | 23 0,044 0,084 79 || 6 08 2171 (0,161) 0,165 0,155 127! (0,250) »287 0,269
II. Medelfelet pd héjden fér ytans medeldiameter
Der mittlere Fehler der Hohe fiir den Durchmesser der Fliche
. . . 0,235 |
: e — — — — — 0,18 o — —_ o K — —
2721 .. .. ‘ ‘ 1182 1153 { 9 1 (0,244) | ‘
. (o]
Sf. 50:1I ......... e, — === T e o | T — 0,285 | Oy54 | — —
0,157 0,292
Sf. 50:IV . — — — — — 0,171 ’ — ’ — 0,292 .= —
5 A ‘ 7| (0,161) 292 | (0,274)
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avvikelsen (). Medelavvikelsen ar enligt det foregdende konstant, men
sikerheten i dess bestimning okas med stigande provtriadsantal. De
hirav framkomna skillnaderna i medelavvikelse dro smd, 0—6 cm och
ligga inom felgrinserna for den sdkrast bestimda medelavvikelsen (samt-
liga trid). P& grund hirav dr ocksd skillnaden mellan de verkliga och
teoretiska virdena obetydlig, 2—11 mm. Det teoretiskt berdknade medel-
felet visar sdledes god Overensstimmelse med det ur provtraden hirledda
vardet.

Det teoretiskt beriknade medelfelet pi medeldiameterns hojd enligt
formel 9 giller tydligen provtridens medeldiameter, men det som narmast
intresserar oss dr felet & hojden for forsoksytans (bestandets) medeldia-
meter. Felet 4 denna medelhsjd (enl. formel o) blir alltid for lagt, om
provytans medeldiameter ir stdrre dn provtridens, dr forhdllandet mot-
satt kan felet likavil bli for stort som for litet beroende pd stamfGrdel-
ningen (jfr tab. 11 och fig. 10).

.En uppfattning om storleken av detta fel ger tab. 11 vid jimforelse
mellan I och II. Hirav framgar att det teoretiska virdet genomgdende
ar lagre, samt att differensen mellan de bdda medelfelen varierar mellan
2—15 mm. Vid en kalkyl 6ver det provtridsantal, som erfordras for
viss sdkerhet & medelhdjden, torde ddrfor denna skillnad kunna negligeras,
dd det giller homogena forséksytor och bestdnd, samt provtridsantalet
ej ar for ringa.

De fitaliga forsoksytorna i tab. 11 kunna givetvis endast visa storleks-
ordningen pd de fel som riskeras pad grund av att forutsittningarna for
formel 7, konstant provtridsférdelning och medeldiameter, endast approxi-
mativt kunna uppfyllas. Det dr dock av intresse att veta vad de fram-
komna differenserna betyda fér vart dndamdl. Av tab. 11: II synes att
skillnaderna mellan verklighet och teoretiskt medeltal varierar
mellan 2—23 mm eller 1,5-—8 %, vilket vid bestimning prov-
tridsantalet for ett fixerat medelfel motsvarar 2—14 % skillnad
mellan verkligt och teoretiskt berdknat antal.

Sitta vi provtradens medelhdjd = forsoksytans, kan tydligen enligt
&y, N
formel 9: E{Z— = \/% berdknas det antal provtridd, som erfordras fér visst
'y . 7
procentueljlt medelfel & medelhdjden (¢',). Detta dr naturligtvis en
approximation, men vid de smd hdjddifferenser, det dr friga om, kan
bortses hirifran. Med hjdlp av‘medelfelet, da samtliga trad mitts (tab. 8),
har p& detta sitt utrdknats det antal provtrid, som erfordras for ett
medelfel i medelhdjden (medeldiameterns hojd) av resp. 1/,, 1, 2 och 3 %
(tab. 12). '
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7ab. 12. Antal provtridd, som erfordras for ett medelfel pA medelh8jden av resp. 2, 1,2 0ch3 %-

) Forsoksytor.
Zahl der Probestimme, die zu einem mittleren Fehler der mittleren Hohe von resp. */z, 1, 2 und 3 % erforderlich ist.
Versuchsflichen.

R Medel- sd 5 -
Forsoks- | Hsjdmitt . ' iy Antal provn;:ii :sr ett medel
yta tridslag | Alder | Bonitet Behandlingsform kelse b N .

V;‘;‘:’ﬁi‘s' Hihen- Alter Bonitit Behandlungsform Disper- Zahl t;l:il;til;zﬁeslgir}ﬁréxre;;nexnem
gemessene sion
Nir Baumart % |2 % | 1% 12% |13%
27: 1 Tall 50 v Stark 18ggallring 6,3 230 57 14 6
Kiefer Starke Niederdurchforstung '
27: 11 Tall 50 v - Extra stark l8ggallring 6,1 227 57 14 6
Kiefer Extra starke Niederdurchforstung
27: IV Tall 50 A Extra stark krongallring 6,8 299 75 19 8
Kiefer Extra starke Hochdurchforstung
271:V Tall 50 v Svag krongallring 8, 444 | 111 28 12
Kiefer Schwache Hochdurchforstung
27: VII| Tall 50 v Stark krongallring 6,8 320 8o | 20 9
Kiefer Starke Hochdurchforstung
Sf. 17:1 Tall 81 111 Extra stark liggallring 5,9 210 52 13 6
Kiefer Extra starke Niederdurchforstung
Sf. 31 Gran 95 v Stark krongallning 714 420 | 105 26 12
Fichte Starke Hochdurchforstung
Sf. 32 Gran 85 111 Stark krongallring 80 | 524 | 131 | 33 | 15
Fichte Starke Hochdurchforstung
Sf. 50: 11 Tall 100 VI Extra stark ldggallring 7,7 354 88 22 10
) Kiefer Extra starke Niederdurchforstung
Sf. 5o: III Tall 100 VI Orord 8,8 502 | 126 31 14
Kiefer Ungeriihrt
Sf. 50: IV | Tall 100 VI Extra stark krongallring 8,7 492 | 123 | 31 14
Kiefer Extra starke Hochdurchforstung
Sf. 56: 1 Gran |8o—135| IV Stamvis blédning 8,0 463 | 116 | 29 13
Fichte Plenter
Sf. 56: 11 Gran 50—385 v Stamvis blddning 9,0 620 | 155 | 39 17
Fichte Plenter
Sf. 60 Gran 99 v Stark krongallring 8,7 561 | 140 35 16
Fichte Starke Hochdurchforstung
253 Gran 95 I Stark laggallring 4,8 164 41 10 5
Fichte Starke Niederdurchforstung
349: 1 Gran 57 |II—(III) Stark léggallring 5.3 190 48 12 5
Fichte Starke3}Niederdurchforstung




132 MANFRED NASLUND

Formel 9 kan formuleras pd fo6ljande sidtt: for att sidnka
medelfelet frdn 3—2 % mdste provtrddsantalet 2'/,-dubblas,
frin 2—1 % 4-dubblas och frdn 1—1/, % likaledes 4-dubblas
och ndrmar sig medelfelet asymptotiskt mot noll. Av tab. 12
synes, att for materialets fors6ksytor erfordras 5—17 provtrad,
for att ett medelfel av 3 % -4 medelhdjden kan férvdntas, 10—
39 st. f6r 2 %, 41—155 st. f6r 1 % samt 164—620 st. for 1/, %
medelf el. Skillnaderna i effekt mellan de forsta och de sista 6kningarna
av provtradsantalet framga med skdrpa. Det liga stamantalet {6r ytorna
253 och 349! forklaras av deras uppkomstsitt genom kultur och pé grund
hirav ringa medelavvikelse.

Medelfelet hinfor sig till variationstypen. I kap. VI visas att detta
medelfel for de stora stamantal, det dr friga om vid uppskattningar
i praktiken, kan med god approximation &verforas att gilla uppskatt-
ningsobjektet (bestindet, skogen etc.). For forsoksytor mdiste didremot
medelfelet hanfort till sjdlva ytan ofta beriknas pd annat sitt, vilket be-
handlas i kap. VI. Vid uppskattning av forscksytor dr det emellertid
vanligen endast felet hinfort till variationstypen, som intresserar, men
diskuteras detta nirmare i kap. VIII,

Av tab. 12 framgdr vidare, att krongallringsytorna genom-
gdende ha stérre medelfel dn ldggallringsytorna. Detta beror
dels pa liagre medelhdjd och ddrmed hégre procentuell medelavvikelse,
"dels negativ eller storre negativ asymmetri i stamférdelningen, varav {oljer
osdkrare bestdmning ‘av- medelhdjden (tab:na 9 och 10, fig. 10) samt dels
storre variationsvidd i diameter hos krongallringsytor i jimforelse med
laggallringsytor (tab. 7).

Vid samma medelavvikelse bor gran ge stdrre medelfel pd
grund av mera utpriglad asymmetri och stérre variationsvidd
(tab:na 9 och 10).

Vid viss behandlingsform stiger den procentuella medel-
avvikelsen med sjunkande medelhd6jd for ligre hojder (jfr fig. 6),
och dirmed det erforderliga provtridsantalet for viss sikerhet.

Medelfelet pa hojden for viss diameter kan enligt det foregdende skrivas:

o . ..
e, = K,—, dir K, ir oberoende av V.

Vv -
Med hjdlp av tab. 8 (e,, 6 och V) kunna vi siledes av materialet be-
. stimma K f6r medeldiameterns h&jd for de olika forséksytorna. I tab. 13
aterfinnes pa sd sitt hirledda A-virden.-
K ligger f6r tall mellan I,24—1,31 och f6r gran mellan 1,28—1I,39,
varvid de ligre vdrdena gidlla ldggallning och de hégre kron-
gallring. Orsakerna till skillnaden mellan de bada gallringsformerna
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4
Tab. 13. Konstanten X i ekv: &gy = K+ —.
TN L . - C
Die Konstante X in der Gleichung: ey = A+ —.
. VN
Férstksyta Tridslag Behandling
Versuchsfliche K
Baumart Behandlung
Nir .
27: T © Tall | Stark laggallring 1,27
: Kiefer Starke Niederdurchforstung
27 XL Tall Extra stark l8ggallring 1,24
Kiefer - Extra starke Niederdurchforstung
27: IV Tall Extra stark krongallring 1,29
Kiefer Extra starke Hochdurchforstung
27: Vo Tall . Svag krongallring 1,29
Kiefer Schwache Hochdurchforstung
27:VII ... Tall Stark krdﬂg’allring 1,31
Kiefer Starke Hochdurchforstung '
SEox7e L Tall Extra stark laggallring 1,24
) Kiefer Extra starke Niederdurchforstung
Sf. 3T, Gran Stark krongallring 1,39
’ Fichte Starke Hochdurchforstung
Sfo 32t i, Gran Stark krongallring 1,8
Fichte Starke Hochdurchforstung
St 5o I Tall Extra stark laggallring I,24
Kiefer Extra starke Niederdurchforstung
Sf. 50 1T i Tall Orérd 1,29
Kiefer Ungeriihrt
St 50: IV e Tall Extra stark krongallring 1,28
Kiefer Extra starke Hochdurchforstung
SE 56:T ot Gran . Stamvis blidning 1,3
. Fichte . Plenter
Sf. 56:I1 ...l Gran Stamvis blddning 1,39
Fichte Plenter '
Sf. 6o......... Ceveeas TR ) Gran Stark krongallring 1,37
Fichte Starke Hochdurchforstung
253 e, Gran Stark liggallring 1,34
" Fichte Starke Niederdurchforstung
349:1 Gran Stark liggallring 1,30
Fichte Starke Niederdurchforstung




134 MANFRED NASLUND

och tridslagen framgd av diskussionen betrdffande motsvarande skiljaktig-
heter i medelfelet. .

Av det schematiska exemplet sid. 33 (fig. 10) med ekvidistant fordel-
ning av provtriden och héjdkurvan av den allmidnna formen f6r en andra-
grads parabel framgick, att medelfelet pa genomsnittsdiameterns h&jd ar:
g, = —I-’S:A:, och att detta fel, med undantag av den ndrmaste omgivningen,
okar symmetriskt pd bada sidor om denna diameter. For medeldiameterns
héjd blir ddrfér medelfelet i regel ndgot storre. De empiriskt framkomna
ligre konstantvdrdena bero givetvis pd den storre stamfrekvensen kring
medeldiametern.

TISCHENDORF har tidigare varit inne pd det hir behandlade imnet
(1925, 1927). Efter en enkel Gverliggning (»es hidngt daher die Giite
irgendeiner Hohe vom Verlauf der ganzen Kurve, also von der Anzahl
der erhobenen Héhen ab») finner TISCHENDORF att medelfelet pd en ut-

jamnad hojd édr: e, = —;_V och saledes oberoende av diametern (jfr fig. 10).

I det foregdende hava vi sett, att forutsittningarna f6r denna formel dro
linjart samband mellan diameter och hojd samt ekvidistant fordelning av
provtriden och hirmed torde formelns starkt begrinsade anvindbarhet
vara klarlagd. Abstraktionen gir hédr in absurdum (jfr sid. 3). P& ma-
terialet till denna foreliggande undersékning ger denna formel
25—40 % for lagt medelfel pd medelh6jden (tab. 13) oeh for
ovriga hojder blir felet i regel dnnu stérre. Det torde redan hir
papekas, att felet i kubikmassan pa grund av hoéjdkurvans osidkerhet ej
blir fullt s& missvisande. .

P43 grund av K-virdenas variation inom mycket sndva grin-
ser torde for O6verslagskalkyler féljande empiriska ndrmeform-
ler for medelhdjdens medelfel kunna uppstéllas:

I,25 41,300

Tall: ¢y = ——7+—— ... ... ... ... (10)
Vv

Gran: g, = 1’303%’ e (1)
diar de lagre konstantvirdena gilla bestind av ldggallringstyp och de
hogre virdena krongallringstyp. Forsoksytan sf 56! dr ur stamfordel-
ningssynpunkt ndrmast att hidnfora till krongallringstyp och ytan sf 560
en overgdngsform till stamvis blidning. Ytan sf 32 har en tvitoppig
frekvenskurva med 80 % av stamantalet i 3:dje och 4:de kronskikten,
vilket forklarar det l8ga K-vidrdet. .
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P4 grund av materialets begrinsade omfattning ha givetvis konstant-
virdena endast mera provisorisk karaktdr. Materialets ytor represen-
tera dock extrema huggningsformer, och enligt den féregdende framstill-
ningen ir stamfordelningen visentligt beroende av behandlingsform och
tridslag samt konstantvirdena i sin tur beroende av stamférdelningen.
I praktiskt skogsbruk kan dock konstanternas variation forvidntas vara
storre och oftare tendera mot hogre idn liagre virden, pd grund av storre
tolerans med sm&dimensionerna, in vad den mera schematiska liggall-
ringsformen for {6rsoksytor tillater.

Vid tillimpningen av empiriska formler dr det av vikt att klarligga
de egenskaper hos materialet, som utgéra forutsittningar for formlerna.
Hir iro dessa foljande. Hojdkurvan av den allminna formen for en
andragradsparabel (y = a + bx + c#?), spridningen kring héjdkurvan obe-
roende av diametern samt stamférdelningen att hanfora till huggnings-
formerna liggallring—krongallring. Dessa forutsittningar torde ofta med
god approximation aterfinnas i likdldriga bestand. ,

Med hjilp av formlerna 10 och 11 erhilles medelfelet p4 medelhjden,
om medelavvikelsen (¢) dr kdnd. Den senare kan, sivida antalet prov-
trad ej dr alltfér ringa, nojaktigt berdknas frdn den grafiskt utjamnade
hojdkurvan (jfr tab. 2). Avviker hojdkurvan ndmnvirt fran den hir an-
vinda utjamningsekvationen, ir givetvis en pa detta sitt bestimd medel-
avvikelse ocksd ett sannare virde.

Enligt denna metod har med ledning av provtriden medelfelet pd me-
delhojden berdknats for de atta trakterna fran Siljansfors forsokspark.
Konstantvardena ha valts genom jamférelse mellan provtridens stamfor-
delning och de i tabellerna 9 och 10 angivna fordelningsserierna for for-
soksytor. Direfter har enl. formeln 9 det antal provtrad beriknats, som
erfordras for ett medelfel pd medelhtjden av resp. 1, 2 och 3 %. Re-
sultatet dtergives i tab. 14.

De hir anvinda trakterna #ro att betrakta som bestind och vixlar
arealen mellan 2,;—12 har (tab. 1). Medelavvikelsen varierar frdn
8,4 till 12,1 %, under det att motsvarande siffror for forséks:
ytorna voro 5,0—9 % (und. bon II). Dessa siffror dro ej direkt jam-
forbara som uttryck for variationstypen pa grund av skillnaderna i mit-
ningsmetod (sid. 6) och behandlingsform samt den senares inverkan pd
medelhdjden. De friare huggningsformerna & trakterna ndrmar sig mera
krongallringstyp, varfér denna behandlingsform &ar 6verrepresenterad i {6r-
héllande till forsoksytorna. Detta uppviges i ndgon man av forssksytor-
nas ldgre medelhdjder (fig. 6). Det maste dock kunna forutsdttas att
variationen &dr storre i bestind dn & forsoksytor, ehuru skillnaden med
ledning av detta material ej ndrmare kan preciseras.



Tab. 14. Antal provtrdd, som erfordras for ett medelfel pd medelhdjden av'resp. 1, 2 och 3 %. Trakter (bestind) &
. Siljansfors férskspark.
Zahl der Probestimme, die zu einem mittleren Fehler der mittleren Héhe von resp. 1, 2 und 3 % erforderlich ist. Bestinde in dem
’ Versuchspark Siljansfors.

Medel-

T, Antal trdd for ett
Trakt Ii?irgatt o L . An"tal Meﬁel- Medelavvikelse fel medelfel av
" € | Alder | Bonitet Behandling trid héjd Dispersion Mittlerer| X Zahl der Probestimme zu
Bestand | Hohen- Alter | Bonitit Behandlung Anzahl | Mittlere Fehler einem mittleren Fehler von
gemessene Biume | Hohe
N:r Baumart - m % % 1Y% 2 % 3%
147 Tall 95 III - Fri krongallring 96 23,4 | 1,62 + O,119| 6,9 + 0,51/ 0,88 1,25 74 19 8
Kiefer Freie Hochdurchforstung
193 Gran 100 v Fri genomhuggning 143 | 14,8 | 1,47 + 0,087 9,0 + O,50| 1,16 | I,90 | 166 41 18
Fichte Freier Durchhieb
199 Gran 85 v Fri gallring 153 15,1 | I,32 + 0,076 8,7 i 0,50 0,97 1,38 144 36 16
Fichte Freie Durchforstung
153 Gran 100 | IV—(III)| Fri genomhuggning och 135 18,3 | 1,60 + O,104] 9,2 + 0,57 1,11 1,40 166 41 18
Fichte féryngringshuggning :
Freier Durchhieb und Ver-
jlingungshieb
195 Tall 120 v Fri genomhuggning 114 | I7,xr | 1,65 + Oprx| 9,6 + 0,65| 1,19 1,32 162 40 18
Kiefer Freier Durchhieb
150 Tall 130 A\'A Ljushuggning 156 16,4 | 1,38 + O,079| 8,4 + 0,48] 0,84 1,25 110 28 12
Kiefer ) Lichtung
126 Tall 90 | V—(IV)| Gallring och foryngrings- 82 15,8 | I,0r + O,152| 12,1 + 0,06| I,74 1,30 248 62 28
Kiefer huggning
Durchforstung und Ver-
jingungshieb
129 Gran 100 |IV —(III) Stark laggallring 84 | 11,1 |1,6r+ Ox27| 10,0+ O,79| T,a7 | I,35 | 182 45 20
Fichte Starke Niederdurchforstupg

. 9¢1
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Av tab. 14 synes att det erfordras 74-—248 provtrdd for 1 %
medelfel pd medelhdjden, 19—62 fér 2 % och 8—28 for 3 %.
Behovet av provtrad vid olika huggningsformer och tradslag har ndrmare
diskuterats i samband med forséksytorna.

Kar. VL Kubikmassahs noggrannhet med hinsyn till
héjdkurvans osidkerhet.

Medelfelet hénfért till den variationstyp, som representeras.

Berikna vi kubikmassan i ett bestdnd med ledning av & hoéjdkurva
avlist medelhsjd, blir det procentuella medelfelet i kubikmassan med
hansyn till hojdkurvans osdkerhet lika med medelhdjdens. Gora vi flera
avlisningar & hojdkurvan och sitta bestindets kubikmassa lika med sum-
man av diameterklassernas, blir felet i kubikmassan mindre pa grund av
felutjamning mellan klassh6jdernas medelfel.

Det giller att uppskatta medelfelet i kubikmassan vid den hir valda -
klassindelningen (1 cm), hinfért till den variationstyp provtriden re-
presentera. Hojdernas medelfel 4ro sinsemellan beroende av varandra, -
~ varfor den allminna formeln for medelfelet pi en summa ej kan tillimpas.

Lat p; beteckna stamantalet, f; produkten av formtal och Z—T i site dia-
meterklassen. Kubikmassan blir d&:
Z.pj..f]'..x;.yj' .
J
Men y,; dr obekant. Vi ersitta y; med sitt nirmevirde '+ fx; + %,

dir @, 8, y d4ro bestimda genom numerisk utjimning av provtridens
héjder (y;) och soka medelfelet (¢),) for kubikmassans nirmevirde:

V=587 (e + B + 73).
J

Medelfelet kan beriknas pa sammasitt som for y. J” erhilles nimligen
om man i formel 1 (sid. 21) ersdtter 1, x och 2 i determinantens forsta -
rad med resp.

Zl’/ f] ]a ijf}«"fj, Zﬁjf;z’;
J J

Man finner da foljande slutformel:

ep=a Aoo ZOZ+AII ZIZ+A:22 122+2 on to tr'l'zdoz to [2"{‘2 .AIZ tI tz (12)_
. /1 '

Determinanten () och underdeterminanterna (dooy Ay .. . .) dro identiska
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Tab. 15. Antalet provtrid, som erfordras for ett medelfel i kubikmassan pi grund av héjdkurvans

osdkerhet av resp. */z, 1 och 2 %.

Forsoksytor.

Zahl der Probestimme, die wegen der Unsicherheit der Hohenkurve zu einem mittleren Fehler des Ku-

bikinhalts von resp. /2, T und 2 % erforderlich ist. Versuchsflichen.
Medelfel | Medelfel | Antal triad for
pd kubik-|p8 medel-| ett medelfel
Forsoks- | Trad- ‘Anta] | massan héj,den av
yta slag | Alder |Bonitetf Behandling wad | (59) | (% gahl der Probe-
Versuchs- | Baum- | Alther | Bonitit Behandlung Anzah] | Mittlerer | Mittlerer | Stmme zu € 1em
i " Fehler des | Fehler d mittleren Fehler
flache art : Béume |7 Kinhalt mitcl. Hohe von
&p) €y)
Nir o o %[t %2 %
27:1 Tall 50 v Stark laggallring 183 0,52 0,359 198| 50| 12
Kiefer Starke Niederdurchforstung
27:11 Tall 50 v Extra stark 18ggallring 116 0,61 0,70 173 | 43| 11
Kiefer Extra starke Niederdurchforstung
27:IV | Tall 50 v Extra stark krongallring 157 0,58 0,69 211 | 53| I3
Kiefer Extra starke Hochdurchforstung
27:V | Tall 50 | IV Svag krongallring 233 0,57 0,69 |303| 76| 19
Kiefer Schwache Hochdurchforstung
27: VII| Tall 50 v Stark krongallring 150 0,62 o3 [231| 58] 14
Kiefer ’ Starke Hochdurchforstung
Sfr7:1 Tall 81 101 Extra stark l8ggallring 124 0,56 0,65 |156| 39| 10
Kiefer Extra starke Niederdurchforstung
Sf 31 Gran 95 v Stark krongallring 160 0,67 0,81 287 72| 18
Fichte Starke Hochdurchforstung
Sf32 Gran 85 111 Stark krongallring 177 0,73 0,86 |377| 94| 24
) Fichte Starke Hochdurchforstung
Sf50:1I | Tall 100 VI Extra stark liggallring 203 0,58 0,66 |273| 68| 17
Kiefer Extra starke Niederdurchforstung
Sf50:III | Tall 100 VI Orérd 249 0,61 0,71 371 93| 23
Kiefer Ungeriihrt
Sf50:IV | Tall | 100 VI |- Extra stark krongallring 231 0,63 0,73 367 92| 23
Kiefer Extra starke Hochdurchforstung
Sf56:1 Gran |80-135| IV Stamvis blddning - 463 0,42 o,50 |327| 82| 20
Fichte Plenter
Sf56:11 | Gran | 50-85 | IV Stamvis blddning 367 0,54 0,65 | 428|107 | 27
Fichte Plenter
Sf 60 Gran 99 A% Stark krongallring 243 0,63 0,76 |386| 96| 24
Fichte Starke Hochdurchforstung
253 Gran 95 II Stark laggallring 46 0,75 0,04 103 26| 7
Fichte Starke Niederdurchforstung
349:1 Gran 57 |1I(III) Stark l8ggallring 69 ‘0,66 0,83 120| 30| 8
Fichte Starke Niederdurchforstung
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med motsvarande storheter vid den numeriska utjamningen av provtri-
dens haojder (y,), (tab. 6, sid. 20).

Enligt formel 12 har medelfelet i kubikmassan utriknats for de olika
ytorna, och aterfinnes resultatet uttryckt i procent av den med ledning

¥
0901 © Zd’gya//m’ng
+ m’onya//rz'fzg
080
%% o Bladning
o
070
0,60
0,50
040
1 o 1 ! |
0.30 050 060 0,70 080 0,90 89 %

Fig. 11. Sambandet mellan medelfelet pd medelhsjden (ey) och medelfelet i kubikmassan (e77)
Die Beziehung zwischen dem mittleren Fehler der mittleren Hghe (ay) und dem mittleren Fehler

der Masse.
® Laggallring. o+ Krongallrmg. [ ] Bladmng.
Niederdurchforstung, Hochdurchforstung. Plenter.

av hojdkurvan berdknade kubikmassan i tab. 15. Detta medelfel dr, som
var att vinta, genomgiende mindre in medelfelet pi medelhdjden.

Av deduktionen av formel g inses, att denna formel dven kan anvindas
for berdknandet av det antal provtrid, som erfordras for visst procentu-
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ellt medelfel i kubikmassan. Resultatet av en sidan kalkyl foér forsoks-
ytorna och procenterna: 1/,, 1 och 2 framgar av tab. 15.

For 1/, % medelfel i kubikmassan p& grund av héjdkurvans
osikerhet erfordras for detta material 103—428 provtrdd, for
1 % 26—127 st. och for 2 % 7—27 st. Krongallringsytorna erfordra
flera provtrdd 4n liggallringsytorna, vilket nirmare diskuterats i samband
med medelhdjdens medelfel. Det relativt ringa provtridsantalet for gran-
ytorna 253 och 349! beror, som forut nimnts pd uppkomstsittet (kultur).

Det kan a priori forutsittas vara ett fast samband mellan de procentu-
ella ‘medelfelen pd medelhsjden och pa kubikmassan, vilket dven framgar
av fig. 11, dir dessa medelfel for forsoksytorna upplagts grafiskt. Re-
gressionslinjen, som tydligen skall gi genom origo blir:

Nirmeformlerna 10 och 11 6vergd med hdnsyn till procen-
‘tuella medelfelet i kubikmassan sdlunda avrundat till

I,05 a I,10 c

Tall: EIV — 77— ........... (14) .
I,102 1,25 ¢ -
Gran:e'p="—-"2"— . . ... ...... I
g vV (15)

diar de ldagre konstantvirdena avse laggallringstyp och de hi)’gre'kron-'
gallringstyp samt ¢ medelavvikelsen i procent av medelhdjden.

¢
Den av TISCHENDORF anvinda formeln: e, =V 8¢t pa detta

material 5—20 % for ligt medelfel pd kubikmassan, vilket be-
tyder 10—44 % for lgt provtradsantal for viss sikerhet. Nar-
meformlernas approximativa natur har tidigare framhallits.

Med ledning av tab. 14 och formel 13 har fér de &tta trakterna (be-
standen) & Siljansfors forsokspark utrdknats det antal provtrid, som er-
fordras for att uppni ett medelfel i kubikmassan p& grund av hojdkur-
vans osdkerhet av 1, 2 och 3 %.

For 1 % medelfel varierar det erforderliga provtridsantalet
mellan 53—179 f6r 2 % 13—45 och f6r 3 % 6—20. Dessa siffror
iro givetvis mycket ungefirliga men torde dock ge en god
uppfattning om den storleksordning det hidr dr friga.

‘Medelfelet i férhallande till uppskattningsytan.

Vi ha i det foregdende berdknat medelfelet i forhdllande till den varia-
tionstyp som provtriden representera och skola 6vergd till en mera



ANTALET PROVTRAD OCH HOJDKURVANS NOGGRANNHET 141

Tab. 16. Antal provtrdd, som erfordras fér ett medelfel i kubikmassan pa grund av h&jdkurvans
osdkerhet av resp. 1, 2 och 3 %. Trakter (bestdnd) & Siljansfors férsdkspark.

Zahl der Probestimme; die wegen der Unsicherheit der Hohenkurve zu einem mittleren Fehler des Ku-
bikinhalts von resp. 1, 2 und 3 % erforderlich ist. Bestinde in dem Versuchspark Siljansfors.

. Medel-| Antal trid for ett
Hojdmiitt Antal | Medel-| fel medelfel av
| Trakt tradslag | R1der | Bonitet Behandling trid | hojd |Mittlerer|Zahi der Probestimme
Bestand | Iohen- Alter Bonitit Behandlung Anzahl| Mittlere Feh,ler zu ?r;ili:;rn‘::(t)tllleren
gemessene Biume| Hohe e
Baumart 14
Ner | % 1% |2%|3%
147 Tall 95 111 Fri krongallring 96 | 23,4 | 0,88 53 | 13 6
Kiefer Freie Hochdurchforstung
193 Gran 100 v Fri genomhuggning 143 | 14,8 | 1,16 | 120 | 30 13
Fichte Freier Durchhieb ’
199 Gran 85 v Fri gallring 153 | 15,1 | 0,97 | 104 | 26 12
Fichte Freie Durchforstung
153 Gran 100 |[IV—(III)| Fri genomhuggning och | 135 | 18,3 | 1,11 | 120 | 30 13
Fichte féryngringshuggning
. Freier Durchhieb und Ver-
. jlingungshieb
195 Tall 120 v ~ Fri genomhuggning 114 | 17,x | I,xg9 | I17 | 29 13
Kiefer Freier. Durchhieb .
150 Tall |. 130 \s Ljushuggning 156 | 16,4 | 0,8¢ | 79 | 20 9
Kiefer Lichtung .
126 | Tall 90 | V—(IV) | Gallring och foryngrings- 82 | ‘15,8 I,74 | 179 | 45 20
Kiefer huggning

Durchforstung und Verjiingungs-
hieb

129 Gran 100 |IV—(III) Stark laggallring | 84| 16,x | 1,47 | 131 | 33 15
Fichte Starke Niederdurchforstung

principiell behandling av medelfelet i forhallande till den enskilda for-
soksytan, det enskilda bestdndet etc. Provtrdden skola nu representera
ett dndligt antal trdd, och uppstd dirigenom vissa skiljaktigheter i den
matematiska behandlingen. Medelfelsformlernas fordran pa ett odndligt
antal framhalles ocksd i UDO MULLERS bekanta Lehrbuch der Holzmess-
kunde (1913, sid. 270), men drages dirav den oriktiga slutsatsen att pro- -
blemet ej kan matematiskt losas.

Antag att stamantalet pd en forsoksyta dr ¥ g, + X p,, dir T p; dro de
objektiva uttagna och hojdmdtta provtraden. Tridden forutsittas hir lik-
som i det foregdende sammanférda i 1-cm-klasser (resp. j och 7). Genom
numerisk utjimning av provtridens héjder (y;) erhalles enligt det fore-
gdende héjdkurvan: y = a + fx 4 y»?, dir a, § och y dro ndarmevarden
pd de obekanta parametrarna a, 4, c.

Vid beriknandet av forsoksytans kubikmassa antages for enkelhetens
skull, att provtriden kuberas separat med ledning av de uppmitta héj-

10, Meddel. frin Statens Skogsforsiksanstalt. Hift. 25.
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derna och sdlunda ej férorsaka ndgot frdn hojdkurvan hirledande fel i for-
soksytans kubikmassa. De aterstdende (T p,) triden, vars hojder (7)) dro
obekanta, kuberas med hjalp av héjdkurvan, och blir deras kubikmassa
med anvindande av samma beteckningar som i det féregdende:

W= 0,55 (@ + B + 1 57).
2 _

Det giller att uppskatta medelfelet (ej;) i detta ndrmevirde i forhdllande
till de enskilda trdden. :

Antag forst att de exakta virdena pa «, 4, ¢ och ¢ dro kédnda. Et-
sittes da den obekanta hojden .y, med sitt medelvirde a + bx 4 cx?,
erhélles ett ndrmeuttryck, vars medelfel blir:

NZ 25

Vi forfoga emellertid endast Gver narmevardet
W, =Zp5% (a+ 8%+ 7% )
> :

Till kvadraten pa det forut angivna medelfelet maste darfor adderas en
term, som hdnfor sig till osdkerheten i @, 8, y. Denna term &r tydligen
kvadraten pd medelfelet i forhdllande till variationstypen (ey) (formel 12

sid. 43).
Vi fa sdledes foljande slutformel: -

dir 02 = X 2; (f; %)
;
och 77 = 2 (doo to?+ Aiy 8,2 +Azz 2+ 2 on ltr+2 Aoz %l + 2412 4 2‘2)
Overgd vi nu tll proceﬁtuella medelfel blir:

eW_\/ 2-|-sV....b... ....... (17)

2
dir &2 =

Ioo-,a'Q" 100 -
( _W_) = (100 op IZP]ﬁx2(0+ﬂx+rx)]

¢’ det procentuella medelfelet i forhallande till variationstypen enligt det
foregdende.

Av uttrycket for ¢',2 framgar att detta gdr mot noll, d& ;7 gar mot co
(jfr dven tab. 18). Talen f;x? (det enskilda tridets grundyta X. form-
talet) dro smd, varfor ¢',> vid stérre j-virden (stamantal) kan negligeras,
och sdlunda blir d& medelfelet ¢’y approximativt lika med medelfelet i
16rhéllande till variationstypen.
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Vid den teoretiska deduktionen antogs, att provtriden (x;) kuberades
separat med ledning av de ej utjimnade hojdmitningarna, och salunda
ingingo med sina mitta vidrden i kubikmassan. Men i verkligheten ku-
beras ju dessa efter sina utjimnade virden — hd&jdkurvan. Skillnaden
i kubikmassa mellan de bidda forfaringssitten bér emellertid pa grund av
principen for héjdkurvans utjimning: bli obetydlig.

Tab. 17.
Kubikmassa m3 Differens
- Kubikinhalt m3 Differenz
Forsoksyta A‘].tal ) ' .
Versuchsfliiche trid ) Enl. Enl.
Anzahl e e ; .
| Baume hojdmitning héjdkurva m3 %
N:r Nach Nach .
: : Hohenmessung Hoshenkurve
124 40,377 40,349 — 0,028 | — O,07
20 2,025 2,024 — 0,001 — O,05
231 18,88 18,881 + Oy00r' | + 0,005
20 2,099 2,100 + 0,001 + 0,005

Ytorna i tab. 17 ha kuberats 1-cm klassvis och med anvénﬂénde av
samma formtal dels efter héjdmitningarna, och dels efter hdjdkurvan.
Differensen 4r som synes mycket liten och férsummas i det foljande.

Enligt formel 17 har medelfelet (¢'y,) utrdknats for fem forsoksytor dels
med 20 provtrdd for hojdkurvan, dels med 60 (tab. 18). ‘Medelfelet (¢'5)
pa de ej hojdmitta tridens kubikmassa (/) har dessutom uttryckts i
procent av hela ytans kubikmassa( W} ,), vari salunda de hojdmatta prov-
trddens kubikmassor inga. ' L

Av tab. 18 framgdr att medelfelet i procent av totala kubik-
massan hir varierar mellan 1,28—2,00 % vid 20 provtréi:d och
mellan 0,58—1I,50 % vid 60 samt genomgdende ir ldgre 4n
medelfelet i forhallande till variationstypen (&p). Vid - storre
stamantal blir dock skillnaden obetydlig och kan férsummas (]fr sf 560).
Det ovan papekade forhdllandet att &', sjunker med stigande stamantal
verifieras. Foljaktligen sjunker dven differens ¢'y—é';- och bli tydligen
medelfelen i forhallande till variationstypen och den enskilda ytan vid
stérre stamantal approximativt lika, s8vida ej provstamantalet ckats i
samma eller stérre proportion. For uppskattningaripraktiken kan
darfor i regel medelfelet i forhallande till variationstypen (ep)
med god approximation &verféras att gilla uppskattnings-
objektet som ett uttryck fér den sékta sikerheten. Detta ir ur
berikningssynpunkt virdefullt, emedan  medelfelet ¢ kan hirledas mera
generellt for olika variationstyper oberoende av det stamantal som skall
uppskattas (jfr tab:na 15 och 16).



Tab. 18. Medelfelet i kubikmassan pi grund av h

o)

dkurvans osidkerhet i forhillande till den enskilda forsoksytan.
Der mittlere Fehler des Kubikinhalts wegen der Unsicherheit der Hohenkurve im Verhiltnis zu der einzelnen Versuchsfliche.

Antal

Antal provtrid
Zahl der Probestimme

20 60
trad
Forsdksyta | Tridslag Behandling 4 ytan ) I;edelfelet ) 1(\’//[ede1felet
- y 1 av ytans 1 av ytans
Vi hsflach B t Behandl e L
ersuchsfliche aumar ehandlung g?zahl kubikmassa Jubikmassa
i:u;:: 6' E' e' Der rﬁttlere Fehler, S’ E' EI Der mittlere Fehler
; in % von dem in % von dem
Fliiche 7 d W | Kubikinhalt der 7 v W | Kubikinhalt der
Flache Fliche
Nir (e" N ) (s' LA )
) W Wiy W Wit
130 &4 SUU Tall Extra stark ldggallring 124 + 0,61] + 1,39 + 1,52 + 1,28 + 0,78| 4+ 0,81 + 1,12 + 0,58
Kiefer Extra starke Niederdurchforstung
27:1......... Tall Stark lﬁggallring 183 + 0,52 i 1,57] + 1,66 i 1,48 i 0,67 _-|_- 0,91 i 1,13 i 0,69
Kiefer Starke Niederdurchforstung
Sf 5o: IT ... Tall . Extra stark l8ggallring 203 + 0,62| + 1,84 + 1,95 + 1,75 + 0,69| + I,06| + 1,27 + 0,8
Kiefer | Extra starke Niederdurchforstung
Sf 50: IV ... Tall Extra stark krongallring 231 + 0,65| + 2,12| + 2,21 + 2,00 + 0,73 + 1,25 + 1,45 + 1,07
Kiefer | Extra starke Hochdurchforstung
Sf 56:1......... Gran Stamvis blddning 463 + 0,43 + 2,02| + 2,06 4 1,97 + 0,46| + I,17) + 1,26 + 1,10
Fichte Plenter

428

ANATSYN dHIINVIN
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For forsoksytor med ringa stamantal och stort provtriads-
antal kan givetvis ej denna approximation goras (jfr tab. 18 sf 11
med 60 provtrid), utan bor medelfelet i ett aktuellt fall bestdm-
mas i enlighet med hidr anvint tillvigagdngssitt.’

Vi ha i det foregdende vid kubikmassans beriknande anvint 1-cm
klassindelning f6r diametern och rdknat med klassens aritmetiska medel-
diameter och motsvarande hdjd och formtal fran de utjamnade kurvorna.
De  hirledda . medelfelen hinfora sig darfor endast approximativt till de
enskilda triden. Klassens medeldiameter blir tydligen nagot for lig och
foljaktligen dven dess hojd, men formtalet ndgot for. hogt.

Tab. 19.
Kubering enl. héjdkurva Differens
Forsoksyta Ar}.tgl Kubierung nach der Hoéhenkurve Differenz
Versuchsfliche tra -
Anzahl P :
e | Biwme Individuellt | 1 cm klassvis m3 %
: Individuell In 1 cm-klassen
SE Il 124 40,371 40,349 — 0,022 | — O,05
SE50: I .. i, 202 . 20,332 20,314 — 0,018 | — 0,09
Sf 50: IV e 231 28,887 18,881 — 0,006 | — 0,03

Av tab. 19 framgdr att skillnaden mellan den individuella och klass-
visa kuberingen kan negligeras.

Kar. VIL. Provtrédens fordelning.

I denna undersdkning ha provtriden uttagits diameterklassvis efter viss
konstant kvot (vart z:te trdd), som varande en enkel och i regel prak-
tiskt anvindbar, objektiv metod. Hirmed vare ej sagt, att denna metod
ir den effektivaste fordelning av provtriden med hinsyn till kubikmassans
sdkerhet.. Snarare kan forvédntas vissa brister i nimnda avseende. Det
torde emellertid kunna forutsittas, att en teoretiskt riktig fordelning
i praktiken endast kan f4 karaktiren av ett steg i ritt riktning pad grund
av Dbristande kinnedom i f6rvig om uppskattningsobjektet och sdlunda
i hog grad beroende pa taxators skicklighet (jfr det foljande). Under
sddana forhdllanden har det ansetts limpligt att grunda medelfelsberdk-
ningarna pd ovannidmnda metod, varigenom ej riskeras en underskattning
av medelfelet.

Provtridens fordelning &dr ur teoretisk synpunkt ett intressant mate-
matiskt problem. Vid den praktiska tillimpningen dro emellertid mojlig-
heterna starkt begriansade, wvarfor provtradsfordelningen hir behandlas
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mera schematiskt och diskussionsvis i anslutning till vid undersékningen
framkomna resultat.

Av. undersokningen har framgatt att under i Ovrigt jamforbara forhal-
landen medelfelet i kubikmassan genomgdende ar storre for krongallrings-
ytor dn for laggallringsytor vid hir anvint sitt for provtridens uttagande
(jfr formlerna 14 och 15 sid. 48). Pa grund av den stora stamfrekvensen
i de lagre diameterklasserna vid krongallringstyp blir hojdkurvan sikrare
bestimd for dessa dn vid liggallring, under det att for de grovre klas-
serna forhillandet 4r omvént. Stamantalet dr uppenbarligen ej den effek-
tivaste fordelningsgrunden. '

Vi utgd ifran foljande schematiska exempel. Kubikmassan i ett be-
bestind ar:

szl ETS 2 +_f;.1722j/2 . flszy]
dir 1, 2...; dro godtyckliga diameterklasser. For Jite klassen ir:

produkten av stamantal, formtal och Z: J

medeldiametern.................cccool . =X

:;
medelhojden ....................... e =y,
antalet hojdprovstrad.............. e, =

For varje klass for sig och oberoende av de Ovriga utjimnas prov-
tradens hojder medelst en rdt linje samt avldses medeldiameterns héjd

(7,). Dess medelfel blir da &, = % och medelfelet i kubikmassan:
vy

2 __ 22,£ 22,6__2? X .22£

sV‘_(fx""l) ”1+(.f2x2) ”z(f}jf/) ”j
Provtrdden (n;7, . . . . n) skola tydligen si fordelas att e2 blir ett
minimum.

€, = min = S
Satt: . ned+n, +ng .. =N
rng + krn, + Kng .o kn;— k2 N = O

e =(f x,Z)Z-% + Fny + (fo 2,2)? %+k2n2 (2P Ji+k2n/~——k2N= S
I 2

7
sS

Ony

;% . .
_(fxxx) 'n_!z""é
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0S 0,2
= x.2)2. 2 kz
on, (/2 %:7) 7,2 +
0S a2
—_— = ‘x‘ZZ.L kz
anf (f/ .7) nzj +
k:fl xy? oy =fz X% 0, ]547/20'/
7, 7, 7y
Zp 2 %% 0 ;X2
n1=fl 1 0'1; , :f; 2 2; nj__f]- 7 0/]
k /e V4
J1 %2 oy +f; X% 0, o f}"sz o; — N
% f o ke
0; =0,2=o0, . ... o; approx. (enl. det foreg.)
oX [; %%
7 — Jrx® .n;fzxzz . n‘:f/sz .
I Z‘fj’.xj‘z )’ 72 Zf]‘;ez yron Y Z/]'.xzj ’
7 : 7 7
My i, i .. :ﬁglzzj;xzzzjgxsz Ce

(Jfr TISCHENDORF 1924.)

D. v. s. provstammarnas antal i klasserna férhélla sig som pro-
dukten av formtal och grundyta. Detta giller emellertid endast
under den schematiska forutsittningen att provstammarna utjimnas klass-
vis for sig. Utjamnas de som vanligt med en gemensam kurva och enligt
har anvind numerisk metod, bli emellertid de mellersta klasserna relativt
sikrare bestimda dn flyglarna (jfr fig. 7 och 10 samt sid. 35). Vid den
grafiska utjamningen hava vi for de lagre diameterklasserna stor ledning
av skdrningspunkten pa y-axeln (brosthdjden 1,3 m), varfér det ndrmast
giller att fordela provtriden si att de grovre klasserna bli nigot mer
representerade an i forhédllande till fx2. Av praktiska skdl maéste indel-
ningsgrunden vara enhetlig och ansluta sig till faktorer om vars fordel-
ning vi kunna bilda oss en uppfattning, sdsom stamantal, grundyta och
kubikmassa. Vi utgd darfor ifrdn att vid effektiv fordelning av
provtriden deras antal skola forhdlla sig som kubikmassorna,
d. v. s

ity Wy . =[PV Y 3 Y
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For att kunna fordela provtriden efter denna grund méste provtrids-
kvoten goras variabel och blir graden hidrav beroende pa uppskattningens
dndamal och metodik. "Det dr givet att ju mera arbete, som nedligges
pd den individuella mitningen av provtriden, ju mera arbete bor ocksa
nedliggas pa deras effektiva uttagande. Vid precisionsmitning {6r veten-
skapliga dndamadl, ev. forenad med noggrannare formbestimning, kan
salunda mera forarbete goras for provtradens uttagande dn vid uppskatt-
ning for praktiska indamal. Innan vi 6verg4 till att diskutera den variabla
provtridskvotens bestdmmande, skola vi i ett par konkreta fall studera
dess effekt.

For forsoksytorna 271 och sf 501V ha 60 provtrid uttagits pi tre olika
sitt: 1) 60 st. efter viss konstant kvot, 2) 50 st. efter viss konstant kvot
och dartill de 10 grovsta, 3) 60 st. efter tre olika kvoter, si att 15 trad
representera 25 % av kubikmassan frin ligsta dimension, 30 st. for inter-
vallet 25—-75 % samt 15 st. for intervallet 75—100 % . Resultatet har
sammanstéllts i tab. 20, varjimte for yta sf 50!V hojdkurvans sikerhet
vid de olika metoderna demonstreras av fig. 7.

Zab. 20. ._]'a‘.mfc‘irélse mellan olika metoder fér provtrddens uttagande.
Vergleichung zwischen verschiedenen Methoden fiir die Ausnehmung der Probestimme.

Medelfelet i % av kubikmassa (s,)
Der mittlere Fehler in % vom Kubikinhalt (s7)

50 provtrdd 60 provtrid

Férsoksyta Behandling 60 provirdd | efier konstant |fordelade enligt
Versuchsfliche Behandlung efter konstant kvot + de 10 | kubikmassan
~ kvot grovsta efter 3 kvoter

6o Probestimme

so Probestimme | 6o Probestimme
nach konstanter

nach konstanter gemiss dem

Ner . Quote Quote + die 1o | Kubikinhalt nach
stdrksten 3 Quoten verteilt
27:1 ... Stark 18ggallring + 0,01 + 0,8 + 0,79
Starke Niederdurchforstung )
Sf 50:IV ...| Extra stark krongallring + 1,25 + 1,16 + 1,08

Extra starke Hochdurchforstung

Som var att vinta, dr skillnaden mellan de olika metoderna mest fram-
tridande vid krongallringstypens stamférdelning. De framkomna diffe-
renserna kunna forefalla obetydliga men bora ses mot de provstams-
antal, som erfordras for deras erhillande. S&lunda miste antalet prov-
trdd okas fran 60 till 8o f6r att sinka medelfelet (¢'p) frdn 1,25—1,08 %,
~om samma metod (vart z:te) bibehalles. En ritt férdelning av prov-
traden dr sadledes ett ej betydelselost moment, dd det giller
att med minsta mojliga medel uppnd erforderlig sikerhet.

Den i ovannimnda exempel anférda metoden med en konstant kvot
och dirtill ett visst antal av de gfbvsta traden, riaknade bakifrdn i stam-
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rakningslistan, anvdndes f. n. vid forsoksanstalten och kan for jimna
forsoksytor anses vara ett steg i ritt riktning., Metoden dr endast an-
viandbar, da provtriden tagas efter stamrikningen.

- Vid precisionsuppskattningar for vetenskapliga behov med samtidig form-
bestimning och h&jdmaitning torde provtriden ldmpligen uttagas efter tre
kvoter representerande */,—?*/,—?*/, av kubikmassan i enlighet med det de-
monstrerade exemplet. Kvoterna kunna erhallas fran erfarenhetstal pa stam-
antalets och kubikmassans férdelning (jfr tab:na g och 10). De tre provtrads-
kvoterna komma tydligen ocks3 att representera naturliga stamklasser. Aven
for forsoksytor bor emellertid nedan ndmnda enklare metod ofta vara
tillfyllest. ' .

Vid varje pravtradstagning efter viss kvot i samband med stamrak-
ningen maste man bilda sig en uppfattning om antalet trid, som skall
uppskattas, for att genom kvoten erhélla for onskad sidkerhet erforderligt
provtridsantal. Kinner man dessutom stamantalets och kubikmassans
procentuella fordelning pd bdda sidor om en viss diameter, kunna tv3
kvoter faststillas. For detta dndamdl 4r medeldiametern limplig p&
grund av sitt fixerade lige i stamfrekvensserien. Enl. tab. 10 ligger
under medeldiametern 55—61 %, eller avrundat, 60 % av stam-
antalet riknat frdn minsta dimension. Foér kubikmassan dro
motsvarande siffror enl. tab. 9 och avrundade f6r tall 30—40 %,
och f6r gran 15—40 %, varvid den ldgre siffran avser kron-
gallring. Dessa siffror dro givetvis e allmingiltiga, vilket tidigare
framhallits (sid. 32), men kunna dock vara till ledning. Som kvoterna
alltid méiste vara avrundade tal, erfordras hir ej heller nigra exakta
siffror. Gé&ngen skulle alltsd bli, att provtriden férdelas pi
bida sidor om den bedomda medeldiametern i samma férhal-
lande som kubikmassan, och med kinnedom om stamantalets
férdelning erhallas da tvad provtriddskvoter.

Det &dr givet, att vid tillimpning utanfér mer eller mindre schemati-
serade forsoksytor svirigheter uppstd vid bedémande av medeldiametern
samt kubikmassans férdelning kring densamma. Schemata och typer maste
dé ersdttas av taxators omdome. Men som underlag for detta omdéme
bor en teoretiskt riktig tankeging ej underskattas.

Provtridens uttagande efter kvot maste ur ren uppskattningssynpunkt
anses tillférlitligare an genom provtridsytor, medan dimensionerna i forra
fallet bli battre representerade. Av organisatoriska skdl kan emellertid
den senare metoden ej sdllan vara motiverad. Samma tankeging med
avseende pd provtridens fordelning kan da fullfsljas, genom att de grovre
traden tagas 4 hela ytan, men de klenare endast 4 viss del av den-
samma, vilket bl. a. tillimpats vid riksskogstaxeringen.
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Kar. VIII. Om representativa provtrid.

De tillfilliga uppskattningsfelen kunna indelas i tre grupper: represen-
tationsfel hos provytan (e,), hos provtriden (s,,) samt mitningsfel (s,,).
Det totala medelfelet i kubikmassan blir da:

Ve, + e, + e

Hartill komma systematiska fel och bearbetningsfel.

For att bestimma ett fel 4r det nddvindigt att veta vad som ir ritt,
och i detta fall sdledes skall representeras. Vid uppskattning for prak-
tiska dndamal ir det givet, att denna skall avse det aktuella bestindet,
skogen etc., men for forsoksvisendet ligger saken ej si enkelt till.

Osokt instdller sig hdr frdgan, huruvida uppskattningsresultatet skall
hianféra sig till den enskilda forséksytan eller den variationstyp, denna
representerar. Tanka vi oss en egenskap, vilken som helst, hos trid-
individen i ett bestand, karakteriseras den av ett medelvirde samt en
variation kring detta medelvirde (medelavvikelse, ¢), vilka bestimmas
av tradens biologiska egenskaper, stindortsforhillanden, samt behand-
lingsform. Skall nu inverkan av exv. en viss behandlingsform under i
ovrigt identiska férhéllanden studeras och kvantitativt fixeras genom jam-
férande {6rsok, dr det uppenbart, att vi médste hinféra uppskatt-
ningsresultatet till variationstypen f6r att med sikerhet veta,
om effekten kan tillskrivas en bestimd orsak (behandlings-
sittet) och ej endast 4r en yttring av variationen. Detsamma
giller tydligen dven forsoksytor vid produktionsundersékningar for erfa-
renhetstabeller.

Detta innebdr givetvis ej ndgon férdndring av sjdlva upp-
skattningen, utan endast att denna anges med en sdkerhets-
bestimning, som hidnf6r sig till variationstypen och ej till den
enskilda foérsdksytan. '

Om séledes forsoksytan vid exv. jimforande gallringsforsck och pro-
duktionsundersokningar skall representera variationstypen, dr detsamma
foljaktligen #ven fallet med provtriden fér hojd och form. Prelimindra
undersokningar Over formtalets variation ha' gett vid handen, att denna
ir av samma storleksordning som for héjden, och da formtalskurvans
medelfelsbestimning kan goras analogt med héjdkurvans, torde dirfor de
for hojdkurvan meddelade siffrorna dven ge en forestdllning om det
ungefirliga provtridsantal, som erfordras f6r formens bestimmande.

Av undersékningen har framgatt att {6r vetenskaplig forskning nod-
viandig sikerhet stora provtridsantal erfordras. (Jfr tab. 15.) Hirav
foljer ocksd att en uppskattningsmetod, som vid den praktiska
tillimpningen endast kan grundas pd ett mycket begridnsat
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provtriadsantal, ur ren bestdndsuppskattningssynpunkt dr tim-
ligen vidrdelds, d4ven om den uppskattar de enskilda trdden
exakt. Vid bedémande av en uppskattningsmetods virde
méiste en viktig synpunkt vara, huruvida den tilldter att erfor-
derligt antal provtrdd tagas.

Kinnedomen om skogens stora variationsf6rmaga torde vara den all-
mainnaste och sikraste kunskap vi 4ga om densamma, ehuru denna kun-
skap som variation betraktad 4r mycket ofullstindig. Det &ar darfor
dgnat att forvina, att dven under de allra senaste dren uppskattnings-
metoder (speciellt tyska) framkommit, som vila pd ett mycket begrinsat
antal fillda medeltrdd (10—12) fordelade pd ndgra fd klasser (vanl. 3).
Dessa medeltrdds brosthojdsdiametrar berdknas visserligen med stor nog-
grannhet for att sedan uppsodkas och fillas, varvid dven ledning tages av
upplagd héjdkurva, men maéste dock pd grund av den stora variationen
formtalsbestimningen bli mycket osiker.

SAMMANFATTNING. :

Foreliggande undersokning utgor ett led i de studier 6ver vara upp-
skattningsmetoders noggrannhet, som bedrivas vid férsoksanstalten. Den
avser, dels att klarligga de berikningsmetoder, efter vilka i ett aktuellt
fall med ledning av observationsmaterialet hojdkurvans osakerhet och
dirifrdn hirledande fel i kubikmassan kan bestimmas, dels att genom
konkreta exempel ge en uppfattning om det provtriddsantal, som erfordras
vid uppskattning av forsoksytor och bestind for att uppna viss sdkerhet,
angiven som medelfel, i nimnda avseende. .

P& grund av det skogsbiologiska variationsgebitets karaktdr av tdm-
ligen opl6éjd mark har i undersGkningen ingétt en mera detaljerad sta-
tistisk analys av materialet, varav framgétt att sannolikhetskalkylens teo-
retiska forutsittningar med god approximation dro uppfyllda. De hirvid
framkomna. resultaten dro emellertid av mera teoretiskt intresse. Over
undersokningens viktigaste praktiska resultat hidnforda till i materialet
férekommande bestandstyper (tab. 1) kan féljande sammanfattning ldmnas:

Forsoksytor® For att uppnd 1 % medelfel pd medelhdjden,
bestimd som medeldiameterns hdéjd & héjdkurvan, erfordras
40—155 samt for 2 9% 10—40 provtrdd (tab. 12). — For att er-
hilla 1 % medelfel pd kubikmassan, dd endast hidnsyn tages
till héjdkurvans osidkerhet och kuberingen sker 1-cm klassvis
erfordras 25—110 samt fér 2 % 7—30 provtriad (tab. 15).

Bestdnd.? Motsvarande siffror dro for 1 % medelfel pd me-

I Hojdmitningsinstrument: teodolit,
2 Hjdmitningsinstrument: Christens héjdmitare,
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delh6jden 75—250 och f6r 2 % 20—60 provtrdd-(tab. 14) samt
féor 1 % pa kubikmassan' under ovanstdende forutsidttningar
55—180 och f6r 2 % 15—45 provtrid (tab. 16).

Provtraden forutsittas uttagna efter viss konstant kvot (vart z:te trdd).

Det angivna medelfelet hdinfér sig till den variationstyp,
forsoksytan eller bestdndet representérar. Fo6r de stora stam-
antal, varom det 4r frdga vid bestdndsuppskattning i prak-
tiken, sammanfaller detta medelfel approximativt med medel-
felet -hanfort till det uppskattade bestdndet.

For forsoksytor med ringa stamantal ar medelfelet i forhallande till
variationstypen storre dn felet i forhallande till den uppskattade ytan
(tab. 18), och kan det senare felet beriknas for varje sirskild kombina-
tion av totalt stamantal och provtridsantal enl. formel 16.

Empiriska nidrmeformler for medelfelet pd medelhéjden och
kubikmassan ha hirletts for 6verslagsvisa kalkyler med led-
‘ning av medelavvikelsen frdn den grafiskt utjimnade héjdkur-
van. Provtrdden férutsdttas uttagna som vart z:te trdad. (Form-
lerna: 10, 1I, 14, 15.)

Provtriden skola, for att vid givet antal approximativt ge
minsta méjliga. medelfel, fordelas pd diameterklasserna i for-
hillande till dessas kubikmassor, och blir d4 provtridskvoten
variabel: ) , A

Stamantalets och kubikmassans fordelning har nirmare undersokts pa
36 likdldriga forsoksytor (tab:na g och 10, fig. &, 9).

Medeldiametern visar ett vil fixerat lige i stamfrekvens-
serien. Salunda ligger f6r tall och gran samt oberoende av
behandlingsform c:a 60 procent av stamantalet, riknat frdn
minsta dimension, under medeldiametern. Inom kubikmassan
ir liget mera variabelt. For tall 4r motsvarande procent 30—
40 och for gran 15—40, varvid de ldgre siffrorna avse ldggall-
rings- och de hogre krongallringsytor.

For uppskattningar i praktiken torde ej mer &n tva provtradskvoter
med fordel kunna anvindas och di limpligen en for diameterklasserna
under och en for klasserna dver medeldiametern. Provtriden fordelas
pa bida sidor om medeldiametern i samma forhillande som kubikmas-
-'san, och med ledning av stamantalets fordelning kring medeldiametern
bestimmas provtridskvoterna. Medeldiametern samt stamantalets och
kubikmassans fordelning kring densamma kunna med f6r detta dndamal
erforderlig noggrannhet okuldrt bedomas. -
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RESUMEE.

Die Anzahl der Probestimme und die Genauigkeit
der Hohenkurve.

Einleitung.

Die vorliegende Untersuchung bezweckt, eine Vorstellung von der Anzahl
der Probestimme zu geben, die bei-Abschitzung von Versuchsflichen und
Bestinden erforderlich ist, damit der Fehler in der Kubikmasse wahrschein-
lich nicht eine bestimmte Grésse iiberschreiten soll, wenn nur die Unsicher-
heit der Hoéhenkurve beriicksichtigt wird. Systematische Fehler der Hohen-
messungen und sonstige Fehlerquellen werden hierbei als eliminiert vorausge-
setzt.

Es ist notwendig, zu wissen, was als der wahre Wert betrachtet werden
soll, um die Grosse eines Fehlers bestimmen zu konnen. Wir begniigen uns
hier damit, zu konstatieren, dass der wahre Wert teils die einzelne Fliche
und teils der Variationstypus, den die.Fliche reprisentiert, sein kann. Fiir
das Versuchswesen muss das Resultat der Abschitzung gewdhnlich sich auf den
Variationstypus beziehen. Dies wird in Kapitel VI niher diskutiert.

Die Behandlung der vorliegenden Aufgabe hingt davon ab, wie die Probe-
stimme entnommen werden. Die Auswahl der Probestimme kann sowohl
subjektiv als objektiv unter den Stimmen in der Versuchsfliche oder dem Be-
stand geschehen. Die Vorziige der objektiv ausgewihlten Probestimme sind
von H. PETTERSON (1926) mit Schirfe betont worden. Von diesen wird hier
nur angefiihrt, dass die objektive Methode statistisch repriisentative Probe-
stimme gibt, wodurch es moéglich ist, auf Grund des Beobachtungsmate-
rials die Sicherheit der Hohenkurve zu berechnen und die Anzahl der Pro-
bestimme dem Bediirfnis anzupassen. Die subjektive Methode bietet keinen
so generellen Berechnungsgrund dar. Im folgenden wird vorausgesetzt, dass
die Probestimme nach einer objektiven Methode entnommen werden, was fiir
wissenschaftliche Zwecke notwendig und fiir praktische Bediirfnisse, wenn die
Anzahl nicht zu gering ist, in Regel das zuverldssigste ist.

Kar. I. Allgemeine Richtungslinien fiir die Untersuchung.

Es liegt nahe zu versuchen den matematischen Apparat der Wahrscheinlich-
keitsrechnung auf Aufgaben von vorliegender Art anzuwenden. Hierbei muss
man sich jedoch dariiber klar sein, dass die Wahrscheinlichkeitsformeln auf rein
mathematischem Grunde ruhen und also gewisse bestimmte Voraussetzungen
fordern. Die mathematischen Gesetze gelten bei Anwendung auf
die Wirklichkeit nur innerhalb gewisser empirisch gefundener
Grenzen. Ihre Anwendbarkeit kann nicht bewiesen, sondern nur
verifiziert werden.

Bei der mathematischen Behandlung von praktischen Aufgaben miissen wir
das Untersuchungsobjekt schematisieren, um die Voraussetzungen der Sitze,
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auf welche die theoretische Berechung sich griinden muss, zu erfiillen. - Wir
erhalten dann .ein mehr oder weniger. abstraktes Bild von der Wirklichkeit.
Der Grad der Schematisierung wird ausschlaggebend fiir den praktischen Wert
des Kalkuls. Darum ist es notwendig, das Material im Bezug auf diese Vor-
aussetzungen niher zu studieren. Bei einer solchen Analyse muss das Ma-
terial reingeziichtet werden, so dass die erforderlichen Voraussetzungen mit
geringstem Grad von Approximation vorhanden sind. Dann wird es zu einer
Urteilsfrage, inwieweit das Resultat des Kalkuls generalisiert und auf die ur-
spriingliche Erscheinung iibertragen werden darf. Setzt man das Ursprungs-
material direkt in den mathematischen Apparat ein, so werden Fehlerquellen
eingefiihrt, die schwer zu iiberschauen sind, weil die Mathematik blind nach
gegebenen Voraussetzungen arbeitet.

Im nichsten Kapitel werden - die- Resultate der. statischen Analyse des
Untersuchungsmaterlals vorgelegt.

Kap. II. Statitische Analyse des Materials.

Das Material besteht aus 16 Versuchsflichen, von denen in 14 sidmtliche
Biume einer Baumart (116—593 St.) genau mit Theodolit hthengemessen
und in jeder von den zwei iibrigen reprisentative Probestimme nach einer
gewissen Quote (jeder n:te Baum) ausgewihlt worden sind. Ausserdem sind
genau mit dem Hohenmesser von Christen gemessene, reprisentative Probe-
stimme aus gleichaltrigen Bestiinden in dem Versuchspark Siljansfors bearbeitet
worden. Uber das Material findet sich eine Beschreibung in Tab. 1, S. 4.
Die Baumartmischung ist in Zehnteln der Kubikmasse angegeben worden. Fiir
sdmtliche Versuchsflichen und Bestinde mit Ausnahme der Fliche Sf 32 ist
die Hauptbaumart héhengemessen worden. Die in der Fliche Sf 32 héhen-
gemessene Fichte geht mit etwa 8o % der Stammzahl in dem Niederbestand
— 3:e und 4:e Kronenschicht (SCHOTTE 1912) — ein.

Die erste Voraussetzung einer mathematischen Behandlung der Hohenkurve
ist eine Gleichung derselben.. Es besteht eine charakteristische Verschieden-
heit -zwischen den Hohenkurvén der Kiefer und der Fichte in gleichaltrigen,
sowohl reinen als gemischten Bestinden und Versuchsflichen, was durch Fig.
1, S. 7 demonstriert wird. Die Hohénkurve der Fichte hat gewdhnlich an
dem Ubergang zu den stark unterdriickten Durchmesserstufen einen Wende-
punkt. . Fir die Flichen des Materials liegt dieser .Punkt unter .6 cm. Es
fehlt der Hohenkurve der Kiefer ein eigentlicher Wendepunkt.

Die niederen, stark unterdriickten Durchmesserstufen der Fichte (<6 cm)
zeigen, was aus dem Folgenden hervorgehen wird, andere Kennzeichen und
miissen deshalb bei einer Reinziichtung des Materials weggelassen werden.

Es hat sich aus der Analyse ergeben, dass als €in geniigender, ma-
thematischer Ausdruck fiir die Héhenkurve der Kiefer und, oberhalb
des Wendepunkts, auch der Fichte in gleichaltrigen Versuchsflichen eine
numerische Ausgleichung der Gleichung: y = @ + bx + cx? nach der
Methode der kleinsten Quadrate in Anwendung kommen ‘kann.
(v = Hohe, x = Durchmesser bei Brusthéhe und &, 4, ¢ Parameter).

Fiir die Flichen Sf 5oV und Sf 6o sind die Korrektionsindizes: 0,91 F
+ 0,011 bzw. 0,97 + O,004. Vergleiche auch Fig. 1 und 2, S. 7 und 8. In
-Tab. 2, S. 10, wird ein' Vergleich zwischen der numerischen und der graphi-
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schen - Ausgleichung geliefert worden. Die graphische Ausgleichung ist in
iiblicher Weise ausgefiihrt worden.

Der Wahrscheinlichkeitskalkul griindet sich auf eine gesetzmass1ge Streuung
— Variation — des Untersuchungsmaterials um den Mittelwert oder die Mittel-
kurve herum. Darum ist es nétig, diese Variation niher zu studieren.

In vorliegender Arbeit wird zwischen Streuung und Dispersion unterschieden.
Unter Streunung (g;) wird die mittlere Abweichung, —. als die mittelquad-
ratische Abweichung gemessen — eines gewissen Materials von seinem Mittel-
wert verstanden, und unter Dispersion (g) die durch das Material bestimmte
Streuung des Variationstypus. Fiir Abweichung von der Hohenkurve werden

die Formeln:
\/ 22 Y vz
y 0 = N——

wo v die Abweichung der einzelnen Varlante bezeichnet und &V die Anzahl
der Varianten.

Fiir die Versuchsflichen in Fig. 3 und 4, S. 11 und 12 ist die Streuung
um die numerisch ausgeglichene Hohenkurve in Durchmesserstufen mit -1 cm
Weite ausgerechnet und teils in Meter (Streuung), teils in Prozent der mitt-
leren Hohe der Durchmesserstufe (Variationskoeffizient) angegeben worden.

Die Streuung um die Hohenkurve ist fiir Kiefer von dem Durch-
messer unabhdngig (Fig. 3). Moglicherweise zeigt die Streuung in den
- schwichsten Durchmesserstufen der undurchforsteten Flidche Sf 5olll eine Ten-
denz, mit sinkendem Durchmesser zu sinken. Betreffs der Fichte (Fig. 4) ist
diese Tendenz fiir die schwichsten Durchmesserstufen ausgeprigt, aber von
etwa 6 -cm an und dariiber ist die Streuung auch fiir die Fichte
von dem Durchmesser unabhingig.

Aus Tab. 3, S. 13 geht hervor, dass die Streuung fiir simtliche Durch-
messerstufen 1o—15 % kleiner als fiir die Stufen >6 cm ist. Die Wahr-
scheinlichkeitsteorie setzt voraus, dass keine Tendenz -vorliegt. In den fol-
genden Rechnungen werden darum die Stufen <6 cm ausgeschlossen.

Es gilt nun zu untersuchen, ob die Dispersion von der Héhenkurve einer
gewissen Verteilungsfunktion folgt. Dies ist durch Vergleich mit der Gausschen
Wahrscheinlichkeitsfunktion geschehen. Die dabei benutzten Formeln finden
sich in dem schwedischen Text, S. 15.

Aus Fig. 5 und Tab. 4, S. 14—15, sieht man, dass die Verteilung um
die Héhenkurve anniherend der Gausschen oder normalen Wahr-
scheinlichkeitsfunktion folgt. Der Exzesskoeffizient ist fiir alle Flichen
kleiner als sein Maximalfehler und hat wechselndes Zeichen. Es scheint daher
kein Exzess vorzuliegen. Der Asymmetriekoefficient ist nur in einer Fliche
(Sf 5610) grosser als sein Maximalfehler, hat aber positives Zeichen fiir simt-
liche Flichen, weshalb eine Tendenz zu positiver Asymmetrie verspiirt werden
kann (vergl. LONNROTH 1926). Die Anzahl gemessener Bidume ist jedoch zu
klein, als dass ein geringerer Grad von Exzess oder Asymmetrle festgestellt
werden konnte. :

Wenn die Dispersion von der Hohenkurve genau einer gew1ssen Verteilungs-
funktion folgt, koénnen wir auch die Wahrscheinlichkeit einer Abweichung
zwischen gewissen bestimmten Grenzen angeben. Fiir die normale Wahrschein-
lichkeitsfunktion gilt bekanntlich z. B., dass 99,73 % der Abweichungen in-
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nerhalb der Grenzen + 3¢ liegen. Wenn aber die Verteilung nur annihernd
eine normale ist, wird natiirlich eine Wahrscheinlichkeitsbestimmung, die die
normale Funktion voraussetzt, mehr oder weniger unsicher.

Wir haben jedoch immer den Satz von TCHEBYCHEFF, welcher besagt; wenn
der wahrscheinliche Wert (Mittelwert) und die Dispersion (¢) einer
statistischen Variable bekannt sind, ist die Wahrscheinlichkeit
einer Abweichung kleiner als #4-mal die Dispersion grdsser als
L ’ ,

I—F, d. h. s

koo >1— =
Nach diesem generellen Satz liegen mehr als 88,9 % der Abwei-
chungen innerhalb der Grenzen + 3 ¢. Hieraus gehr hervor, dass die
Dispersion (der mittlere Fehler) ein gutes Mass fiir die Variation oder die
Unsicherheit von Niherungswerten ist.

Kap. TII. Die Genauigkeit der Hohenkurve.
Mathematische Herlettung.

Im vorigen Kapitel haben wir gesehen, dass die Kieferflichen und, abge-
sehen von den Stimmen schwicher als etwa 6 cm, Fichtenflichen des Mate-
rials annidhernd folgende Voraussetzungen erfiillen, die Ausgangspunkt fiir die
mathematische Bearbeitung werden.

Unter den Zuwachsbedingungen, die in einem gewissen Bestand (Versuchs-
fliche) vorhanden sind, wird von den Hohen (y) der Bidume, deren Durch-
messer bei Brusthéhe einen gegebenen Wert (x) hat, angenommen, dass sie
sich nach einer gewissen Verteilungsfunktion um einen Mittelwert, der durch
die Gleichung:

y=a + bx + cx?

ausgedriickt werden kann, verteilen. Die Dispersion (o) dieses Mittelwerts wirt
als von x unabhingig angenommen. Hierbei werden also «, 4, ¢ und ¢ in
einem gewissen Bestand als konstant, aber nicht als numerisch bekannt vor-
ausgesetzt. ]

Man hat die Durchmesser und Hohen an zusammen /V Probestimmen, in
n Stufen nach dem Durchmesser (x) verteilt, gemessén. Fiir die zte Stufe ist

Anzahl der Probestimme = p;
der mittlere Durchmesser = x;
die mittlere Hohe =y;

Wenn von dem unbedeutenden Abrundungsfehler, der bei im folgenden
angewendter Stufenweite (1 cm) in der Vereinigung aller Biume der Stufe zu
dem mittleren Durchmesser x; liegt, abgesehen wird, so ist y; als eine sta-
tistische Variable mit dem Mittelwert '

%1_ =a + bxi —+ cxiz
und der Dispersion

aufzufassen.

I1X. Meddel. fran Statens Skogsforsiksanstalt. Hift. 25.
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Die Gleichung y = a + 6x + cx? ist die Hoéhenkurve des Variationstypus,
den die Versuchsfliche reprisentiert, und um die Konstanten a, 4, ¢ exakt
bestimmen zu konnen, sind eine unendliche Anzahl Probestimme erforderlich.

Die Aufgabe ist die, fiir einen beliebigen, gegebenen Wert von & auf Grund
des Beobachtungsmaterials einen Niherungswert der mittleréen Hohe @ + dx + cx2
zu bilden und den Fehler dieses Niherungswertes zu schitzen.

Wir setzen y = a 4+ fBx + yx? und bezeichnen damit die Gleichung der
Hohenkurve, die-auf Grund des Materials bestimmt werden kann. a, § und y
sind dann Ngherungswerte der unbekannten Parameter a, 4, ¢ und konnen
durch Ausgleichungsrechnung fiir vermittelnde Beobachtungen nach der Methode
‘der kleinsten Quadrate berechnet werden. Bei der Auflésung der 3. Normal-
gleichungen ist die Determinantmethode nach in Tab. 5 und 6, S. 19 und
20 angegebenen Rechenschemata angewendet worden (WHITTAKER und ROBIN-
sON 1924). Die Bezeichnungen in Tab. 5 und 6 sind dieselben wie unten.

Die Niherungswerte «, /4, y der Parameter «, 6, ¢ sind auf Grund der end-
lichen Anzahl der Probestimme mit gewissen mittleren Fehlern behaftet. Diese
mittleren Fehler interessieren uns nicht direkt, sondern nur der dadurch ver-
ursachte' Fehler in der y-Bestimmung eines gewissen Durchmessers. Der mitt-
lere Fehler in y (g,) kann nicht direkt aus den mittleren Fehlern in ¢, £ und y
nach der gewoéhnlichen Formel einer Summe berechnet werden, weil diese
vorauszetzt, dass @, f8, y unabhingig voneinander sind. Eine andere Berech-
nungsmethode muss darum gewdhlt werden.

Wir fithren die Bezeichnungen ein:

”n
on v
S = Z b:%: Yi,
=1
wobei also z. B.
) 7 ”n
2
So0 = sz = N) S21 = sz X; Y; U. S W.
i=1 i=1
Wir setzen weiter

Soo S10 S20

A =

St0 S20 S30

Iszo S30 40

und bezeichnen mit A;, die Unterdeterminante des Elementes in der z-ten
Zeile und der 4-ten Kolonne von  mit seinem Vorzeichen versehen. Zeilen
und Kolonnen sind hier mit o, 1, 2 u. s. w. numeriert.

Dann erhalten wir z. B.

A — S20 ‘5'30| L 2
oo = = S20 S40 — 30’

S30 S10

| $10 Sz |
10 20 .
Ao =— 55| — 510 S40 + S20 S305
30 10|
o I x x2
— Y %1 Soo Sro S20 (
Y= — | 0L T IO 2o 1)

A Str St0 S20 S30

S21 S20 S30 S40]
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Die Formel (1) fiir y kann geschrieben werden:

[o] 1 x x2 o I x x?
I | 2P2:Yi oo Sto S20 I ip I Soo S10 S20
= = iJi
A\ Zpix: ¥i S10 S20 S30 i=1 ¥; S0 S20 S30
2 ‘ 2
22:%: Yi S20 S30 S4o _ ¥i S20 $30 S40
I
= — Z sz éz'yz';

o I x a2
. I Soo S10 20 22 v
dar £; = =— X T atald,
X; S10 S20 530 pr=o0 v=o0
2
¥: S20 S30 S40
Fiir den mittleren Fehler in y haben wir nun, weil die Koeffizienten £; von
; unabhingig sind:

2 1 2 72
eJ’ = Ezpikz 'syi;

2. O° 2
&= 5 Zpiki.
Nun ist

2 2 2 n v 2 2 ‘LL+I,L 2 2 V+V
/ei =<Z X xidw> =X Xa'TTYT Xt ZZ’/,L]VIA#ZVZ
©® =0

=0 V=0 =0 Upg= Y)==0 Vp=0
1 2 1} 2

Hieraus
2 2 2 ” +/_L 2 2
Zpi'éz'zz PIEEED DD N sv1+vzodplvldy,v2~
i =0 pp=o0 yy=0 Yp=o0

Nach einigen Rechnungen und mit Hilfe bekannter Sétze tiber Entwicklung von
Determinanten erhalten wir schliesslich:

ZP:’ éf — Z Z xl‘l'l‘,(l.z A . A/Ll 2

' #=0 pr=o
i kP = A[doo + (Aro + Aot)x + (dzo. + Au + 4102) x? +
+ (AZI + AIZ) 8 + Ay, + x4]
Und also:

EJz’ = GZZ[AOO + (diwo + dor)* + (dro + A + Ao,) x2 +
F (o + du) 5 + Aoy x4] ........... (2)

Fiir die Dispersion (¢) haben wir die Formel:

S0z — (a Sor + 8 5:; + 7’521)
R (3)

6% =
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wo 7 die Anzahl Stufen von zusammen NV Probestimmen’ (MiLLS 1925); 7 — 3,
weil es 3 Unbekannte in der Gleichung der Hohenkurve gibt.

Anwendung.

Nun sollen wir die Genamgket der Hohenkurve der verschiedenen Flichen
im Verhiltnis zu dem Variationstypus, den sie reprdsentieren, berechnen.

Dann miissen wir erst durch numerische Ausgleichung nach der Methode
der kleinsten Quadrate die Gleichung der Hohenkurve bestimmen. Dies ist
mit Hilfe der in Tab. 5 und 6 gelieferten Rechenschemata geschehen. Hierbei
sind die Bdume in 1-cm-Durchmesserstufen zusammengefiihrt und fiir Fichte
. nur die Stufen > 6 cm mitgenommen worden. Die Konstanten «, §, y sind
in Tab. 7, S. 23 zusammengestellt. Die erhaltenen Gleichungen diirfen na-
tiirlich nicht iiber die Grenzen des Materials hinaus angewendet werden.

Die Formel des mittleren Fehlers in y (2) enthilt die Dispersion (g). Diese
kann nach der Formel 3 bestimmt werden, aber in vorliegendem Material ist
die Differenz sy, — (& So; + B 511 + 7 $,1) sehr klein im Verhiltnis zu den
grossen Zahlen s,, und asy; + 85y + 75,1, und die zahlenmissigen Abrundungs-
fehler haben einen grossen Einfluss auf die Differenz. Darum ist die Dis-
persion nach der Formel:

2z

o= yg—

berechnet werden. w» ist die Differenz zwischen der beobachteten Hohe
und dem Mittelwert @ + Bx + yx? und NV die Anzahl der Stimme. Die
Gleichung y = a + fBx + yx? ist graphisch in einem grossen Masstabe auf-
gelegt worden, um die Differenzen zu erhalten, und dann ist’ die Dlspersmn
jedes Baumes abgelesen worden.

Die Dispersionen der verschiedenen Flidchen gehen aus Tab. 8, S. 24
hervor und sind sowohl in m .als in 9% der mittleren Hohe ausgedruckt wor-
den. Unter mittlerer. Héhe wird hier und im folgenden die in der
Hohenkurve abgelesene Hohe des mittleren Durchmessers(des Grund-
flichenmittelstammes) verstanden.. Die genngen Werte der Flichen
253 und 349! diirften sich dadurch erkliren, dass sie durch Kultur entstanden
sind. In diese. Dispersionen gehen auch die zufilligen Messungsfehler ein.

Der Zusammenhang zwischen der prozentuellen Dispersion und der mitt-
leren Hohe bei gewisser Behandlungsform ist niher untersucht worden. Die
Dispersion von der graphsischen Hohenkurve ist fiir 10 andere stark niederdurch-
forstete Versuchsflichen von Kiefer ausgerechnet und nebst den"Kieferflichen
des Materials mit derselben Behandlungsform graphisch aufgelegt worden
(Fig. 6, S. 26). Die Anzahl der Probestimme der ersteren Flichen variiert
zw1schen 50—75. Aus' Fig. 6 geht hervor, dass die prozentuelle Dispersion
mit steigender mittlerer Hohe bis etwa 15 m sinkt, um- danach konstant zu
bleiben (5—6 %). ’

Nach der Formel 2 ist der mittlere Fehler der Hohe (e,,) des mltteren Durch-
messers der verschiedenen Flichen bestimmt und ‘sowohl in m als in % der
mittleren Hohe ausgedriickt worden (Tab. 8, S. 24). In diese.Bestimmung
gehen simtliche Biume der Flichen (mlt Ausnahme der Flichen 253 und
349%) ein und bezieht sich der mittlere Fehler auf den Variationstypus, den
die Fliche reprisentiert. Die Bedeutung hlervon wird in Kap. VIII diskutiert.
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Die mittleren Fehler der verschiedenen Flichen sind natiirlich nicht ver-
gleichbar, sondern nur konkrete Beispiele, die der folgenden Herleltung zu-
grunde liegen.

Auf dieselbe Weise kann der mittlere Fehler der Héhe jedes Durchmessers
bestimmt werden, aber zuerst ist es zweckmissig, die Stammverteilung zu
behandeln.

Nach der Formel 2 ist der mittlere Fehler der Héhe (e,) eines gewissen
Durchmessers ‘(x) von dér Dispersion, der Anzahl der Probestimme und ihrer
Verteilung (Ago; Ayo— — —u. s. w.) abhingig. Die Abhingigkeit des mitt-
leren Fehlers von der Stamvertéilung wird in Fig. 7, S. 27 demonstriert.

" Kar. IV. Die Verteilung der Stammzahl und Masse in homogenen,
gleichaltrigen Bestdnden.

Nachfolgende Darstellung der Verteilung der Stammzahl und Masse darf
nur als eine theoretische Orientirung und Zurechtlegung des Problems fiir
praktische Anwendung betrachtet werden.

Zu diesem Zwecke sind 36 Versuchsflichen niher studiert worden. Dle
Flichen sind gleich auf Kiefer (Behandlungsformen: Lichtung und starke
Hochdurchforstung) und Fichte (starke Niederdurchforstung und starke Hoch-
durchforstung) verteilt. Fiir jede dieser 4 Kombinationen sind also g Flichen
behandelt worden, und unter diesen sind die Bonitiitsklassen I—1II, III—IV,
V-—VI (nach Jonson) und die Altersklassen 50—7%0, 71—90, gI—110 Jahre
etwa gleich reprisentiert. Nur zum Vergleich sind 2 Plenterflichen in Fichte
mitgenommen. Die Bearbeitung ist nach der von Hagelberg angewandten
Methode geschehen, wobei Prozente Stammzahl und Masse in der Form einer
Summationskurve mit dem mittleren Durchmesser (Grundflichenmitteldurch-
messer) als Einheit (Rel. 'Durchmesser) graphisch ausgeglichen worden sind
(Hagelberg 1918). i

Die Streuung um die ausgeglichenen Kurven ist recht gross. . Die Varia-
tionsweiten fiir 15 und 85 Prozente sind durch Querstriche markiert worden
(Fig. 8 und 9, S. 29 und 30). Eine bestimmte Tendenz hinsichtlich des
Einflusses des "Alters ist nicht hervorgetreten, was sich daraus erkliren diirfte,
dass jlingere Alter und schwichere Hiebsformen fehlen. Die Bonitit dagegen
zeigt eine deutliche Tendenz, die die Resultate der fritheren Untersuchungen -
verifiziert (Hagelberg 1918, Lénnroth 1925). Fiir eine gewisse Behandlungs-
form nimmt die Frequenz um den 'mittleren Durchmesser mit steigender Bo-
nitdt zu und umgekehrt.

Aus Tab. 9 und 10, S. 31 geht unter anderem hervor dass der mittlere
Durchmesser eine wohl fixierte Lage in der Stammverteilungsreihe,
hat, die fiir die ziemlich extremen Behandlungsformen innerhalb -
sehr enger Grenzen variieren. Eine gute Bestitigung fiir die alte Regel
von Weise. Innerhalb der Masse ist jedoch die. Lage mehr verinderlich.
Die Hochdurchforstung zeigt ganz naturhch eine ausgeprigte Schiefheit in
der Stammverteilung,

Kar. V. Die Anzahl der Probestimme, die erforderlich ist, um eine
gewisse Sicherheit in der mittleren Hohe zu erreichen.

Wir gehen von folgendem schematischen Beispiel aus. Es wird vor-
ausgesetzt, dass die &N Probestimme auf » = 2y + 1 Stufen mit der gemein-
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* samen Weite % (auf der x-Achse) verteilt sind. Der Ursprung wird in die
mittlere Stufe gelegt, und es wird angenommen, dass die. Probestimme mit
derselben Anzahl auf jede von den =z-Stufen verteilt sind (dquidistante
Verteilung), und dass die Hohenkurve von der Form y = @ 4 bc + cx? ist.
Nach einigen Rechnungen mit Hilfe der Formel 2 erhalten wir folgenden
Ausdruck:

o406 —h—ie e+ (5 s ()L

&y = v+ )% +v—3) 4N(5)
2 1
£ =o g=rtr—s 97

v+v—3 4
oder, wenn y nicht zu klein ist approximativ

9 6* 1,50 :
= und T 6
4N 7N )

Die Formel 6. gibt offenbar den mittleren Fehler der Hoéhe des durch-
schnittlichen Durchmessers. '

Das Polynom in x, das in Formel g auftritt, hat fiir x = o einen Maximal-
punkt. In der nichsten Umgebung von x = o ist also der mittlere Fehler
kleiner als der eben angegebene Werte fiir x = o.

Fiir nicht zu kleine Werte von v kann &) approximativ geschrieben werden:

== () +s(5)'] 25

&= 3\vi S\ 4 N

wenn man in jedem Glied nur die hochste Potenz von y behilt.
Hieraus:

Man erhilt: —~ K
o ‘ 1,5
+ 0,25V 4% 1,5
+ o500 1,7
+ 0,75 vh 2,3
vk 3,6 -

Der mittlere Fehler widchst, der ndchsten Umgebung ausgenom-
men, symmetrisch beiderseits von dem durchschnittlichen Durch-
messer. (Vergl. Fig. 10.) ‘

Schmetisieren wir unser Beispiel weiter und setzen wir voraus, dass der
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Zusammenhang zwischen Héhe und Durchmesser linear ist, so kann auf die-
selbe Weise gezeigt werden, dass die Formel des mittleren Fehlers iibergeht in:

€y ™= = ot e e e e e e 8

*= N (8)
und e, also von dem Durchmesser unabhingig ist. Diese Formel ist von
TISCHENDORF angewandt worden (1925 und 1927), und wir kommen im fol-
genden noch auf sie zuriick.

Wir wollen nun dazu iibergehen, die Sicherheit in den verschledenen Teilen
der Hohenkurve bei nicht dquidistanter Verteilung der Probestimme
zu studieren. Dies ist in den Flichen Sf soll und Sf golV (Fig. 10, S. 34)
geschehen, wobei die Dispersion (¢) der beiden Flichen gleich 1 und die An-
zahl der Probestimme gleich 6o gesetzt worden ist. Die Probestimme sind
als jeder =:te Baum entnommen werden. Ausserdem ist der mittlere Fehler
der Fliche Sf goll bei é&quidistanter Verteilung der 6o Probestimme nach
Formel 5 berechnet worden.

Bei Hochdurchforstung ist die Hohenkurve genauer bestimmt fiir die schwi-
cheren Durchmesser als bei Niederdurchforstung, aber fiir die stidrkeren Stufen
ist das Verhiltnis umgekehrt. Dies gilt bei der hier angewandten Methode
fir die Auswahl der Probestimme und beruht natiirlich auf den verschiedenen
Stammverteilungstypen der beiden Durchforstungsformen. '

Kehren wir zu der Formel 8 zuriick,

€y = K, - —

’ & \/ N

so ist es klar, dass diese generalisiert werden kann, bei variabler Anzahl der
Probestimme (), aber konstanter Verteilung derselben (Variationsweite und
Frequenz der Stufen) zu gelten, obgleich natiirlich mit anderen K-Werten als
denen, die aus der dquidistanten Verteilung hergeleitet worden sind. Da die
Dispersion konstant ist, erhalten wir also die Gleichung:

ey‘. Z\G

N e 9

€y, \/Nz ( )
J

Unter Voraussetzung konstanter Verteilung kénnen wir nun nach For-
mel ¢ aus einem gegebenen Material die Anzahl der Probestimme die erforder-
lich ist, um einen fixierten mittleren Fehler zu erreichen, berechnen.

Bei objektiver Auswahl der Probestimme in homogenen Versuchsflichen und
Bestinden was am einfachsten dadurch geschieht, dass man jeden z:ten Baum
in der Stammnummerliste als Probestamm nimmt, sind die Voraussetzungen
einer approximativ konstanten Verteilung gross, wenn die Anzahl nicht zu
klein ist. Besonders muss dies der Fall in der nichsten Umgebung eines
Durchmessers mit einer mehr stabilen Lage im der Frequenzreihe sein. In
dieser Hinsicht geniigt der mittlere Durchmesser grossen Anspriichen.

Die Herleitung der Formel ¢ wird in Tab. 11, S. 37 empirisch verifiziert.
Die Formel 2 kann geschrieben werden:

&, = oR,

wo R, nur von der Anzahl und Verteilung der Probestimme abhingig ist,
Die Differenz zwischen wahren und berechneten R-Werten ist ein Kriterium
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fir die Ubereinstimmung zwischen wahrer und theoretischer Verteilung der
Probestimme. Die theoretischen Werte fiir 60 und zo Probestimme sind mit
Hilfe der Formel 9 aus den Werten der sdmtlichen erhalten worden. Die
Werte des mittleren Fehlers in Klammern sind unter Anwendung der Disper-
sion der sdmtlichen berechnet worden und zeigen, dass der Einfluss der Dif-
ferenz zwischen wahrer und theoretischer Verteilung auf den mittleren Fehler
hier sehr gering ist.

Die Differenzen der Dispersion sind auch gering und liegen innerhalb der
Grenzen der genauest hestimmten Dispersion (die der simtlichen). Der theo-
retisch berechnete mittlere Fehler zeigt also gute Uberelnstlmmung mit dem
aus den Probestimmen deduzierten Wert.

Der theoretisch berechnete mittlere Fehler in der Hohe des mittleren Durch-
messers bezieht sich offenbar auf den mittleren Durchmesser der Probestimme,
aber was uns hier interessiert, das ist der mittlere Fehler der mittleren Hohe
der Flidche. Dieser Unterschied -diirfte jedoch vernachlissigt werden kénnen,
wenn die Anzahl der Probestimme nicht zu gering ist (vergl. Tab. r1:II).
Wir gehen im folgenden davon aus, dass d1e Voraussetzungen der Formel g
approx1mat1v erfiillt sind.

Setzen wir die mittlere H6he der Probestimme gleich der der Versuchs-
fliche, so kann offenbar die Anzahl der Probestimme, die fiir einen ge wis-
sen prozentuellen mittleren Fehler in der mittleren Hoéhe erforderlich ist,
berechnet werden. Mit Hilfe des mittleren Fehlers nachdem simtliche Biume
hohengemessen waren, ist dies in Tab. 12, S. 39 geschehen. Diese mittleren
Fehler beziehen sich auf den Variationstypus (vergl. Kap. VI und VIII) und
die hier angewandte Methode bei der Auswahl der Probestimme (jeden n:ten
Baum). ‘

Der mittlere Fehler der Hoéhe eines gewissen Durchmessers (e,) kann nach
Vorstehendem geschieben werden:

o
e}" = Kx ‘ \/_—2;77

wo K, von /V unabhingig ist. Mit Hilfe von ¢, ¢ und XV in Tab. 8 ist X,
des mittleren Durchmessers fiir die verschiedenen Flichen berechnet worden
(Tab. 13, S. 41). K variiert fiir Kiefer zwischen 1,24—1,31, und fiir Fichte
zwischen 1,28—1,39, wobei die niederen Werte sich ganz natiirlich auf Nie-
derdurchforstung beziehen. Bei iquidistanter Verteilung war X des durch-
schnittlichen Durchmessers gleich 1,5” und wuchs, die nichste Umgebung
ausgenommen, symmetrisch beiderseits von diesem Durchmesser. _

Nach einer Uberlegung schreibt TiSCHENDORF (1927 S. 126): »Es hingt daher
die Giite irgendeiner Hohe vom Verlauf der ganzen Kurve, also von der An-
zahl der erhobenen Hoéhen abs, und findet, dass der mittlere Fehler einer

ausgeglichenen Hohe gleich 2z gesetzt werden kann. Dies setzt jedoch vor-
N

aus, dass der Zusammenhang zwischen Durchmesser und Héhe linear und die
Verteilung der Probestimme Hquidistant-ist: Fiir das Material dieser Unter-
suchung gibt diese Berechnungsmethode einen mittleren Fehler, der um 25—
40 % zu klein ist. Der Fehler -in der Masse wird jedoch nicht zZu gross
(S. 74).

Auf Grund der Variation der X-Werte innerhalb sehr enger Grenzen diirfte
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zu Uberschlagsberechungen bei Auswahl der Probestimme nach hier ange-
wandter Methode folgende approximativen und empirischen Nzherungsformeln
fiir den mittleren Fehler der mittleren Hohe aufgestellt werden konnen:

. " 1,25 & I,30 O - :
Kiefer: ¢, = —~>—=2—— . . . ... .... (10),

Fichte: €y =3 /= . . s e e e e e (I I),

wo die niederen Konstantenwerte sich auf N1ederdurchforstungstypus und -die
‘hoheren Werte auf Hochdurchforstungstypus beziehen. Infolge des geringen
Umfangs des Materials sind diese Formeln nur von provisorischem Charakter.

Mit Hilfe der Formeln ¢, 1o und 11 sind die in Tab. 14 angegebenen
mittleren Fehler in der mittleren Héhe fiir Bestinde aus Siljansfors ausgerech-
net worden. Die Dispersion bezieht sich auf die graphisch ausgeglichene
Hohenkurve, und der Konstantenwert ist durch Vergleichung zwischen der
Verteilung der Probestimme und den Verteilungsreihen in Tab. ¢9 und 10
gewdhlt worden.

Kar. VI Die Genauigkeit der Kubikmasse mit Bezug auf die
Unsicherheit der Héhenkurve.

Der mittlere Fehler mit Besug auf den reprisentierten Variationstypus.

Berechnen wir die Masse eines Bestandes mit Hilfe der in der Hohen-
kurve abgelesenen mittleren Hohe, so wird der prozentuelle mittlere Fehler
in der Masse mit Bezug auf die Unsicherheit der Hohenkurve gleich der der
mittleren Hohe. Machen wir viele Ablesungen in der Héhenkurve und setzen
die Masse des Bestandes gleich die Summe derjenigen der Durchmesserstufen, so
wird der Fehler in der Masse kleiner infolge Fehlerausglewhung zwischen den
mittleren Fehlern der Stufen.

Die Aufgabelist die, den mittleren Fehler der Masse bei der hier gewihlten
Stufeneinteilung und mit Bezug auf den, reprisentierten Variationstypus zu
schitzen.

Es sei p,; die Stammzahl und f; das Produkt von der Formzahl und % in

der jiten Durchmesserstufe. Die Masse ist dann: 3p; f, x,% v,

Aber y; ist unbekannt. Wir ersetzen y;durch seinen]Naherungswerta + Bx;+ rx;
wo a, 4, y durch numerische Ausgleichung der Hohen der Probestimme er—
halten worden sind, und suchen den mlttleren Fehler (eV) des Nidherungswert
der Masse:

V= 2pf%" (a + px; + 1 x7).

Der mittlere Fehler kann auf dieselbe Weise wie fiir y berechnet werden.
V wird nimlich erhalten, wenn man in Formel 1 (S. 66) 1, x und x2 in der
ersten Zeile der Determinante durch bzw. X2,/ %72, Xp, /x5 und 2p; /x4

ersetzt. Man findet folgende Schlussformel: - ’

52

V=§(A 2+ Ayt +Azzt +zdottt +Zdoz/tz+zdlztl)( 2)
WO ty = Zpi a2, b= ZpifiaB, t, = Spifixh
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Die Determinante () und die Unterdeterminanten (Ao, Ay - . ) sind
identisch mit entsprechenden Gréssen bei der numerischen Ausgleichung der
Hoéhen der Probestimme (Tab. 6).

Nach der Formel 12 ist der mittlere Fehler der Masse fiir die verschie-
denen Versuchsflichen ausgerechnet worden (Tab. 15, S. 46). Dieser mittlere
Fehler ist ganz natiirlich kleiner als der der mittleren Hohe. Mit Hilfe von
Formel g ist auch die Anzahl der Probestimme, die fiir einen gewissen, pro-
zentuellen, mittleren Fehler in der Masse erforderlich ist, berechnet worden
(Tab. 15).
~ A priori kann vorausgesetzt werden, dass es einen festen Zusammenhang

zwischen dem prozentuellen mittleren Fehler der mittleren Hohe und dem
der Masse gibt (vergl. Fig. 11, S. 47). Die Regressionslinie, die offenbar
durch den Ursprung gehen muss, ist

Cy=0,85 & . . . . . . .. oo (13)
Die Niherungsformeln 1o und 11 gehen mit Bezug auf den prozentuellen
mittleren Fehler der Masse abgerundet iiber in:

I,05 bis I,10 0

Kiefer: ep= ———— . . . . ... ... (14)
Vv
. I,10 bis I,20 0
Fichte: ep = ———+1—— . . . . . . . . .. (15)
VN

Wo ¢ die Dispersion in Prozenten der mittleren Hohe ist.

Die von TisCHENDORF gebrauchte Formel (S. 71) gibt also fiir dieses Ma-
terial bei der angewandten Methode fiir die Auswahl der Probestimme einen
mittleren Fehler, der um 5—z0 % zu klein ist.

Die in Tab. 16 angegebenen mittleren Fehlér sind mit Hilfe der Formel
13 berechnet worden. Der approximative Charakter der Niherungsformeln
ist frither betont worden.

Der mittlere Fehler mit Bezug auf die abgeschitzte Fliche.

Wir setzen voraus, dass die Stammzahl einer Versuchsfliche 2'p; + 2p;
ist, wo Y p; die objektiv entnommenen und hohengemessenen Probestimme
sind. Die Stimme sind wie im vorhergehenden in 1-cm-Stufen zusammen-
gefiihrt (7 bzw 7). Durch -numerische Ausgleichung der Ho6hen (¥;) der Pro-
bestimme erhalten wir nach dem Vorstehenden die Hohenkurve:

y=a+ fx+ yxz

Bei der Berechnung der Masse der Versuchsfliche nehmen wir der Ein-
fachheit wegen an, dass die Probestimme separat mit Leitung der gemessenen
Hohen kubiert werden und also keinen Fehler in der Masse wegen fehlender
reprisentativer Eigenschaften verursachen. Die iibrigen Bdume (2p,), deren
Hohen (y,) unbekannt sind, werden mit Hilfe der Hohenkurve kubiert, und
ihre Masse ist bei Anwendung derselben Bezeichnungen wie im vorhergehenden:

W= 2pf57 (@ + Br; + rxp).

4
Die Aufgabe ist die den mittleren Fehler (e5) dieses Niherungswertes mit
Bezug auf die einzelnen Bdume zu schitzen.
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Wir setzen zunichst voraus, dass die exakten Werte von @, &, ¢ und ¢ be-
kannt sind. -Ersetzen wir dann die unbekannte Ho6he y, durch ihren Mittel-
wert @ + bx 4 cx?, so erhalten wir einen Niherungsausdruck, dessen mittlerer
Fehler ist:

AETAVESD

- Wir verfiigen jedoch nur iiber den Néherungswert: W=3 p, /%, (2 + %,
+ r%2).

Zu dem Quadrat des im vorhergehenden angegebenen mittleren Fehlers
miissen wir dann einen Ausdruck addieren, der sich auf die Unsicherheit in
a2, B und y bezieht. Dieser Ausdruck ist offenbar das Quadrat des mittleren
Fehlers mit Bezug auf den Variationstypus (ey), Formel 12, S. —.)

Wir erhalten also folgende Schlussformel: e2, = g2 (Q* + 77) . . . (16)

QZ = Zp] (/;,sz)z
7* :Ai(doo L% + An 4 + Azz 5,2+ 2 AOI &t + 2402 il + 2412 ty tz)

Gehen wir zu dem prozentuellen mittleren Fehler iiber, so erhalten wir:
Ept =24 (17)
(100 0 - X, (£, %)
[Z 2l %7 (a+fx+ ijz)]z

¢’y der prozentuelle mittlere Fehler mit Bezug auf den Variationstypus nach
dem Vorstehenden ist.

Aus dem Ausdruck fiir &',2 geht hervor, dass dieser auf Null zu geht, wenn
7 auf co zu geht (vergl. auch Tab. 18, S. 52). Die Zahlen f;x,? sind klein,
weshalb ¢,2 bei grosserén ;-Werten vernachissigt werden kann; also ist der
mittlere Fehler &'y, approximativ gleich dem mittleren Fehler mit Bezug auf
den Variationstypus (¢'p).

Bei der theoretischen Herleitung wurde angenommen, dass die Probestimme
(%) separat mit Hilfe der nicht ausgeglichenen Héhenmessungen kubiert wurden.
Aber in der Tat werden auch diese in der Regel nach ihren ausgeglichenen
Werten kubiert — der Héhenkurve. Die Differenz der Masse zwischen der
beiden Methoden ist jedoch wegen des Prinzips fiir die Ausgleichung der
Hohenkurve unbedeutend, und wird im' folgenden vernachlissigt (vergl. Tab.
17. In Tab. 17, S. 51 sind dieselben Formzahlen und Durchmesserstufen bei
den beiden vergleichenden Kubierungen verwendet worden. :

Nach der Formel 17 ist der mittlere Fehler (¢'p) teils mit 2o, teils mit
6o Probestimmen fiir die Ho6henkurve berechnet worden (Tab. 18, S. 52).
Der mittlere Fehler ist auserdem in Prozenten der Masse der ganzen Fliche
(W,4;) berechnet worden.

Aus Tab. 18 geht hervor, dass fiir Abschidtzungen in der Praxis der
mittlere Fehler mit Bezug auf den Variationstypus (¢/p) gewshnlich
mit guter Approximation gleich dem mittleren Fehler des Abschit-
zungsobjekts {(¢'y,) gesetzt werden kann. Fiir Versuchsflichen mit ge-
ringer Stammzahl und grosser Anzahl Probestimme kann offenbar nicht diese
Approximation gemacht werden, sondern muss der mittlere Fehler (¢';-) nach
der oben angewandten Methode bestimmt werden.

wo &,2 = und
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Kar. VII. Die Auswahl der Probestimme.

In dieser Untersuchung sind die Probestimme nach derselben, konstanten
Quote in -jeder Durchmesserstufe entnommen, was als eine einfache und in
der Regel praktisch brauchbare, objektive Methode betrachtet werden muss.
Hiermit soll nicht gesagt sein, dass diese Methode die effektivste ist. Vielmehr
konnen gewisse Mingel in dieser Hinsicht erwartet werden. Es' diirfte in
dessen vorausgesetzt werden konnen, dass eine theoretisch richtige Verteilung
bei der praktischen Anwendung, da das Abschitzungsobjekt im voraus. nicht
bekannt dst, nur den Charakter eines Schrittes in rechter Richtung erhalten
kann und also in hohem Grade von der Fihigkeit des Taxators abhingt.
Unter. solchen Umstinden ist es als ratsam erachtet worden, die Fehlerberech-
nungen: auf die obige Methode zu griinden, wodurch eine Unterschitzung des
mittleren Fehlers nicht riskiert wird. _

Die Verteilung der Probestimme ist aus theoretischem Gesichtspunkt eine
interessante mathematische Aufgabe. Bei der praktischen Anwendung sind je-
doch die Moglichkeiten sehr begrenzt, weshalb die Verteilung der Probestimme
hier nur mehr schematisch und diskussionsweise behandelt wird.

Wir gehen zunichst von folgenden schematischem Beispiel aus. Die Masse
eines Bestandes ist mit im vorhegegenden gebrauchten Beze1chungen

W=pfi2:2y1 + pofo %29, - - - ‘ijng Yy

Fiir ]ede Durchmesserstufe fir .sick und von den ibrigen unabhingig werden
die "Ho6hen der Probestimme mittelst einer geraden' Linie ausgeglichen und
wird die Héhe des mittleren Durchmessers (y,) abgelesen. Thr mittlerer Fehler

. o; .
ist dann ¢,, = ~Z __ und der mittlere Fehler der Masse:

nj. )

ew’ =(/’1f1 x12)76 + (2212

Die Probestimme (7, 7, ,7; - - -) miissen offenbar so verteilt werden, dass
ew? ein Minimum wird.  ¢; = 6, = 6, - - - approximativ nach dem Vorher-
gehenden. Nach einigen Rechnungen in Analogie mit TISCHENDORF (1927)
erhalten wir dann: .

Apinying . =P fi AR P o X P R

D. h. die Anzahlen der Probestimme in den Stufen verhalten sich wie das
Produkt aus Formzahl und Grundfliche. Wenn aber die Hé6hen der Pro-
bestimme wiegewShnlich mit einer gemeinsamen Kurve nach hier angewandter
Methode "ausgeglichen werden, so werden die mittleren Stufen relativ sicherer
bestimmt als die Fliigel (vergl. Fig. 1o und.S. 34). Bei.der graphischen Aus-
gleichung haben wir fiir die niederen Durchmesserstufen einen grossen Anhalt
in dem Schnittpunkt auf der.y-Achse (die Brusthohe 1,3 m), weshalb es zu
nichst gilt, die Probestimme so zu verteilen, dass die stirkeren Stufen ein
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wenig mehr repridsentiert werden als in Verhiltnis zu pfx2. Aus praktischen
Griinden muss der Einteilungsgrund einheitlich sein und miissen sich Faktoren
-anschliessen, von deren Verteilung wir uns eine Vorstellung bilden kénnen,
z. B. Stammzahl, Grundfliche und Masse. Darum gehen wir davon aus,
dass bei effektiver Verteilung der Probestimme ihre Anzahl sich
wie die Massen verhalten soll, d. h. '

Ny 1Ny ing - - - =f’1f1 X121t ot X2 :P3f3 X393

Um die Probestimme nach diesem Grundsatz verteilen zu ko6n-
nen, muss die Probestammquote variabel sein, und es wird der Grad
hiervon von dem Zweck und der Methodik der Abschiitzung abhingen. Bei
der Auswahl der Probestammquote konnen Erfahrungszahlen betreffs der
Verteilung der Stammzahl und Masse in Bestinden von verschiedenen -Typus
Anhalt gewidhren (vergl. S. 31).

Fiir zwel Versuchsflichen sind 6o Probestimme auf drei verschiedene Weisen
entnommen worden: 1:0) 60 nach -gewisser konstanter Quote; 2:0) 50 nach
gewisser Quote und dazu die 1o .stidrksten; 3:0) 6o nach drei verschiedenen
Quoten, so dass 15 Stimme 25 % der Masse von der schwichsten Dimension
reprisentieren, 3o fiir das Intervall 25—75 % und 15 fiir das Intervall 75
—100 % . Das Resultat geht aus Tab. 20, S.56 hervor, und ausserdem wird
fir die Fliche Sf 50!V die Genauigkeit der Hohenkurve bei den verschiedenen
Methoden durch Fig. 7 S. 27 demonstriert. -

Die Differenzen erscheinen vielleicht unbedeutend,.sie miissen aber gegen
die Stammzahl, die zu ihrem Erreichen erforderlich ist, gesehen werden. Um
den mittleren Fehler von 1,25 auf 1,08 % zu senken, muss die Stammzahl
bei derselben Methode fiir die Auswahl von 6o auf 8o vermehrt werden. Eine
richtige Verteilung der Probestimme ist also kein bedeutungsloses Moment,
wenn es mit geringstméglichen Mitteln: die erforderliche Genauigket zu
erreichen gilt. '

Kap VIIL. 7 Uber@reprasentative Probestimme.

Bei Abschitzung fiir praktische Zwecke ist es klar, dass diese sich auf den
aktuellen Bestand beziehen muss, aber fiir das Versuchswesen liegt die Sache
nicht so einfach.

Ungesucht erhebt sich die Frage, ob das Resultat der Abschitzung sich
auf die einzelne Fliche oder den Variationstypus beziehen soll. Denken wir
uns eine Eigenschaft, welche es auch sei, bei den Baumindividuen eines Be-
standes, so wird sie durch einen Mittelwert und eine Variation um diesen
Mittelwert (Dispersion ¢), charakterisiert, welche durch die biologischen Eigen-
schaften der Biume, die Standortverhiltnisse, und die Behandlungsform bestimmt
werden. Soll nun der Einfluss z. B. einer gewissen Behandlungsform unter
im iibrigen identischen Verhéltnissen durch vergleichende Versuche studiert
werden, so ist es klar, dass wir das Resultat der Abschitzung
auf den Variationstypus beziehen miissen, um mit Sicherheit zu
~ wissen, ob der Effekt einer bestimmten Ursache (Behandlungsform)
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beigelegt werden kann und nicht nur eine Ausserung der Variation
ist. - Dasselbe "gilt natiirlich auch fiir Versuchsflichen bei Produktionsunter-

suchungen fiir Ertragstafeln.
Dies bedeutet natiirlich keine Verdnderung der Abschitzung, sondern nur,

dass diese mittelst einer Sichterheitsbestimmung, die sich auf den Variations-
typus bezieht, angegeben wird.



