
MARKENS TEMPERATUR 
o 

OCH VÄRMEHUSHALLNING 

SIGVARD ANDERSSON 

STENCILTRYCK NR 22 

INSTITUTIONEN FOR LANTBRUKETS HYDROTEKNIK 

UPPSALA 1961 



Institutionen för lantbrukets hydroteknik delger bl. a. i sin tidskrift Grund

förbättring resultat från institutionens olika verksamhetsgrenar. Allt material 

blir emellertid inte föremål för tryckning. Undersökningsresultat av preliminär 

naror och annat material som av olika anledningar ej ges ut i tryck delges ofta 

i stencilerad form. Institutionen har ansett det lämpligt att redovisa dylikt 

material i form aven i fri följd utarbetad serie, benämnd stenciltryck. Serien 

finns endast tillgänglig på institutionen och kan i mån av tillgång erhållas där

ifrån. 

Adress: Institutionen för lantbrukets hydroteknik, Uppsala 7 

Stenciltryck 

Nr Är Författare och ti'rel 

1-12 Aug. Håkansson, Gösta Berglund, Janne Eriksson. Redogörelse för 
re~;ultat'en a'V täckdi1kn,ingsförsöken åren 1951-1962. 

13-15 Aug. Håka.nsson, Gösta Berglund, Ja-nne Er,iksson, Waldemar }o
han~son. Resultat av täckdikni-ngsförsök och hevattnlingsförsök åren 
1963-1965. 

16 1940 Gunnar Hallgren. Dalgångarna Fyrisån-Ostersjön; någl'a hydro-
tekniska stJudier. 

17 1942 Gunnar Hallgren. Om sambandet mellan grundvattenståndet och 
vattennivån i en r,ecipient. 

18 1943 Gunnar Hallgren. Om sambandet mellan nederbörd och skördea v-

19 

20 

ka.stning. 

1952 Sigvard Andersson. Kompedium 
mentär hydromeka-I1~k. 

1952 Sigvard Andersson. Kompendium 
TalbdLer ooh kommenarer. 

21 1960 Si'gvard Andersson. KapiHar~tet. 

agronomisk hydroteknik. Ele-

agronomisk hydroteknik. 

22 1961 Sigovard Andersson. Ma.rken<s temperatur och värmehushållning. 



pörord. -----
Detta är ett arbete om temperaturförhållandena i marken och om 

dess värmehushållning. Det är framför allt ett försök att ge en jäm

förelsevis enkel framställning av områdets teori. Någon fullständiga

re behandling av ämnet eftersträvas ej. De olika avsnitten ha numre

rats i löpande och tämligen fri följd. Något försök att över- och 

underordna rubrikerna ur synpunkten av det i dem antydda innehållet, 

dess omfattning och betydelse har ej blivit gjort. 

Arbetet beräknas att fullständigas genom successivt tillfogade 

avsnitt, allteftersom tid gives för deras utarbetande och de egna 

experimentella undersökningarna utvecklas. På detta sätt beräknas 

olika aspekter på problemet att bli genomarbetade ooh därmed en viss 

fullständighet uppnås. 

Uppsala i september 1961 

Sigvard Andersson 

I. 
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1 • 

1-J:.ll_.här l edning en _~Y_~.Jl..§T tJ.§lJ_._...9ilf..~.§!n t ii? 1 ekva ~ 

tian för värmets strö~ning i marken~ 

Helt allmänt bör temperaturfördelningen i en mark vara bestämd av 

det symboliskt teoknade uttryoket 

f(z, t, I) (1.1 ) 

1. 

där I\}' är temperaturen på djupet z vid tiden t i marken med parametern 

1. I tänkes här utgöra en sammanfattande beteokning för alla de egenska

per hos marken, som bestämmer temperaturfördelningen. }i'ör en given mark 

gäller alltså (i bästa fall) I = 1
1 

= konst. 

Betrakta nu figur 1.1, vilken tänkes ange ett ur marken utskuret 

semiinfinit rät prisma med rektangulär basyta ~. 

, 
, . 

d(h 
,,"i 

1 
! 
.~ 

'--f'-: 
I ! /' 
I· 

~ 
dQu 

f (z, t) 

Värmet tänkes här strömma vertikalt nedåt. Betrakta skiktet .9:~ 

på djupet E.- Genom skiktets övre begränsningsyta strömmar värmemängden 

dn. in under tiden d t. Under samma tid. strömmar mängden dq ut. ':LJ. _.- . u 

Temperaturgradienten i skiktets övre begränsningsyta kan skrivas 

Enligt fysiken måste då gälla för dq. 
J. 



dql" =- k a (_ )i1~) dt 
cz 

(1 .a) 

Temperaturgradienten i skiktets nedre begränsningsyta är (obsl 

temp. för djupet z är !) 

+ dz) 
z 

(1. b) 

För dqu gäller dä (se ovanl) 

dq = k a (- ~: 
u el z 

(1. c) 

Den värmemängd dqm9 som magasinerats i skiktet ,9.z, kan dä tydligen 

tecknas 

Om markens specifika värme per viktsenhet är c och volymvikt '(, 
_ii 

sä blir det till volymsenheten hänförda spec. värmet c 
v 

gäller (lä 

Ekvationerna (1.d) och (1.e) ger 

c a dz d 
v 

eller efter förenkling 

där 

D 
le 
c 

v 

k 
--~~---

c '~ g 

benämnes temperaturledni~förmägB:. (eng. diffusivity). 

( 1 • e) 

( 1 • f) 

( 1 .2) 

2. 

Den partiella differentialekv2.tionen (1.2) ovan är den av ~C:-.:.~_~::: 

1822 publicerade ekvationen för värmeledningen i en stav (Theorie analy

tique de la chaleur). 



2 • 

.Q1D-~L'§.L-U-J\:ul ä!,-_~Lö_i?llt,D,~.1?JJ;...§.~.rr. .. J2i:lr t i e Il.§: 

§'lLf.9I.~E_t~§:J~}.s.Y§J:i o.ll_r::.g_L~ 

Markytan utsättes i allmänhet för mycket oregelbundna temperatur

växlingar. Dessa kan icke exakt beskrivas med enkla matematiska uttryck. 

Med hjälp av Fourierserier kan emellertid varje givet temperaturför-

lopp - även det mest oregel"bund,n2. - framställas som en SUIilllla av 8i-

nus- och c08:~nu8termero ~L'illpas8ningenfJ noggrannhet beställlint)fJ härvid 

av huru många termer, LjOm IH?cltag8s, 

För varje given lokaJ, beskriver temperaturen i stort en karakte

rifJktisk Q.L~.C?Yk"~.L(= å:.:r;~_1.l~:.8J och för varje dygn en Q.;yKl}§cYkeJ~<1m.~-

I det enklaste fallet kan man antaga och även visa (se t.ex. 

po b!_9"Li2.ls,:Y~""J:...c..~ 1944 I,), att dessa tempel'C;,tursvängningar kan beskrivas med 
... ,_ ... " ...... -...~. _'k."'~J'"""'a .• _"_ ... -'",,,-

en enda cosinu3- eller sinuc,term, Det vill säga 

+ 1.\ {('II co s 
m,o 'B,O 

2 r; 
T 

t (2.1 ) 

f), 
där i,J är temr~naturell -rid cm e;odtycJdig tidpunkt:b ;, temperaturamp-a.o ' 

----"-'""-
lituden eller maximala a7vikelse~ frän medeltemperaturen~; och T 

_'_1ll,2 
perioden t. ex" året mi:"tt i eller dygnet mätt i timmar. 

Experimentella mätningar visar, att olika långa temperaturfJtigningar 

och -fall t r ä;:lg en' ned :i jordc9l1 med en med djupet växande; tidsfördkjutning 

== fördröjning och neddämpning '" n1j w3kning av amplitudcmo Se t<E?X. b.ll.fi:.E_t~~m, 

Mot bakgrunden ay dersa fakta är det naturligt att pröva lösningen 

d.är()' , /'~:t,01 t\.;l;" ,1: och.:f-: har tidig'arG angiven 'betydelse, _~" betyder 
~ __ """':.C:_L.;.C_ 

djupet coh ~ ~~ tempcratur~odningsförmågan. Dot är nämligen tydligt, att 

(lerma ekvation uppfylJeT de tidigare; angivna kraven" Pör .?:.'. "" o erhålles 

ekv. (2,1). Pör växande ~ minskas vinkeln vid givet 1, vilket ger en 

tidsför8kjutn~ng? fördröjning elIOT fasförskjutning, och uttTyckct på 

ampli-t;uden l' 
_._. __ S~_t?: 

a,?; ," e 
cc, o 

minskar likn,så. 

A~t ekvationen (2.2) ookså veTkligen ~r en lösning till differen

tialekv. (1.2), kan vi visa genom derivering. Vi skriver med lätt in

s edda för~wrLningar o ::b förenklingar o 



-b z e eos (c t - b z) 

Derivering med DVS. på t ger 

e-bz c (-1) 

Första derivatan med avse på z blir 

== - ab 

och andra derivatan blir 

-.,2"", 

-b z 
e 

-b z e cos,.,.: 
l 

-b z 
- a c e sin \f 

+ ab -b z 
e sin q) 

I 

4. 

(2.a) 

(2.b) 

(2.c) 

~ 
~~l 2 
cz 

sin t/; 2 -b z 
- ab e b

2 -b z, 
sin:p - a e eos f; 

2 -b z 
- 2 ab e sin tl' 

-b z 
- a c e s i:n "tt 

dvs. 

men enl. det föregående är 

och således 

D '11 

']' 2,r 

D ,) z2 

-b z 
e sin + 

D 

Men detta är ekv. (1.2) och beviset är genomfört. 

(2.e) 

(2. f) 

(2.g) 

(2.d) 



Om vi med 2 betecknar det s.k. geotermiska måttet, så kan ekvatio

nen (2.2) något fullständigare skrivas 
"l r1~,~~~1 

+ l, d" e-
ZVm1 

cos (2
T

TJ t - i\lfDiTi') 
'''. a, ° " +- c z m, o 

där termen c z nu uttrycker den med djupet stigande medeltemperaturen 

:J~2Z eller 

+- c z 

Det geotermiska mättet brukar ofta anges i grader temper~,turstig

ning per 100 rn ökat djup. I far:;lt berg anges medeltalet 3
0 

per 100 m. 

Enligt G. ].9s];;ov~ (1935, s. 1841) kan i lösa kapilHirmättade jordlager c 

då sättas till 6° C/100 m eller c = 6 10-4 DC/cm (se även längre fram!). 

]estä~nnin..K...i:lv våglängd~p. Om vi grafi skt avbi Ida skv. (2.2) e11er 

(3.1) för t.ex •. ~ == zi erhålles en cosinuskurva (jfr med fig. 4.1l), 

dvs. temperaturen beskriver för varje djup en enkel harmonisk svängnings

rörelse. Vid varje given tidpunkt i = t
i 

bildar temperaturen en med 

djupet dämpad vågkurva, dvs. temperaturförändringarna i l1}arkytan ut

breder sig mot djupet som en fortskridande _vågjre1s.s. 

Vågläng'den definieras såom avståndet mellan två konsekutiva i 

fas likbelägna d,elar av vågen. Om vi i överenf3stämmelse med fysiken be

tecknar våglängden med ~, så måste då vid en godtycklig tidpunkt 

d.är 

nad 

t. gälla 
l 

z1 och z2 

av 2Tj' • 

eller 

är två djup 

Såled.es eftccr 

/:.::~-:{ 

- z 1 
i \. ) 

\ iDrI' V ' 

o avståndet och motsvarande pa 6-

viss förenkling av ekv. (3.a) 

2T! 

Våg 1 äl1gd en ä;L.pro 120 r ~ i Q1le IL mo t _E_9_:t;.5.m._J}r pe rio d en. 

en vinkelskill-

Numeriskt ex. Om vi med >"'0 beteckna våglängden för en !h'svåg och ar . 
\ o l" d f" o o hO Il med ), d vag ang ,en . or en dygnsvag , sa er a GS 
~ 



eller 

d.vs. 

, 
} o ;'ar 

~~---

)'dygn 

),0 , ar 19.1 A dygn 

perioden har vi beteoknat m2d T. Under denna tid rbr sig " vagen 

eller bättre breder vågen (tempera tUl"förändringenl) ut sig längdcHl ), • 

Vågrörelsens hastighet y blir då 

dvs. i detta fall 

v 
i [ TY D 2 i:'-'-
\i T 

~(3'!!:§_..R:. cd t r änP-'l..:..l:}~h9:...s t ~El}s.t. ä~..QElY§:E.i . .J2.IQ .. pgE} i o Y!-.. ~) l ffi2.1.....E. o t en 

~r pe~E2D: . .!.. 

!i.1!-I!le'I..t~~'L.~.. lVled lätt insedda beteckningar erhål1es 

6. 

10 1 
7' I (3. e) 

eller 

V =: 19.1 Ve dygn ar 
(3.6) 

fulrg.!.. Om v och f,. införes i uttrycket för vinkeln uti ekv. (3.1), 

erhålles dc viktiga likheterna 

(2r~r t - z ,'; ) _L-. ::::: 

DT 

Bevisa dessa likheteri 

Enligt E?kv. (2.3) 

trycket 

(v t .- z) 

a,z 

t z 
2 TT (,'[ - ._~) r,. 

Förhållandet mellan amplituderna djupen z1 och z2 blir alltså 

11" ' 
-z 

Dl' 
e .... ~, .. _'."...".~-~~._~ 

-- Z ~ {'.;'~ ... '" 

e LVDT 

e 



Av denna ekvation framgår, att om djupet z tillåtes växa i arit

metisk serie dvs. z1 . - Z. :=:: konst. för i '" 1, 2, 3 ••• , så avtar 
+J. l -

ampli tuderna l\ 1')1' --i-geo~trisk serih Uttrycket . . a,zi 

kallas i vågrörelseIäran diimpkonstant (rumsdämpkonst.). 

Pasförskjutningen CA t kan definieras som d.en tid det tar för vin

keln, argumentet (2;r t - ~VlJr), att på djupet z2 uppnå ett vid en ti-
. 2 iT ~\J Tr" digare tidpunkt t 1 på djupet z1 (-.< z2) uppnått värde T t i - z1 ' DT' 

Således skall gälla (t
2 

"" t
i 

+".c:\ t)-

2n 
T (a) 

som ger 

Det är tydligt, att denna fasförskjutning helt enkelt också är 

bestämd av uttrycket 

v 

dvs. lika med den tid det tar för vågen att gå från djupet z1 till 

djupet z2" 

Vi sammanställer slutligen resultaten av vår analys i nedanståen

de översiktligt givna satser och formler: 

Sats ~ rremperaturförändringarna i markytan utbr8der sig mot 

djupet som en fortskridande vågrörelse • 

.§..?J;!3 3·2. Våglängden;: är härvid direkt proportionell mot roten 

ur svängningstiden 1. eller perioden. I formel 
" ··-·~···-I 

.), "" 2 V H DT 

Sats ~ Vågens nedträngningshastighet v är omvänt proportionell 

mot roten ur perioden. I formel 

'\ r?i'D' 
v := 2 \i-

.i T 
th 

Sats 3.4. Temperaturamplituden l~r~ avtar i geometrisk progres-

sion, när djupet ~ tillåtes växa i aritmetisk progre~sion. I formel 

e (3.8) 



Sats 3.5. ];'asförskjutningen A t eller fördröjningen växer lineärt 

med djupet ~ och den är direkt proportionell mot kvadratroten ur perio

den T. I formel 
r·~-~···~·~ 

8. 

Z ,i T z (3.9 ) (3. 10) i~, t 2 
\1-- o. 
\1 TrD v 

(Observera att z1 här satts O och att index för z2 strukits!) 



Numerisk genomräkning av ett teoretiskt 

exempeJ p% en årsvåg. 

J?ör Ul tuna (Uppsala) gäller att rt~;mt' == 5.2, ,:l' "" + '16.8 och \'max 
r:mr'l'n"" - 3.8 allt i grader C • .Av detta -erhålles' 2/:-./,)' '" 20.6° c. , a, o 

Överslagsvis kan vi sätta 

.Av litteraturen framgår, att vi såsom ett lämpligt medelvärde 
2 2 

för D kan sätta D == 0.004 ~:k' Vi omräknar detta till cm Idag. Således 

2 6 2 2 cm 3 OO.~ cm cm 
0.004 sek == 0.004 3600.24 -l '" 346 d se( ag 

Våglängden A blir 

=: 1259 cm =: 12 •6 lr! 

Temperaturförändringarna fortplanta sig nedåt med hastigheten v 

v '" 

v 

Dämpkonstanten blir 

2'1.772.18.60 
19.11 

1.04 ~ ";~;J 1 man. '" 
m 

mån. 

0.005 

Uttrycket för amplituden blir alltså 

= 12 e-0 •005 z 
a, z 

3.45 cm 
dag 

-1 cm 

För z == 100 cm = 1 m erhålles amplituden 7,28° C. 

:!2:ll1pli'tudminskningenJ procent för vq,Eje mE?.ters ökat djup blir 

Fasförskjutningen är bestämd av uttrycken (3.9 o. 3.10) 

eller i detta fall 

1",., t 

9. 



o och z2 = 100 cm, erhålles 

100 
Id := ?A5":: "" 29.0 dagar 

) • '-I' 

~~.ll.1örsJs.i.ll.:t0ingen Al:.....!:Jl tS.li.Euni ta.UCL.di:?:gar._IS5r varj e meters 

ökaL~..!. 

10. 

En närmare analys av huru sex mätpunkter bör fördela sig vid experi

mentella mätningar till 6 meters djup visar (se ex. 4.11), att mätpunk

terna lämpligen fördelas enligt nedanstående översikt: z1 = 30 cm, 

z2 = 70 cm, z3 ~ 120 cm, z4 = 190 cm, z5 = 300 cm och z6 = 600 cm. 

I tabell (4.1) anges amplituden/.1r~}'a z och fasförskjutningen !.\,t 
-~ 

utom för ovan angivna djup även för alla jämna halva metrar till sex 

meters djup. 

Tabell 4 • .l~ 

r- z 0:00_; z -1 __ e_-'0_'0_0_5 ;-r~, zl 6t -- ~nmärkningar ~ 
Il--_

c
_
m
_-+-, .~' o~~agar +- ~ 

O ! 0.000 I 1.0000 12.00 l' 0.0 :, I' ! I ! il 
2Q I,{ 0.150 0.8607, 10.33 8.7 I' ! 

I j I 11 

~ rl!' ~:~~~ 0.7788 I ::!~ I :~:~ I

1

1

1 

\1 

100 11 0.500 0.6065 7.28 29.0 I 

~ ,I 

120 ~ 0.600 0.548(3 6.59 34.8 II 
150 ~ 0.750 0.4724 5.67 43.5 II 1

1

1

,'( 

I j o O il O • 9 5 O O • 3 86 7 4 • 64 5 5 • 1 III 

.;~ ~,1.000 0.3679 4.41 513.0 r Il 

I

I 2~50 ~ 1.250 0.2865 3.44 72.5 III 
l l! ! 

:2.0 Q ~ 1.500 0.2231 2.68 87.0 
~ Il!, 

350 ~ 1.750 0.1738 2.09 101.5 ! 

400 I 2.000 o. 135 j 1 • 62 116. o 1

1

'1' Ii,: 

450 II 2.250 0.1054 1.26 130.5 I 

500 ri~, 2.500 0.0821 0.99 145.0 l' II 
i 550 2.750 0.0639 0.77 159.4 II ~ 
I 600 ~,i,. 3.000 0.0498 0.60 174.0 Ii !.i, 

lu...I ___ -"- j' 

I ekv. (4.1) är vinkeln uttryckt i radianer. För att kunna konstrue

ra de på figur(~rna 4. L - 4.3. uppritade kurvorna är d.~,t nödvändigt att 

erhålla ett tillräckligt antal sammanhörande t- och -värden. 



Om vi inför grader som vinkelmått och dessutom beakta eventuellt 

förekommande begynnelsevillkor, erhålles 

11 • 

=: 5.2 + 6'10-4
2 + 12'e-0 •005 z eos 2~i? I (t + to) - ~ J (4. a ) 

= 5.2 + 6'10-4z + 120e-0 •005 
2 e08 0.986 [(t + to) - 0.290 ~ 

Jlimför med ckv. 3.7)1 Obs T = 365 dagar! 

Lnklaste slittet att konstruera kurvorna på de angivna figurerna tor

de vara att på ett mm-rutat papper t.ex. slitta tidsaxeln för ett år 

:= 360 mm dvs. 1
0 

;."::'"' 1 mm. Vi upprättar dlirför tabell (4.2) samt uppri

tar "grundkurvornall uta,n någon fasförskjutning dvs. rakt under varand

ra. Dlirefter överföres dessa genom överlliggning på ett ljusbord, var

vid kurvorna förc3kjutc,s i överensstlimmelf:Je m,"d de beräknade och i tab. 

(4.2) införda fasförskjutningarna. På detta slitt erhålles kurvorna på 

fig. 4.1. De för konstruktionen av kurvorna på figurerna 4.2. och 4.3. 
nödvändiga värdena erhålles sedan genom avllisning av eller grafisk över

föring från fig. 4.1. 

Enligt ekvationen (2.2) är temperaturen (~h en funktion av de två 

oberoende variablerna ~ = djup och! = tid. Vid grafisk framstlillning i 

planet erhålles dlirför tre olika kUTvskaror, allteftersom den ena eller 

andTa av de tre storheterna betraktas som parameteT. 

Betraktas djupet ~ som paramete~ erhålles ett enkelt trigono

metTiskt samband mellan tempera tUTen _. och tiden!. Den grafiska fram

stlillningen (fig. 4.1.) ger oss en åskådlig bild av temperaturens varia

tion med" tiden på de valda djupen. De enskilda kUTvorna kallas geot~. 

Experimentellt erhålles sådana kUTvor vid t.ex. automatisk TegistTering 

av temperaturen på olika djup. 

Betraktas tiden t som parameter, erhålles ett samband av något mera 

komplicerad art mellan temperaturen rD' och djupet ~. Den grafiska fram

stlillningen (fig. 4.2.) ger oss en åskådlig bild av temperatuTens varia

tion med djupet vid de olika valda tidpunkterna. De enskilda kUTvorna 

kallas tautglU'2.l!&t. Enligt ekvationen (2.2) i.ir de med djupet starkt 

dämpade vågkurvor. Experimentellt 8I'hålles de om temperaturen på några 

olika djup avläses t.ex. en viss dag och de erhållna värdena inpI'ickas 

i ett temperatuT~djupdiagram och punkterna sammanbindes. 

Betraktas tempera turen ,,)" som parameter, erhålles ett lmmplicerat 

samband mellan t och z. Den grafiska fI'amställningen (fig. 4.3.) ger oss 

en åskådlig bild av djupet och varaktigheten av olika temperaturer i mar

ken. De enskilda kUTvoI'na kallas .termoisQl!].~.:ter~" 
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Den av R. Gandahl (jfr med Grundförbättring 1957, årg. 10, nr 11) 

konstruerade tjäldjupsmätaren kan sägas direkt ge oss termoisopIeten för 

00 C. 

Ex. 4. 1 . För att mäta marktemperaturens växling under året skall sex 

termometrar placeras på olika djup. Den översta skall plaoeras på 30 om 

djup ooh den nedersta (djupaste) på 600 cm djup. Bestäm den lämpligaste 

fördelningen av de övriga fyra termometrarna l 

Lösning. Om vi i anslutning till vårt numeriska exempel ant a r att 
'f, o 

Ar) är 12 C, så kan vi a nvända tabellens 4. 1 siffror för konstruka,o 
tionen av nedanstående kurva. Lösningen framgår sedan av figuren1 

8 

7 

6 f 

:\ 
31. 

I 
! 

2 t 
• 

1 i 
1 
i 

i. 

, i 

\ : 

I 
~ _. __ . 

iQ 

10033 
0.60 
9.73:5 1.946 

600 

. .. ~ __ ~2-:_~---1.~ ___ .... L ._._. __ . __ . ~ . _ . _. __ L . . _ I __ ' _ ___ • ___ 1 ___ .. . 0 _ _ _ '! .. __ . __ .l o., 
. , "-- -"- --_._ .. . - ---"._-_ .. 

O 100 200 300 400 500 600 
z cm 

Fig. 4.2. 
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1<'ig. 4.2. lVIarktemperaturens variaticn med d,jupet vid några olika 

tidpunkter undeT året. 'I'emp eratur-djup kurvor s. k. tau t0kroneT. 
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I ekva Uonen (3.1) förekommer uttryckE')t 

pä tvä ställen. Uttrycket kan också skrivas 

rr 2 r, 
il If DT 

, 
;\ ])'J' 

Substitueras uttrycket (a) enl. (b), erhälles 

2 
z 

-- n .~ z t 
e cos 2 'il" (-: •• -~,) a,o A _ 

där deusutom tecknet för vinkeln ändrats enligt den kända relationen 

c o s ;i~_ := o o S (- el, ) 

Ekvationen ('5.2) är en synnerligen användbar form vid beräkningar 

och diagramkonstruktioner. 

Om vi för enkelhetens skull sätta c = O, vilket ju för alla 

(a) 

(b) 

( c) 

Z-<~" 2 m betyder ett fel i m 200 ~" 0.12
0 

C, och räknar (17' frän medel
~ 

värdet, förenklas ekv. (5.2)till 

z 
-2 n' 1\ 

e cos 2 r" (~ _ 1) 
,I j\ T 

Med hjälp av detta uttryck kan tabellerna 5.1 och 5.2 beräknas 

'ra bell ::2. 1 • 

~ -" 
"';!4-

" '" --------rj 
l .:~~.~ II t\ :i-' If z 

II 
z . a t,Z il 

J, l\ i~)? Ä L\ !I~; l 
t:l,O 'I ' a,o 

0.00 1.000 
---i-

0.50 0.043 I' 

0.05 0.730 Ii 0.60 0.02:) 
11 

1
0

•
10 0.533 l' 0.70 0.012 Il 

0.15 0.390 Il 0.80 0.006 ~ 
il il Ii 0.20 0.2ElL) Ii 0.90 0.0035 

11 0 70 
II il 

'I • ) 0.152 J 1.00 0.00187 II 
Il 

II II il 0.40 0.081 
II H il " 



18. 

Av tabellen framgår, att amplituden på ett djup av omkring 0.75 ~ 

sjunkit till en procent av amplituden i ytan och att den på djupet 

Z :::: >., d t " en .afl· uppgar till c:a 0.2 % av amplituden i ytan. 

Om vi uttrycker ~ i decimaler av 1:... dvs. ~ ~, p >\ och t i toLfte

delar av perioden T, så kan vi lätt beräkna och uppställa tabell 5.2. 

I!''':~''"., .. ".~_ ·lr·--~·--;~·~···T-·--;--:·~··;~· !"-~-;~~~"'-r'~-~';~-'-I O • 4~'-1--~-:;-~~~~ ~ 

I--~ 1.00oT~69~'4~;-Ia-:;-;-F;-:05;to.~~T-O'~3 t91 
I T/1~ I 0.866 I 0.,14 0.~)31 1 0 • 212 , 0.032 \-0.033 1-0 •037 -0.023 

! 2rr/1~ II 0.[500 0·54'1 0.487 I 0.278 0.105 0.009 -0.022 1-0 ,021 

3T/12 11 0 •000 0.225 0.314 10.271 0.144 0.048 0.000 )-0.014 

1

4rr/12 II -0.500 -0.152 . 0.056 0.190 0.149 000741 0.022 1-00002 

! 5
r
r/12 II -0.866 ,-0.488 1-0 • 217 ,0.059 0.113 0.081 l 0.037 l 0.009 ~ 
~ __ l ._L __ .. --l .. _~ __ .--J...... __ ..• _ ................ " ---L....... ___ ••. _ • ......!_._.----!j 

6rr . Tabellen behöver ej ytterligare utbyggas, enär för t = 12 vlnkeln 

blir 2 rr 11 - 2 Tr' • ~~rIl = 2 Tf n - Tf'. li'ör bE,räkning av 

rande intervallet Tf -;2 fi- Jean då relationen 

utnytt;jas. 

-värd.en motsva-



6. 

Numerisk g~12.Q}.!.lrEj,knJJ)'..8:"'_ aV __ <::j; t teorettskL._~~~I 

E!. __ en_.5~;zgn.s våg.:., 

Dygnsvågen ber~knas i anslutning till de medelfdrhållanden, som 

precisere.s av tautokronen fdr juni dvs. kurva nr 6 på fig. 4.2. 

Vi antar, att dygnets medeltemperatur ~r +13.7° C (se nedanl) och 
o o~2 

att amplituden är 10 C. '.l'id(,n f:lnges i timme.r. Om Il '-= 0#004 _L __ 

j 
~ så blir 

s e,\: 

Således 

2 6 2 
]) '"' 0.004 2!!l.-], e~ 0.004 • ~(O)O cm

1 ser )0 U sez 

,. . ....... ', ... _~ .. " ~""'"., ~-~.~ 

). ""' 2 '14.4-24 = 2-1.7725"3.7947'4.8990 

2.746 ~l~m 

2 
cm 
tim 

65.90 cm 

Dämpkonstanten blir 

1. 7725. -1-1 '" O 0953 r:; ~:rl cc.::.; 0.10 om 
3.7947-4.8990 • J 

Fdr medeltemper2turens minskning med djupet inom intervallet 0-30 cm 
V', 

erhålles vid noggrann avl~sning av tautokronen z = O, (V = 13.70 samt 

z = 30, 11.30. 

fl 13.7 - 0.08 z 

Ekvationen (2.2) kan nu skrivas 

= 13.7 - 0.08-z + 10-e 

z 
10 eos 

'rT 

Vi beräknar tabellerna 6.1. och 6.2. samt konstruerar kurvorna 

(6.1 ) 

fig. 6.1. och 6.2. TermoisopIeterna har i detta fall icke blivit uppri

tade. Den intre~3ser{ide läsaren kan själv f30m övning konstruera dem genom 

grafisk överföring av värden frän fig. 6.1. till ett djup-tidsdiagram, 

vars tidsaxel överensstämmer med tidsaxeln i diagrammet på figur 6.1. 
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~_~~ VUla, Ettt ekvationen för Em termoisoplet kan skrivas 

t ~I t T 
z - + )\ o 2rr 

are eos 
. .... o Z _;;;;.]. ____ m, o ~ ____ " 

2Ti' z 
e 

,o 

där . är den konstanta temperatur, som termoisopleten motsvarar. 
J. 

1.9l2.f1.:h!lg: Under beal"tande av begynnelsevil1Jwren, uttryckta i 

oeh med ~ infört, kan ekvationen (3.1) skrivas 

e 
2Tt 

1\ z eos 2 rr 

t , 
o 

24. 

(a) 

(b) 

Termoisopleten definieras av att ';h är ):\:OJ1f3'tan.t 
~~J..,._ 

• Genom insättning 

av detta värde och enkla omformningar erhålles 

ClOS 2Tr (c) 
\ ,-t/' e (, ... ~: a, o z 

eller om cosinusfunktionens invers införef3 

t --1- t 
21'1" ( ___ o ~) 

T - A (d) 

varav slutligen (obs. v d., ) 
T' 

t z - c z _L __ Jlli...::o~ __ _ 
to + 2n arc eos 2 Tt~ ( e) 

v 
z 

e 
D,O 

Ex. ~2~. UndersÖk, om någon Elv de s. k. j;ermoisopleterna. har formen 

a v en :ciH linj e. 

J~ösl:LUUi: Enl. ex. 6.1. erhålles dEc' olika termoisopleterna ur ut-

trycket 

t 
z 

- t v o 

för olika värden på 

Ir 
+ 

2" 
are eos 

'" l<:onst. 

- c z 

z 
(a) 

Av uttryclwt framgår, att .1 blir en lineär funktion av ~? om det 

inträffar, att det trigonometriska uttrycket blir konst. för något värde 



på Detta hr tydligen endast möjligt, om 
i 

... "', 
.{!.' och c z kan för-
~ 

summas. 

Nämnaren 

z 

är tydligen * O och en funktion flV djupet 7 men om c z förlmmmas och 

;~ o' så blir täljaren = O och , 
c:.:rc 

t är då en lineär funktion av z eller 

(,?_~-'!. z 
t 

.,' 
+ v ;1 

'T 

t 
,,_C2.) 

~:' 
T 

(b) 

( c ) 

vilket hr ekv. för en serie rät~ parallella linjer med vinke1koefficien-

ten = inverterade värdet av vågens hastighet och ordinatan i origo t
1 

t 
t (L.2L.i.....l o) il' 

1 4 - T 

Två konsekutiva parallella linjer ligger på avståndet 

t - t 2 1 

dvs. halva perioden. 

T 
2 


