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natur och annat material som av olika anledningar ej ges ut i tryck delges ofta

i stencilerad form. Institutionen har ansett det limpligt att redovisa dylikt

material i form av en i fri f6ljd utarbetad serie, benimnd stenciltryck. Serien

finns endast tillgdnglig pd institutionen och kan i mdn av tillging erhdllas ddr-

ifran.
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TEN AGRONOMISKA HYDROTEKNIKENS OMFATTNING OCH INDELNING.

Agronomisk hydroteknik kan definieras sem léran om &kermarkens vadtenhus-
h8llning och metoderna for dess reglering till jordbrukets gagn. Den agronomis-
ka hydrotekniken har i vidaste mening till uppgift att bidraga till utforskan-

det av den miljd, vari vara kulturvixters rotter leva, och att utifrédn den
hdrigenom vunna kunskapen reglera densemma. Hirav foljer att &dmnet behdver
utnyttja och gora tilldmpbart erfarenheter frén ménga av naturvetenskapens
drminer, Dess egen grundliggande forskning tillhor framfdr allt dmnena markfysik
och hydrologi. Den agronomiska hydrotekniken har hérvid i kanske hogre grad

in andra nirliggande delar av jordbruksvetenskapen att beakta alvens och grun-

dens egenskaper.

En djupare forstdelse av markens och vixtermas vattenhushillning kan en-
dast erh8llas i den midn som resultaten utnyttjas frén de omrdden av viaxtfysio-
logien och ekologien, vilka syssla med kulturvixternas rotsystem, vattenuppta-
gande och vattenavgivande. Vid de tekniska ingveppen dr det viktigt, att de in-
om degsa omrdden framkomna resultaten beaktas.

De allminmnaste och viktigaste satserma ur hydromekaniken bilda underlaget

for den tekniska delen., I vissa sammanhang dro dessa dven av grundliggande be-
tydelse vid studiet av vattnets rorelse och fastlidggning i marken, P4 detta &m-

ne och de ovan ndmnda har den tilldmpade agronomiska hydrotekniken att grunda

sina ingrepp och regleringar,
Sasom en relativt fristdende men icke ddrfor mindre betydelsefull del stir
det socialt-ridttsliga frédgekomplex, som sammanhidnger med dmnet och som finnes

sammanfattat i den Svenska vattenlagen. I detta sammanhang spela begreppen kost-

nad och batnad en betydelsefull roll, d& de statliga stdditgirderna utformats
med hinsyn till forh8llandet mellan den beridknade nyttan av och kostnaden vid
foretagets genomforande. Ndr flera intressenter ingd i foretaget fordelas kost-
naden efter vunnen batnad.

Det &dr hdr ej nddvindigt att stanna vid den ndrmare definitionen pd och
inneborden av ovan angivna vetenskaper., Sdsom samlande mdl och gemensam rikt-
punkt for undervisning och forskning inem #dmnet agronomisk hydroteknik bor sté

en oavldtlig strévan efter att vidga vlr kunskap om Akermarken sdsom vattenmaga-

sin och livemiljo for kulturvédxternas rotter, Endast i den mén, som denna var

kunskap vidxer, Ckas ocksd vara mdjligheter till foérmuftiga och planmissiga in-
gripanden i markens och vixternas vattenhushdllning.

For det ovan i korthet definierade och betydelsefulla omrddet av jerdbruks-
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vetenskapen infdrdes i mitten av 1930-talet av #Zmnesomrddets forste foretréddare

vid Lantbrukshogskolan, professor H. Flodkvist, namnet agronomisk hydroteknik.

Hirvid fringicks den tidigare frin tyskan stammande termen kulturteknik. Genom

den nya namngivningen undveks den oklarhet och méngtydighet, som den gamla be-
nimningen innebar, samtidigt som dmnets omfattning och centrala innehdll pre-
ciserades.

Denna presentation av dmnet agronomisk hydrotekmik visar, att detsamma

ldémpligen indelas i tvenne huvudemradens A. grundliggande eller naturveten-

skaplig del och B. tilldmpad eller praktisk del, Dessa huvudomrdden kunna se-

dan bli féremdl for en mer eller mindre 18ngt glende uppdelning i delomrdden.

Amets grundliggande del uppdelas lampligen i I elementdr hydromekanik och

II hydrclogis markprofilens vattenhush8llning. Omfattningen av och innehdl-

let i1 dessa bada discipliner framgér av den i respektive delar givna inneh8lls-
forteckningen. Den vidare uppdelningen och systematiseringen av dmnets till-

lémpade del genomfOres i annat sammanhang.
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1, Inledning.

11, Ngra definitioner.,

Hydromekanik &r léran om vétskors jamvikt och rdrelse. Den moderna hydro-

mekaniken dr i hog grad baserad pd en kombination av experiment och matematisk
analys. En allmén strdvan dr att med hjdlp av dimensionsanalys (se langre
framl), dynamisk likformighet o.s.v. forscka ge utfirda experiment ckad birvidd
m,a, ord att sld en brygga mellan den experimentellt och praktiskt instéllda

hydrauliken och den klassiska hydrodynamiken, som utgdr en gren av den matema-

tiska fysiken.

Hydromekaniken indelas i hydrostatik och hydrodynamik. Hydrostatik &r

ldran om vitskors jédmvikt. Det &r en exakt vetenskap, vars lagar kunna hirledas

rent matematiskt utan anknytning till omfattande experiment. Hydrodynamik &r

ldran om vatskors rodrelse. Denna kan i sin tur indelas i kinematik eller geo-

metrisk rorelseldra samt kinetik. I kinematiken undersodkes och beskrives rorel-

sens geometri, d.v.s. huru kropmar i detta fall vitskor rora sig. I kinetiken
studeras rdrelsens ersaker och omvint denav dem betingade rodrelsen. Fedn den
allmidmna mekaniken erinras om att hirvid de hypotetiska begreppen kraft, trog-

het och materiell punkt dro av fundamental betydclse., Hydrostatiken betraktas

ofta som en underavdelning av kinetiken. I hydrostatiken &ro de accelererande
krafternas summa noll.

Véra studier i hydromekanik avse att 1. ge allmédr. trianing i deduktivt-
matematiskt tédnkande ech metodik, 2. bilda underlaget for de dimensioneringar
och berdkningar, som behova géras i den praktiska delen och 3. ge vissa grund-

begrepp behdvliga for studiet av hydrologien,

12, Viatskors mekaniska egenskaper.

Hydremekaniken har fatt sitt namn av det grekiska ordet for vatten (hydar).
Hydromekaniken har ocksd sin storsta anvindning pd vatten och ur agronomisk-
hydroteknisk synpunkt dr det den enda vidtska som intresserar oss. Vi komma 1lik-
vdl att forscka gora vara hidrledningar och diskussioner med hinsyn till ett mera
allmint viatskebegrepp, déd detta tillvigagingssitt okar anviandbarheten av de hir-
ledda satserna samt vidgor fOrstéelsen for den strévan till generalitet, som ut-
mérker vetenskapen i allminhet.

En vatska kan karakteriseras ur i huvudsak tvenne olika synpunkters

L. molekylarteoretiskt, d.v.s, genom att ange vitskans molekylbygenad, mole-




-2

kylernas rymdkonfiguration, upptriddande, inter- och intramolekyléra krafter

etc. och 2. utifrdn ett studium av vitskans mekaniske cgenskaper sésom seghet

eller viskositet, sammantryckbarhet, elasticitet m.m. Den férsta synpunkten
skall ndrmare belysas i inledningen till hydrologien, d& vattnets forhdllande
i jorden i hdg grad miste bestdmmas av dess molekylédra byggnad. For hydromeka-
niken dr den senare synpunkten den viktigare.,

En vitska ken definieras sésom en materiell, kontinuerligt sammanhingande
kropp, som — 1 motsats till en fast kropp - &r kinnetecknad av delarnas
lattrorlighet i forhdllande till varandra. Detta innebdr, att en véatska bjuder
endast ringa motstind vid formfordndringar. En vatske saknar bestdmd form men
har i regel bestédmd volym. Formen rittar sig efter begrdnsningen av det kirl,
vari vitskan befinner sig.

I stort sett Overensstimmonde med ovan givna allmdnna definition av be-

greppet vétska dr denmna:; en véatska dr en kropp, som i statisk jémvikt icke

kan upptaga ndgon skjuvspéinning. I en vitska utjdmnas alla tangentialkrafter,

likgiltigt huru smd dc &dn dro, forutsatt att vidtskan tilldtes komma i jamvikt,
Denna egenskap sdrskiljer de tvéd tillst&ndsformerna fast och flytande.

Figur 1.0l visar en schematisk bild av tvenre metallstavar forenade medelst

| ett nitforband a.

% Krafterna Fl och F2
bod L rmmmm AT Ay gtrdva att fora sta-

| © i ) L . varna is#r medelst en

“j parallellforskjutning.

Fig. 1.01 Vid jamvikt balanseras
den i niten hdarigenom uppvickta skirspinningen av i niten existerande molekylé&ra
krafter, kohesionskrafter. Tdnka vi oss niten ersatt med en vidtska, sd skulle
dven en infinitesimal kraft fororsaka en kontinuverlig rorelse.

I vila kunra s8ledecs viatskor icke upptage nigro skjuvspinningar (givetvis
ej heller dragspidnningar). Ndr olika vitskeskikt befinna sig i relativ rorelse,
har det emellertid visat sig, att tangentiella krafter upptrdda i grinsytorna.
Dessa fororsaka energifdrluster vid vidtskornas stromning., I analogi med den vid
fasta kroppars rorelse upptrddande friktionen kallas denna fdreteelse vitskors
inre friktion eller viskositet. Den kommer att mera ingdende behandlas lingre
fram, En vétska, vars inre friktion &r sd stor, att den ej kan forsummas, kal-
las seg eller viskoss.

O0fta betraktas gaserna sdsom en underavdelning av vdtskorna. Man talar d&

om vitskor i egentlig mening och om gaser. De egentligo vitskorna skilja sig

frdn gaserna bl.a. déri, att de forra ha bestédmd volym, de senare sakna bestémd
volym, en védtska kan ha en fri yta, t.ex. ytan av en 8jo, gaserna diremot fylla

hela det rum, i vilket de befinna sig o.s.v. I fortsdttningen ha vi ingen anled-
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ning att nidrmarc sysselsidtta oss med gaser, men det kon vara intressant att
hir pipcka, ott samma lagar gilla for gasers som fOr vitskors rdérelse upp till
hostigheter pd ca 170 m/s (22600 km/h).

Medan gascrna dro i hog grad sammantryckbarn, kompressibla, kuana vétskor-
no vid de flesta praktiska problem betraktas sdsom osammantryckbara. S& &r t.ex.
f6r votten av 00 volymminskningen for varje kp/cm2 bryckokning 0,05 0760 av
den ursprungliga volymen, Vid stigande temperatur blir sammantryckbarheten Hnnu
mindre. Borttages en tryckdkning pd en vitska &terter den fullstédndigt sin ur-

sprungliga volym, d.ve.s. dess elasticitet &r fullkomlig. Som en foljd av dessa

cgenskaper kan en vitskas specifika vikt betraktas sdsom konstant.
Motematiskt definieras sambandet mellan en tryckokning och motsvarande
volymminskning hos en vitska av ckvationen

dv

dp = - ke (1.01)
dir dp = tryckdkning (i kp/omz)
dv = volymminskning (1, mB)
V = total uwrsprunglig volym
k = sammantryckbarhetsmodul
For vatton dr k = 21000 kp/cmg.,

121, Den idecala vitskan.

Inom den allmdnna mckaniken spelar begreppet stel kropp en viktig roll.
Denna idealigering av verkliga kroppar mdjliggdr 1 mango fall en stdrre enkel-
het i den matematiske behandlingen av rdrelse- och jimviktsproblems Bortse vi
frdn de verkligo viatskornas inre friktion och sammantryckbarhet erhAlls vi inom
hydromeckaniken ett motsvarande begrepp den ideellc vitskan. Minga av hydrodyna-
mikens klassiska matematiska undersdkningar gjordes p& denna tinkto ideella
vatska,

Trots att det i mdnga fall visat sig svart att bringa de erh8llna ekvatio-
nerna till Overensstédmmelse med experimentella resultat, ha likvdl vidrdefulla
allménne resultat erhdllits. I mdnga fall kan en motematisk analys vara en eko-
nomisk och vardefull metod £or upptickandet och fOrsticlsen av '"certain trends',

vilka icke sd 14tt framtrdda vid ett rent empiriskt studium,

13. Dimengioner och enheter,

For att i mojligoste médn undanrdja den oklarhet, som uppbridande’ av olika
enhetssystem fororsakar, skall hir i kerthet det i detta kompendium anvinda en-

hetssystemet diskuteras. Nagon utforligare behandling dr ej mdjlig att ge, utan
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den intresserade hinvisas for ett mera ingdende studium till gingse léro- och
uppslagsbocker (se #dven lingre framl). Vid ldsandet av problem &r det alltid
bast att konsekvent rikna under anvindendet av ett system och att omvandla
givna data till detta, om s8behdvs. Onskas svaret givet i en mera speciell
form, kan en reduktion sedan foretagas. Vid anviéndendet av engelsk och ameri-
kansk litteratur med didr ofta upptriddande fradn véra avvikande enheter eller

sorter, dr sikerhet i omrdkningar fran den ena enheten till den andra ndodvéndig.

1%1. Accelerationslagen.

Grundliggonde for mekanikens enheter &dr Newtons 2. lag, accelerationslagen.

Denna lyZers accelerationen &r proportionell mot den verkande kraften och rik-

tod lénss den réta linje i vilken kraften verkar.

Demna lag har ndrmare studerats i fysiken. Vi repetera hir endast for sam-
manhangets skull dess inneh811l, Befinner sig en materiell punkt i vila, eller
ror den sig 1 en ribtlinjig bana med likformig hastighet, kunna vi dédrav draga
den slutsatsen, att antingen verkar pd densammo inga krofter eller ocksd hdlla
de varandra i jémvikt. Ar rorelsen fordnderlig, vore sig foridndringen avser
hastighetens storlek eller riktning, méste enkraft eller ett system av krafter,
vilka scnare kunna ersidttas med en resulterande kraft, verka pd punkten ifrdga.

Verkar kraften i tangentens riktning, f&r man en tangentialacceleration, d.v.s.

hastigheten i banan kommer att Ska eller minskaj verkor dédremot kraften i nor-
malens riktning, ger den upphov till en normalacceleration, d.v.s. en férdnd-
ring i punktens rdrelseriktning.

Enligt supcrpositionslagen &r dessutom kraftens verkan oberoende av om
andra krafter samtidigt angripa punkten samt av den materiella punktens forut-
varande rodrelsctillsténd.

Matematiskt kan logen formuleras

F = ¢cemea
dir F = den verkande kraften (vektorstorhet)
¢ = en konstant, vars rmeriska virde beror av de valda enheterna
m = en skalédr storhet, kroppens massa

a = accelerationen (vektorstorhet).

132, Mavtenheter, métetal, dimensionsformler.

Fysikaliska storheter angivas kvartitativt genom att deras storlek i for-
hillande till en bestdmd storhet av sammo slag bestdmmes. Den senére storheten
kallas di mdttenhet eller kort och gott enhet. Det antal glnger den valda enhe-

ten innehflles i den uppmédtta storheten kallas storhetens mitetal, sdledes



mfim.

Storhet
Tnhet

Storheten kan allts8 sdgas vara produkten av mitetal och enhet,

Vatetal =

En ckvation, som definierar den valda enheten med hjdlp av andra enklare

cnheter kallas enhetsekvation. T.ex. (h = timme)

km 1 km
2L mR .02
. h 1 h (1.02)

In ekvotion, som endast anger ett samband mellan fysikaliska storheter,

kallas storhetsekvation. T.ex.

v oe = (1.0%)

I denna ckvation Ar ingenting utsagt om de enheter, 1 vilka v, 1 och 1 skola
mitog.
Divideras storhetsekvatbtlonens bada membra med enhetsekvationens motsvaran-—

de membra, erhdlles en storhets-—enhetsekvation., T.ex.

v 1/km
¥m/n tgh (1.04)

Med hjdalp av dessa ekvationer kumna omvandlingar 1d4tt gbras. Antag t.ex.

ott 1 mites i km och $ i timmar (h) men att v Snskas angiven i cm/s, huru lyder
da storhets-enhetsekvationen?

Inhetsekvationen blir

100 000 cm 103 cm

1 la/h - 5600 s~ 56 s
eller
cm/s = 36 °km/h
10°
Foljaktligen

v 10° 1/im
cm/s 36 t/h

Kvalitativt anger man en storhet genom dess dimension i form av en dimen-
siongformel, varvid man brukar utgd frin vissa mer ellcr mindre godbtyckligt

valda fundomentaldimensioner, t.ex., lédngd, tid och kraft eller lidngd, tid och

massa. En enhets dimension Ar produkten av fundamentalenheternas potenser. Hiar-

vid betecknas massan med M, léngden med L och tiden med T.
T detta arbete definieras grundenheterna eller fundamentalenheterna (dimen-
sionerna) sdlunda:

Enheten for lingd, 1 m ..... lingden vid OOC av den internationella

prototypen for metern,

oten for massa, 1 kilogram ..... magssan o en internationells
Enheten for magsa, 1 kilogra an ov d t ationella

prototypen for kilogrammet.
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1 .
Enheten for tid, 1 sekund ..... 7= av etl medelsoldygn.
84600

Med hjsdlp av dessa grundenheter och Newtons lag definieras enheten for
krafts
Enheten £or kraft, 1 kilogramkraft (kgf) eller 1 kilopond (kp) «ss

oee den kraft, som 4t massan 1 kg ger en acceleration av

e, = 9.80665 m/sz°

Kraftekvationen fir formen

F = ‘}" 2l <1'05)
€

Vid praktiska berdkningar kan &, 1 allménhet avrundas till vérdet 9.81.

Enligt svensk lag dr massa = vikb. En kropps vikt far ej fdrblandas med

dess tyngd, som &r ctt mdtt pd den kraft, varmed jorden attroherar kroppen.
P4 en ort, dir tyngdkraftens acceleration &r g blir tyngden G av en kropp med

massan m tydligen enligt (1.05).

G =—¥~ ‘meg = Boep

0] o}

I de flesta fall, dd noggrannheten ej behover vara storre én négra promille,

xan fakborn £ sittas = 1. Vi kmna da sdga, att en kropp, vars massa dr m kg

hor tyngden ° Kp.

Bland Ovrige system erinvas om c-g-s-systemet, ddr kraftekvationen har den

enkla formen F = mea, Vidare erinras om Giorgisystemct, ddr kraftenheten #Hr

; PO 2 .
den kraft, som &t massan 1 kg ger en acceleration av 1 m/s”. Kraftekvationen
har dven hér formen F = mea. Kraftcnheten kallas 1 Newbton odh betecknas med n.

Av ovangtidende erhidlles 14ttt
1n I kp
' 9.81

och alltsd 1ng<0.1 kp eller lngtyngden av 1 hg.
Med hjalp av dessa grundenheter odh definitionsckvationer eller fysikaliska

gamband hidrledas sedan Svriga enheter,

Px, 1,01. Vilken dimension har accelerationen?
Losning:  Accelerctionen definieras av ekvationen

R4
dt

Dimensionsekvationen for accelerationen blir d& (kantig percntes markerar di-

mension)

2

’_ OO ot ¥ = a‘mv :E,.. - s
lAcceler tion| = o o= LT
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Ix, 1.02. Hirled dimensionsuttrycket £or energil
Losuing:  Energi dr allt, som kan omvandlas till arbete. Arbete W de-

finieras av ekvationen

W= Fo1 (F och I vektorer)

Hérav erhilles
[arbete] = (FeI] = med o1 = werer”
: . 72

2



G

Tabell 1 immehiller en sammanstdllning av ndgro viktigare mekaniska

gtorheters beteckningar och dimensionsformler,

Tabell 1. Nagra viktigare mckanigka

storheters beteckningar och dimensionsformler.,

Storhet % Beteck~ Dimensiong-— i Vanligen anvind enhet
. | ning formel | .
Geometriska
Lingd 1, 1 L | Meter, m
Yta, area % A L2 % Kvedratmeter, m2
Volym } v L5 % Kubikmeter, m3
Hojd, forlusthojd §H9h,hf L % Meter, m
[Kinematiska i |
gTid % Y T i Sekund, s; timma, h
;Varv pr minut % n Tml ? Varv pr mimat, Te.p.m.
Hastighet - Lorh | eter pr sek, m/s
§Vinkelhastighet ER Tml | Radianer pr sekund
Acceleration a L“TWZ Meter pr sekundz, m/s2
Tyngdkr, acc. g Ler™? e " , (9.81 m/sz)
Vinkelacec. b e Radianer pr sekund2
Kinematisk visk. J et Stok, cmz/s
(Flode, vdtskeforing q L5°TM1 m3/89 om?/s 084V
Aynamisks
Massa M,m M Kilogram, gram, kg, g
Kraft i M°L°T“2 Kilogramkraft, kgf, kilepond,kp
Ytepanning - M°T2 Dyn/cm, Erg/amQ, kpm/m2
iTéthetg sp. vikt L e8 1er? | kg/dm3,gj/cm5
Spec. tyngd Lt M’Lm2°TM2 | kp/dmay p/cm5
Viskositet S yor, oL Poise, dyn~sekuni/cm2
Tryck Pyp M”LN1°T~2 Atmostérer, kp/cm2
Blosticitetsmodul B W K/ on”
Tmpuls I M°L°T~l Kilopondmeter pr sek., kpm/s
srbete, energil W M°L2aTM2 Kilopondmeter, kpm
Bffokt P Mor” e | Hastkrafter, hk: kilewatt, ki

x) Obs! For att i formlor och vid berdkmingar kunna skilja bokstaven 1 frén

1, ndr 1 stdr ensamt och betecknar lingd, snvindes beteckningen 1 for

Léned.
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Lingre fram komma vi att 1 ett sirskilt avenitt studera den hjslp for 1o-
sandet av mekaniska problem, som dimengionsbetraktelscr kunna ge. Den hédr giv-
ne framstidllningen har avsett att aktualisera vissa begrepp, och vi komma att
1 fortsédttningen utnyttja denna genomgéng vid behov, .

Det kan vara virt att observera, att & enligt det féreghende blir nume-
riskt = och s (i = %}'5@@40). Dimensionen #dr dock som synes en annan, och
vid mdngn hérledninga% och diskussioner &r det nddvindigt att hidlla de bada
begreppen isfr. I det tekniska systemet dr Yy ca 9.8l ggr stbrre &n ¥ (se teex,

Tundberg: Lirobok i hydromekanik&).
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2, Hydrestatik.

Hydrostatiken har redan definierats sdsom ldren om vatskers Jamvikt. Den
Hr sfsom vetenskap mycket gammal. Dess grundsatser formulerades redan under
antiken, Att en vdtske befimmer sig i jimvikt, innebdr att ings relativa for-
skjutningar av vitskeclementen férekomma. Detta betyder ocksé, att inga skjuv-
krafter cxistera i vdtskan. Det kdrl, i vilket vitsken befinner sig, kan dér-
emot deltaga i olike slag av rorelse., Vatskans jamviktsforhdllanden studeras

d8 med aveseende pd ett med kdrlet fast forbundet koordinatsystem,

21, Begreppet vitsketryck.

En vdtska kan betraktas sisom bestdende av en stor midngd partiklar eller
element i kentakt med varandra. Figur 2.01 visar cn sddan partikel inuti en
vitska, som befinner sig i vila relativt ett med vitskens begrinsning fast for-
bundet koordinatsystem. DPe krafter, som hdlla detta clement i jémvikt, &ro

T T s e nermalkrafter fridn omgivande element samt
pd elementet verkande masskrafter (krafter

proportionclla mot elementets wassa sisonm

A

i#
e

tyngdkraft, centripetalkrafter etc.). En~
ligt Newbons %, lag miste dessa krafter

naturligtvis gvara mot i elementet existe-

rande spidnmingar. P4 figuren ha dessa kraf-
\ . ter streckats. Jamfor for ovrigt aktiva och
passiva krafter]
. e Om nu dA betecknar ett ybtelement kring
Fig, 2,01 en godtycklig punkt B och dF den pd ytele-
mentet verkande normalkraften, s& utgdr kveten

D = % (2,01)
det pd ytelementet verkande vdtsketrycket p i punkten B, p kallas ibland speci-
fika trycket till skillnad mot tetala tryckkraften pd cn yta. Vanligtvis kallas
p dock enbart trycket. I erd kan sdledes trycket definicras sdsom tryckkraften
per ytenhet. Det anges oftast i Eglggz (kg/cmg) eller atmosférer. Hir skiljer
man mellan fysikalisk atmosfédr = 1 atm = 1.03%3 kp/om och teknisk atmosfir =
1at =1 kp/omgo

Om trycket Over en storre yta A kan anses konstant = p, kan tydligen totala
tryckkraften omedelbart erhdlias ur ekv. 2,01 genom integration., SAledes

dF = pn 4.
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och. :

{— F o= peh 1

211, Tryckets cberoende av rikiningen.

(2.02)

Vi skola nu bevisa f6ljande satss 1 varje punkt inuti en vétska i relativw

vila 8r storleken av trycket oberocende av den betraktode riktningen.

L&t punkten B vara origo i ett ritvinkligt koordinatsystem enligt figur

2,02 och 14t den odndligt 1illa tetraedern BCDE representera ett vatskeelement,

som avskdr strickorna dx, dy och dz pd koordinataxlarna,

Doy P och P, beteck~

J

na trycken i respektive axelriktningar och p trycket mot den sneda tetraeder—

ytan CIDE.

Tryckkrafternas storlek mot begrinsningsytorna framgir av figuren. Fdrutom

av dessa tryckkrafter
angripes vitskeelemen~
tet dven av messkrafter
te.ex, tyngdkraften, Un-
der det att tryckkraf-
terna #ro proportionel-
la mot de ytor de an-
gripa, dro masskrafter-
na proportionella mot
elementets volym, Tet-
raederytorna #dro smd
av 23dra erdningen, me-
dan volymen blir liten
av 3:dje ordningen. En-
ligt differentialkalky-

len kunna dérfér mass-

krafterna forsummas vid dx, dy och dz - 0. Tryckkrafterns miste dirfér vid jém-

vikt ge resultaten = 0 1 samtliga axelriktningar.

De wvinklar, som normalen till ytan CDE = di bildar mcd koordinataxlarna

x, y och z, beteckna vid med , - och 4. Genem ettt studiuwm av vinkelfdrhillande-

na i figuren erhdlla vi foljande projektionsckvationcr

dh cos ¥ = Q%g&

dA cos /M = Mz“
/ 2

(a)
(v)
(c)

Jamviktsvillkoren for de pd teftraederytornn angripande krafterna ge dess-

uwbom ckvationerna (d), (¢) och (f)



pidh cosil ~ D ;*fw*z 0 (a)

, dxdy
pdd cos A - P = 0 . (o)

dxdy
pdd ooscy - P =

Kombineras dessa bada ekvationssystem, erhadlles
Py = Py = P, = P (8)

Saledes: trycket i en godtycklig punkt inuti en vitska &r like i alla

riktningar, I en aman punkt B, av vitskan rdder i allménhet ett annat tryck

1
Pp» SOM dock dven &r oberoende av riktningen. Viatsketrycket &dndrar sig sdledes

endast med erten, dr en ren srisfunktion eller punktfunktien. Matematiskt kan

dette symboliskt uttryckas med ekvatisnen
b o= f<X9 T Z)

De ovan hidrledde satserna gilla dven £or vidbtskeoelement i omedelbar berd-
ring med en fast kropp, t.ex. kirlviggen. Trycket dr sdlunda obergende av viag-
gens lutning och dr alltid riktad vinkelrdtt mot viggon,

Satsen om tryckets oberocende av riktningen giller for ideella vitskor gi~
val i vila som 1 rorelse., For viskdsa vitskor gidller densamma endast, om inga

formfordndringar upptridda, ty endast 1 sldans fall {orsvinna tangentialkrafter

N2 .

Vi ho ovan funnit, att trycket 1 en vitsko dr en kontinuerlig funktion &
ortskoordinaterna x, y och z eller
p = f(x,y,%) (2.03)
Om 1 denna ekvation p séttes = py, erhilles
Py= £(x,5 %)
vilket geometriskt betyder en yta fysikaliskt koroakteriscerad av att pd densamma
Bverallt rdder samma tryck P - En sddan yta kallas cn nivéyta eller ekvipoten~
sialyta™ .
Om differensen i tryckenp mellan olika ndarliggonde nivaytor alltid dr den~
samna, kommer avstandet An mellan niviyterna ott vara omvint proportionellt mot

tryckfallet ellex tryekgradienten-f%ﬁ.

x) Vid ndrmare betraktande och av vad som ovan sogbs fromgdr, att en niva-

yta i varje punkt dr vinkelrdt mot de i punkten upptridande masskrafter-
ne.



22, Lulers allminna jémviktsekvationer; hydrostatikens fundamentalekvation.

Vi skola nu hidrleda de allmidnna villkoren for att ctt vitskeelement skall
befimma sig i1 relativ jédmvikt, d.v.s. villkoren for att inga forskjutningar mel-
lan he olika viatskeelementen skola uppstd. Dessa allmimme Jjmviktsvillkor upp-
stdlldes i mitten aov 1700-talet, for forsta gingen av den store schwelziske ma-

temetikern Leonhard Buler (1707-1783%),

Vi betrakta 1 en homogen vitska med tdtheten ¢ ett prismatiskt element med
kantlingderna dx, dy och dz. Trycket i punkten.(x9‘y9 z) 4T p. De lings de po-
sitiva axelriktningarna verksamma masskrafterna betecknas med X, ¥ och Z, Vi
uppstalla jamviktevillkoret léngs x-axeln. Den &%t higer riktade tryckkraften
fas 1dtt till p dy dz. Tryckgradienten i positive x-oxelns riktning kon tecknas
i%% (= partiella derivatan av p med avseende pd x). Particlla differentialen
eller fordindringen i trycket vid forflyttningen strickan dx lérnes xeaxeln blir
~§{§dxg Foljaktligen blir den At vinster riktade tryckkraften (p#i%ﬁdx)dy dz.
Vid jémvikt skall gHlla, d& masskraften blir Qdx dy dz X

pdydz + §dxdydzX - (p+§§£mdx)dydz =0 (2)
Hyfsas denna ekvation erhidlles
4o _ 1
o = 9% (a™)
Z !
{
! |
1~ B j
1 pa !
:P)Z&ng"e VI ,%“%m4j:” gﬁ‘”k)oya&
. A ir::i X,./? ’ i
oy, < !
1 PR
|
A e A
e i
7 /'/
/M e I ///
N
e

Fig. 2.0%



Tor de dvriga axelriktningorna erhilles analoga uttryck, varfor Jamvikte~

villkoret blir

= QY (b) (2.04)

I ord uttryckt ckvationer att tryckegrodienten lings axlarna

L_l

ir d1rckt pTODOTt'“HLl skong Lq+h“+ och den verkande masskraften,

Ny 8x
{ ¢
am = + -SPay 4 ~7Edz
i oy 1D

ffemersiallalylen, Tltinliceras ckvationen (a) med dx, ekvationen
(p) med dy och (c) med dz osh adderzs de uppkomna ckvationerna led for led,

erhilles

Q(b ) _Q:,I?u 3
i d.ydy + o, = CXdx + @Ydy +¢2dz
Av detta foljew
j ¢p = 9Xdx + QVdy + 7 72dz % (2,05)

Floaticnen (2.05) bengmnes hydros! t”

cus fundementelokvotion,

ftersom dp A1 en fullsbindig differential (sc diffcrentialkalkylent)

RN

2 I

miste dAven hégra membrun vars detsaman, Vi boteckan denna differential med
A . DA giller
A = Ydx + Yy + Zdz

eller
rd o
G L x (a)
2 A
/.J Lo 1 2,06
§ 0 (v) (2.06)

senterar den den poten’iclla ene r$'fn per massenhet. Punklicnen har den egenska-

o

Hgr 1ika med kraftens storlek

i cerna riktning,
Tydligen giller
dn (2.07)

X

skall belimma sig 1 Jémvikt Zr attv dob existerar

en kraftlunktion. Den for ozs vikitigastbe krafifunktionen Hr tyagdicroften,



221, Nagra tillémpningar pd hydrostotikens fundementalekvotion.

2211. En vitske under tyngdkraftens inverkan., Om z-axeln sammonfoller

med Iodlinjen blir 7 = -1 (egentligen 2§ 1) och X = Y = 0 eftersom tyngd-

kraften saknar komposanter i horisontalpignot. Hydrostatikens fundamentalekva-

tion reduceras dad t1ll formen

dp = ~leqdz . (2)
Tntegration ger (1+Q blir tydligen =Y )
b - yen b o (v)
Omkastes m-axelns riktning och utbytes z mot h, crhélles
l p = po+?sh. 1{' <2°O8>

Q
1

Ex. 2,0l. Huru hdg miste en Hg-pelare vara, £0r ott dstadcomma ett tryck’
av 1 teknisk atmosfar?
2 .
Losning: En teknisk atmosfdr #r = 1 kp/em”. Om pelarens hijd antages va-

va x m, crhilles

x10°0,01°13,6 i

it

x = 0.735 m = 73,5 em Svars 75.5 om

Ex, 2,02, Huru stort &r det absoluta trycket i kp/om2 1.5 m under vatten-

2 . 2
yton i en &ngpanna, d& &ngans Overtryck dr 16 kp/em”, Vattnets tathet vid rd-
dende temperatur dr 0,865 kg‘/dm5e

Losnings  Trycket blir 16+15°0.01°0.865 = 16,13 kp/omz.

2212, Vatskeytan i en bank, sem ror sig med likformigt accelererad rorelse.

I ctt Sppet kirl (fig. 2.04), som rér sig ratlinigh i en viss riktning med acce-
lerationen a, befinner sig en vitska med specifika vikten s. Magsenheten 1 punk-
ton A ubsittes for tyngdkraften -§ kp samt de ov accoelcrationen férorsakade re~

>3
. . . o) . . ) )
aktionskrafterna Fh och FVo Tetta ger 1 Overcnsstimmelse med ekve. (2.05)

] 2 a .
dp = ~Se= coscl *dX - So(.g = ging )dz (a>
&0 €y 8o
For en nivlyta &r dp = 0, varfor
iy
dZ == "MCOS\{,m dx (b)
£
g1,
Integreral
COS,
B om Y sio (c)
Rrgine

Por x = 0 erhdlles z = 7

it

o= O Ekvipotentialytorna ekvation blir sdledes

z = z." _CO80L  x (&)

§+sinc£
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Tryckets tillvixt med djupet erhdlles ur ekvationen (¢) i ekvations-

systemet (2.06)

4o _ o :
Az =57 (e)

Om z réknas fran den fria vitskeytan for varje x, crhilles ur denna ekvation

och figuren

W(Swg boge2 *gin) (£)
8, = &,

Genom integration och kongtantbestimning erhdlles slutligen, om z ersittes med
h och axelriktningen omkastas
8g,. & .
= pat—(Ll+-gin>)h
0 = pyriidein) (e)

Denna ekvation kan aven skrivas

v

p = PO+?3(lﬁ§ sing)h (2.09)

i
i
i
H
i

Fig. 2.04

Naera specialfalls

A = 0. Nivaytornas ckvabtion blir

a
Z = 7 -~ =X
o g

och vkvatilonen for tryckets tillvixt med djupct fér formen

p=1p+ih

Ar hir a = g Wlir

d.vss. nivaytornas lutning blir 450.
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i)

Z o= 5
[¢]

doves, de dro horisontala,

Tryckets tillvixt med djupet blir
-

+ X (L+=)h
¥ (1)

P =P,

0 - . s
4= 90 Nivaytornas ekvation blir

qi;:ggf, Har blir z = N och s8ledes niviytorna horisontella, Tryckets

tillvixt med djupet blir

Speciellt gédller, om a = g, att p = 1 och sdlodes trycket oberoende av

djupet, VAtskan beter sig, som om den vore utan tyngd,

2215, Vitske i ett kdrl, som roterar. Det cylindriska kirlet i figur 2,05

antages delvis vara fyllt med vitska. Bringas kirlcet ottt rotera kring en fast

axcl, visar det sig, att vitskytan sjunker vid centrum under det att den stigoer

vid sidorna. Efter intrdtt stationirt (d.v.s. obercende av tiden) tillsténd upp-

trédda inga forskjutningar i viatskan relativt kidrlcet och alltsi det med detta

fast forbundna koordinatsystemet. P4 grund av rotationssymmetrin, ken uppgiften

behandlas som ott tvddimensionellt problem,

P
Ly o

77 =
g 2
N / -
s 4
A LY v
1% e ¥ ?(’

' . P 9

-~ S

y Ao 4
'/

- ..
4 yé 7
y "G v

g /.
g
o Y S T e >3 )<

Fig. 2.05

gller, cndr v =40°x

2 . ,
W *x*dx = gdz

Efter integration

For cn ckvipotentialyta dr dp = 0.

Masskrafterna dro hir centifugalkraften
v
Ko (a)

och tyngdkroften per massenhet

(b)

B
i
ag I7e

0

Hydrostatikens fundamentalckvation ger

séledes
2 Q
0 =g e ax ~¢ -8 az (o)
) g x g,



Om x sittes = 0 erhdlles ¢ = 7y och s8ledas

- ZO+Q$,X2 i (2.10)

Ekvationen visar att nivaybtorna Hro rotationsgparaboloider.

Ex. 2,03, 3Bevisa att vidtskeytan sjunker like mycket i centrum som den
stiger vid kdrlkonterna riknat frdn den ursprunglige nivén vid det i avdel-
ning 2213 behandlade problemet:,

Losning: Den ursprungliga nivan betecknas med h. Att rotaticnsparabolei-
dens volym fx hElften av den omskrivna cylinderns volym antoges vara bekant
frin motematiken (Hhrled formelnt). Yed de beteckningor , som inforts pd figur
2,00 uppstidlles d& 1451 clvationen

7jr2h :7(r2Hrw%ﬁTr2(szo) (a)
vilken 18ttt hyfsas t111 formen
2h = ?V~U+7 (b)
gom dven kan skrivas

h-z = B-h (e)

Av denna ckvation synes, abt viatske~

ytan i contrum sjunker h—zo och att

¢ den vid kanterna stiger H~h ooh att
PR
; [ desge differenser dro lika stora.
¢ iz
g v - . .
/ (' Insdttes 1 ekv. (2.10) x = r, er-
] i Ear
AN N
I'4 -
/ . k81lles = = H och sfledes
/r, v o i«; : )2 2
7 CA
s v H= 2+ 35>1 d
y v i i
/ 5 X -
s vl y ¢ omen eftersom 3, = 2h~-H, erhilles
4 S e

gorom substitution

C \2 2
]:{-“‘J_/l o i:»- T a <e)

Denna ekvation enger giledes, huru higt vibtskeyton stiger vid kanterno dver den

arsprunglige nivén. Analogt crhdlles £8r nedejunkningon

(£)

I

;&gﬂmglgéo En nalrsfdrisk skil med radien v Br £y11d med vatten. Den for-

gédttes 1 rotation med vinkelhasbighebenws= 1 r&dimn/s, Huru mycket vatton rin-
rer hirvid ut ur skilen?

Losnings  Tigur 2.07 aterger forhillandenn

d mppndtt stationdrs $1i11-

stind. Enligt dot forvesdende viste 68 gilla
>
Z
T2
Heg = &ee
¢ Z
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2%, Hydrostatiskt tryck mot plana yior,

231, Tryckkraftens storlek.

eller, cndr 1 detta fall co= 1

Volymen ov dot uwbrgmna vattnet blir

2, 4

T = & i’z(szo) A

4

2
T 4
-
v X

Svar: Den ubtrunna volymen &Ar

%’r4

Vi skola mu hidrleda ndgra viktiga satser om vitsketryck mot plana ytor.

T figur 2.08 md linjen BC vara skirningen av on sddan yta vinkelrit mot pappe-

rets plan., Ten eregel-

bundna ytan A mé vara

en del av demna yta,
P& ytans BC vinstra
gida befinner sig en
vatska med specifika
tyngden y. I dvrigt
torde kerrdinatsyste~
mets ldge och Ovriga
beteckningar framgd
av figuren. x-axeln
ligger i skidrnings-

linjen mellan BC och

Fig. 2.08
ekvationerna
AF = pdh =& * 1) edd
Nu Ar enligt figuren
}.: YV eCcos(Y
ar :é’*y*cos@?dﬂ

vatskeytan. Vi kunna

omedel®art uppstilla

(2)

(v)



Integreral
F o= }“oosﬁ%/}~dA (a)
Intogralen7[y°dA 4r tydligen yton Ass moment med avscende pd x-axeln, Men. en-

ligt mekaniken géller

Wf& dA = yO'A (e)

ellcer i ord vdet helag moment = summan av delarnas moment" och sédledes

b :()Cos?;fy dA =) cosu ey A (1)
Mu dr enligt figuren

o= b
yoosdl =k

som infort i (f) ger

"!‘)O oA I (2.11)

Detta viktiga resultot kan i ord uttfyckas g8: Den hydrostatiske tryck-

kraften mot en plan yta dr lika med tyngden av en vEtskepelare, som har ytan

till bas och ytans tyngdounktsavsténd till den frin vitskeytan till hojd.

Exe 2.05, In halvcirkulédr rénna fylld med votbtten kan stingas medelst en
lucka av motsvarande form. Huru stor dr tryckkraften mot luckan, ndr den &r
stiangd?

Losnings Den halveirkuldra ytans tyngdpunkt ligger pd djupet %%f Vat-
tentrycket mot luckan blir alltsé

2 ,.
S B = S

T

Obsl Hirled formeln for halvecirkelns tyngdounkti

Bx, 2,06, Btt stort Oppet avloppsdike med bottenbredden b, dagbredden B
samt djupet h skall ddmmos upp medelst en spéntvigg. Huru stor blir tryckkraf-
ten mot dammen, ndr diket dr helt f£yllt med vatten?

Losning:; Beteckningar och antaganden fromgd av Tigur 2.09.
Tryckkraften pd ytelementet (se
figuren}) blir

| 4F = lexeydx (a)
eller )

F o= /;ydx (b)
Likformigatfigur@r e

B-b
V= Bre ()

vilket Gverfor (b) till formen

y n..h /
— P ::/,/ (waf«fw ) dx =




D]

; B+2b 2
B =7 +h

342 2
Svars Tryckkraften dr B%Th *h

Sifferexempel: b =2 m, B = 10mochh =2 mn gor

o }%éﬁ +4 +1000 = 9330 kp

2%2, Tryckcentrum och dess ldge.

Tryckcentrum definicras sésom angreppspunkten for resultanten till samtb-

ligo tryckkrafter pd en yta. Liget av detta tryckcentrum hirledes i anslut-

ning t1ill figur 2.10. Vi bestémma forst dess y-koordinat eller djuplige. For-
utsadttningorna overensstimma med de for figur 2,08 angivna, Beteckningarnas
botydelse torde i Ovrigt tillrdckligt tydligt framgd ov figuren., TC Hr ytan
Les fryckeentrum, Fnligt definitionen skall tydligen tryckcentrums y-koordinat

uppfylla villkoret
By, = Jy ar (a)

dér P dr tryckkraften mot ytan A, Med hjdlp av figurens beteckningar kunna fol-

Jjonde substitutioner och omformmingar gdras

Koo thy, xJ/&" yorh eda (b)

X“yocosa ?A°yo :Jﬁy-ﬁ’*y cosi®dh (c)
("'2

A*y T, i];y - dh (a)

.. 4 . 2 i y
Nu dr enligt mckan1kgn>[&‘dﬁ = I‘ yton Ass troghctsmoment med avseende pé
ageln x, Vidore gdller, att Ix dr forbundet med Io” troghectesmomentet kring eon

axel genom tyngdpunkten parallell med x-axeln, medelst scmbandet

I, =1 O+'LY§ °h
Sédledes gdller T k[xzd? I
s "§fTKi _ yo+yO?A | (2.12)
] ‘

Lv ckvotionen framgdr, att tryckcentrum alltid ligger léagre dn tyngdpunkten,

I specicllia fall kunns de sammenfalla (Vilka?)c



y
R

N
H

Fig. 2,10 e e

E@iuﬁiﬁZﬁ* Berdkna tryckceentrum £or on rektongel, som har sin cna kant-
linjc parallell med vdtskeyton och vars tyngdpunkt ligger pd djupet h.

mmmmmm Rektangelns dimensioner antages vero de pd figur 2.11 infdrda,
Av denno froamgar dven ovriga beteckningar. Om rokbongelns trdghetsmoment med
aveeende pd on axel genom TO och parallell med vEtskeyton e) antages bekant,

anvindes formeln

: \/ v dA
— v ) Vo=
I e Vo 4

S4lcdes

1 s
- w‘{a \L ' yO = k;“(;%”‘-'— =
1 N / L. £

.
U
]
i
i
i

PR ()
Mig. 2,11 Deew &
12
Yy o= T e

¢ 12h (b)
Antages IO bekont

crhdlles omedcelbart

¢ " Yoy k= M imnmy < M T
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Ex, 2,08, Bn domm ov sten (V=3 kg dma) ned rokbangulirt tvirsnitt har
en hojd ov 1,5 m och en bredd av 0.75 m. Huru hogt kan vottnet std pd ena si-
dan onm densamma uten att risk for stjalpning skall intréffa, d.ves, utan att
resulterande tryckkroften mot basen skoll falla utonfor mellersta tredjedelen
ov densamma?

Losning: Pa figur 2,12 finnas behdvlign beteckningnr infdrda. Alla berdk-
ningor hinfore sig till 1 lédngdmeter av dammen. Volttnet antages f& stiga x m

hogh .,

G = 3+15+7.5+10 = 3375 kp

500 X2

it

It

ORI F= 1"10x"10°5x

X \\7" T f . ' i . ’ y — h+ n.gf,.z. — »_2,.}5
[t R | M T
; ; Likformiga trianglar ge
| . 2
X R 500 x° . 0:375-0.250 _
‘ ,,.I,_.W (I - F S 2% -
F 5375 b T

AN

(_..__.
N

0.2 8

P N A

Pig. 2.12

Svars Vattnet f8r std 1.36 m hogt.

Vid mera oregelbundna ytor #r tryckcentrums lige ¢ bestiamt enbart genom
kimmedomen om dess y~koordinat, Vi vilja for fullstindighetens skull &dven be~
stammo tryckeentrums lége med avseende pd dess x-koordinat. Betrakba Aterigen

figur 2,10} Bnligt den givna definitionen pd tryckcentrum miste gilla

i . /
N — — ¢ e . e}t AN — o i\ e a iy el
b X, M~J xdF = )X bodi = ] X' tycosy da
cller
ek spe . N /\ 10
O X = X COS ?"'X {4
. ! o) c i (l~/ yd‘*

men }20 = § COog./

0
varidr ¢
J o ochex = jxxydA
o} C
eller
S e
xyd! >

j
|
; o = yoaA (2.13)

Intugr&len‘foydﬂ kallag inom mekaniken centrifugolmoment eller trdghets-

produkt och tecknas nyo Cm ytan A hor en symmetrioxel parallell med y~axeln



och denno tilldtes sammonfalla med symre triaxeln, blir ny = 0 (Bevisa dettal).
S& ar i allminhet follet vid praktiska tillémpningnr.
Utan narmare diskussion anfdras dven for 7, och X, £oljande gamband:
C 2 2 2
Lla [fa Uyt

| J ) 2,14
I yoﬂﬁ u{ydA JY’ydxdy < )
CJxydn Sxyas S xyaxdy (2.15)
s} - P - - o

Yo fyan ST ydxdy

24, Hydrostatiskt tryck mot buktigs ytor.

Vid bcstémmaﬁdot av tryckkraftens storlek och riktning mot en buktig yta
dr dot lédmpligt att forst sbke dessg horisontala komposont Fx och dess vertikala
konposant Fy. Desse sommanséttos sedan till resultonten ¥, vars snbringnings-
pankt ligger i ski#rningspunkten mellen riktningslinjerna f£0r FX och Fyo Resul-
tantens storlek och riktning dger dock 1 ménga £l mindre intresse dn dess
horisontella och vertikala komponenter. Vi hidrleds {orst EX och E& genom en en-
kel jamviktsbetroktclse.

Boetrakta figur 2,130 Kurvan AB md vars skirningon av cn buktig yto vine
kelrdt mot papperets plen. I ovrigt giller att Gl dr tyngden av volymen BCDE
(berdkningarna avse léngdenhetenl) . G2 dr tyngden ov volymen ABC, FX dr tryck-
krafton pd ytan AC och F_ den av FX uppviackte rcealttionskraften, F_ Hr den ov

X :
tyngderna GI ooh.G?uppvéc%ta reaktionskraften, Foljoktligen gidller ifbr Jamvikt

fe]
-
i

F och F = G +G
1 X ¥y 172

P— - - o e E& kan tydligen beridknas
$111 storlek och riktning

e
I~
gy

RN enligt tidigare hirledda

formler for tryck mot pla-
na ytor. Och sdledes &ven
F_.
X

I ord kxan resultatet
! formuleras s&y den hori-

gontella tryckkraften pd

en buktig yta dr like med

s podet tryck, som vitskan ut-

svar pd ytans vertikala

Fy dr t11l storleken lika med tyngden av volymen ABED och dess anbringnings—
L
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punkt kon beriknos medelst en momentekvation, da Gl och G? tydligen dro anbringo-
de i respektive volymers tyngdpunkter. I detta fall kon momentekvationen med

figurens beteckningor skrivas

X *Gytx, "Gy = (G1+G2)X (1)
cller X1°G1+X2'G2 (c)
G. +G

1772
I ord kon lagen om denvertikaly tryckkraften pd on buktig yta formuleras

sd: den vertikela tryckkraften pd en buktig yta &r likas med tyngden av en

denna ytos projektion ps den fria viatskeyten, likeiltigt om vitskan helt fyller

detto rum eller c¢j.

Dessa satper kunna 8ven hirledas genom en betbriktclse analog med de, som

givits vid hirledningarna

av formlerna for tryck

mot plana ytor, Betrakta

___________ ey X figur 2,141 Med de infor-
de. beteckningarna, vilkas
betydelse framgdr av figu-
ren, crhidlles omedelbart
clevationerna

dAL A (2)

o
=
il

yeitdA gind (b)

i

T o ar, y*yedicoscn (c)

=" Elkvationen (b) ger wvid

Fig, 2.14 integration

P :3nydﬂ sinﬂ<=gﬁdfydAyAx(f”ya°Ay
dér.Ay dr den betraktade ytons projéektion i vertikalplonct samt Yo demna proji-
cerade ytas tyngdpunkt.
Ekvotion (¢) ger
Fy :5J[ydAoos:$:&jmydAX =4V
ondr jnydﬂx tydligen &dr» vitskevelymen V Sver don betroktade yton. De erhdllina
resultaten bekrifte de tidigore pd annan viag crhdllne och de sammanfattas i

ekvationera (2.16) och (2.17).

o= 3y, A ‘ (2.16)
Eo= eV } (2.17)




oY

Bx. 2,09. Hirled Arkimedes princip med hjdlp ov lagorna £0r tryck mos

buktiga ytori

Losnings I figur 2.15 m8 4 beteckna en kropp med fullstidndigt godbyck-
lig form, vilken nedsinkts 1 en vitskaov specifika vikten s eller specifika
kyngdon3 . Med figureng beteckningar och under onvindondet av lagarna for
tryck mot buktiga ytor crhdlles 18tt, om I = gpdmningen 1 den tréd, i vilken

- - . . . ; - 1 .
4L HAr upphingd, Fy = resulteronde neddtriktade tryckkraften, P = resulterconde

e e . T uppdtrikbade tryckkraften och
G = kroppens tyngd samt fordran
Mo N o i
ST e T S pe. Jhnvikt beaktas

't | F+F;Au F§+G (a)

1
! P
! SR
i - s ' Men nu &r
/_," ! i \:, :
A, i) y il v i N L2
/ ! ! Fy - » (V'4V) och F! =3V,
RV N yooc
f\ 3 ;[ vorfr ckvation (a) Gvergdr 511l
\ Lo / [
i \ NEE] Y (V7 %—V) =0T 4G
\ b _ ;
| s\wfww$M»f ‘ och slutligen
¢ - i
Lo

v , P e Gee Y oV (2.18)

Sadledes: Kroppen fOrlorar lika mycket i vikt som den undantrinoda =it

mogsan vager (Arkimedes princip) .

Bx, 2,10. En cirkelformad lucka med 1 m diamcter, placerad i vig,

vettenbassing, dr rorlig kring en horisontell axel geonom luckons centrum, com

ligger 3 m under den fria vattenyton, Bestin dot moment, som micte anhs

oxeln i det Sgonblick Iuckan dppnos,
Lognings Betockningarna framgi av figur 2,16, Cirkelytans troghetsmoment

. L. o
kring on diameter dr J0x .  (Hirled detta!l). Allted giller i debta fall

4 e

Ly lo g a0t
yc e yo' :Y OJ/"\L - /T]_n:/\or/iiu c._j: - 48
0 4

Tydligen blir det sdkta momentet
. 2 . Z
M= 9 °0,5 3¢ Z’” = == = 0,049

Svars 49 kpm.
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Pige 24,16
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3, Hydrodynamik.

Laran om vitskor i rérelse benimnes hydrodynamilk. Denna vetenskap har i
sin historiska utveckling 8tfoljt dvriga delar av matumatisk fysik, Dess egent-
liga framkomst skedde forst sedan den materiella punktons dynamik utvecklats
och forst sedan infinitesimalkalkylen inférts, d.v.s. cfter Newton., Flera fors-
kare hade tidigarc forgives sokt ldgga grunden till on rationell hydrodynamik,

T ctt brev skriver teex. Galileis "Jag har funnit det mindre svdrt att uppticka
lagarna f£or himlakropparnas rorelser trots deras ofattbara avsténd &n att un-
dorsdka rorelsen hos det flytande vattnet, vilken dodt férsiggér framfor vara
ogomn, '

En vitskas partiklar plverkas i varje ogonblick av sin smgivning. For att
fullstandigt kunna beskriva en vitskemassas rodrclsc vore det ddrfdr nddvindigt,
att varje vitskeelements rdrelse 1 varje dgonblick kunde bestédmmas te.ex. pd sé
sdatt, att man angav dess koordinater x, y, z i varjc Ogonblick som funktion av
tiden. For praktiska uppgifter kommer det dock icke ifrdga att folja de enskil-
da partiklarnas rorelse. Det Hr mera dndamdlsenligt att veta, huru stora hastig-
het och tryck dro i varje punkt av vitskan., HHirfor dr det nodviandigt, att de
tre hastighetskomponenterna oda trycket 1 varje punkt av véatskan framstédlles
som funktioner av tiden.

Ar 1755 uppstédllde Leonhard Fuler allminna rdrelsclagar £or idcella vatskor
och lade ddrmed grunden t11ll den moderna hydrodynamiken, Vid tilldmpningen av
dessa lagar, vilka uttryckas 1 e¢tt system av particlla differentialckvationer,
pd naturliga stromningsfdrlopp, uppstd emellertid stora svarigheter. Dessa dro
delvis av matematisk natur, men bero framfdr allt pad de icke ideala fdrhdllan-
dena hos verkliga vatskor.

Man inriktade sig emellertid pd att pd teoretisk vig fimna liknande uttryck
giltiga for den viskosa viatskans rorelse, Detta lyckades £or fransmannen Navier
ar 1822 och for engelsmannen Stokes &r 1845, vilka uppstdllde de efter dem be-

ndmnda Navier-3tekeska ekvationerna. I dessa har tillkomnit ett led, betingat

av att e) endast tryckkrafter och masskrafter upptrdda vid vidtskerdrelsen utan
gven friktionskraftter.

Den 1 rummets alla tre riktningar skeende strémningen, den tredimengionella,

krdver naturligtvis den storsta matematiska utrustningen. I de fall strimmingen
saknar hastighetskomponent i en viss rikitning, d,v.s. &r plan eller tvadimensio-
nell, blir problemet ndgot enklare, men Hven hir upptrida betydandc svarigheter,
om vitskan Hr seg eller viskds.

Mot ovannidmnda svirigheter star nddvindigheton av att f& fram tekniskt an-

vindbara lagar {or de strémningsforlepp, som foreckomma i naturen. Det visar sig
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da, att man mycket ofta kan anvinda sig av ett ondimeneionellt dskidningssidtt,
varvid man endast betraktar de i strémningens huvudriktning upptriddande for-
loppen och inskrénker sig till medelfrhdllandena. Genom tillfogande av expe-
rimentellt funna koefficienter bringas hirefter de teorcetiska hirledningarna
att i méjligaste utstrickning &verensstimma med de verkliga forhdllandena.
Efter denna allmidnna Sversikt skola vi mu forst studera ndgra nddvindiga
och anviandbara rérelsebegrepp, d.v,s. vitskertrelscens kincmatik och sedan i
nistfsljande avenitt hidrleda ndgra for den ideella vitskan gidllande rlrelse-

ckvationer.

31la. Grunddragen av vitskerdrelsens kinematik.

T niarmast £oljande avenitt skola ndgra viktiga begrepp ur den geometriska
réorelseldran for vatskor diskuteras. Hirvid bortses sfledes tillsvidare fran
de verkande krafterna. Vad som efterstriévas, dr on rent geometrisk beskrivning

ay hur rérclsen forsigedr.

311, Bankurva, vidg, stromnlinje.

Vid en beskrivning av huru en vitska rdr sig har vissa gecmetriskt defi-

nierade linjer och ytor fatt en speciell betydelsc, Mcd vn vitskepartikels cl-

der ctt viatskeelements bana forstdr man sammanfatiningen av de pd varandra kon-

tinuerligt foljende ligen, partikeln (elementet) undcr rérelsen kormer att in-

taga. Bxperimentellt kunna bankurver giras synliga mcdelst inforande av férgimne,
aluminiuvmpulver o0.8.v, 1 det strdmmande mediet, Dammpartiklar i luften och fér-
orcningar av olika slag 1 strémmande vatten kunna ocksd ge on uppfattning om
partiklarnas banor,

Avgtaéndet mellan tvenne punkter pd banan lings denmsamma kallas partikelns
vig (c¢ller banelement vid infinitiscmala avstind). Med partikelns medelhastig-

Hastigheten 1 ett visst Ogonblick eller den mementana hastigheten dr forsta de-

rivatan av viagen med avseende pd tiden., Hastigheten #Hr on riktad storhet, d.v.s.
en vektor.

In strdémlinje 8r en linje, som 1 varje punkt anger hastighetens rikining,

devVas, 1 varje punkt av strdmlinjen Hr den dédr raddandc hastighetens riktning
tangent till linjen. Se¢ figur 3,011

Betrakta en serie av vitskepartiklar i ett visst Sgonblick T = 1., Antag

1.
att vid varje partikel hastighetsvektorn tédnkes uppritad. Dessa wvisa d& varje

partikels momentana hagtighet. Uppritas i detta dgonblick en serie stromlinjer



ubvisande hastighetens rikt-

- ; S ning i varje punkt av vitskan,
.
. i vrhalles en s.k. gtrombild.
PR i e daeprbries
74 i

Fey trhelal Vid cn annan tidpunkt

T o tg ha partiklarna léngs
sina bankurvor forflyttat sig
i1l andra lidgen., Figur 3.01
Atcerger on sadan partikels
(a) 1ldge vid tvA olika btid-

punkter, Uppritas dven vid

det scnare dgonblicket strinm-

Fig, 3.01 linjerna erhflles 1 allmén~
het on annan strombild. En bankurva hinfdr sig t1ll on bestdmd partikels ro-
relse cller forflytining under en viss tidy en strtnlinje diremot uppvisar den
nonentana hastighetens riktning i ett visst dgonblick, TvA strimlinjer kuma
aldrig skira varandra (varfor?).

I detta arbete kommer vigen lings en bankurve i allnédnhet att botecknas
ned & liksom dven stromlinjerna. Den momentana hastigheten léngs bankurvan

(cller striémlinjen) kan d& tecknas

- (3.01)

312. Stationdra stromningar, stronrdor, referenssysten.
s 9 PA 8

Om en stroming (ett tillsténd) icke fOréndras ncd tiden séges strommingen

vara stationdr. Hastighet, tdthet, tryck etc. bchdlla sina virden ofdrindrade

vid de olika punkterns av vitskan, d.v.s, alla tidsderivator Hro = 0. Ddrenot

kan maturligtvis de f0r s trdmningen karakteristiska viardena varicra frén punkt

ti1l punkt, d.v.s. ortsderivatorna « 0, Motsatscn till stationdr strémming Hr

icke stationir (variabel), Eftersom vid station’r stroming stromkilden ej Hnd-
ras nmcd tiden, korma bankurvor och strémlinjer att sammanfalla,

Om man imiti en vitska i strdmning betraktar en bogrinsad dcel i strinning-
ens riktning och léter begrinsningen utgoras av stronlinjer, crhflles cbt gtron-
foregiende overallt i strimrdret framrinna samns vitskondngd.

Tbland 3r det mojligt abtt genom lampligt val av rofercnssysten (P“ordinat»
systoen) Sverféra en icke stationdr stromning ti1l on stationir och vice versa.
54 teex. kan en observator fran en bat iakttaga stationir stromning kring biten,
medan en observator frin stranden iakttar icke stationidr strémning, allteftorzon

bdten kommer och passcrar. Liknande giller t.ex. cn obscrvatér, scn frén en bro
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jakttar strémningen kring c¢n bropelare och en annan obscrvatdr, som frén en

passcrande bat dlakttar samma stromning.

315. Lagrangcs respektive Fulers metod att boskrive en vitakas rorelsc,

Tva huvudnctoder att beskriva en vitskas rorclsc har uppfurnmits: Lagranges

respoktive Fulers metod. Lagranges (Joseph, Louis Lagrange 1736-1813) metod gdr

ut pd att beskriva den enskilda vitskepartikelns rdrclse, En beskrivning av den
onskilda partikelns bankurva skulle vara ett excmpel pd Lagranges notod. Man
goker mod andra ord att bestidmma partikelns lidge son funktion av initialliget
och tiden. P& samma s&tt sdker man bestdmma tryck, hastighut, acceleration etc.
ldngs bhanan.,

Bulers metod innebidr, att de for stromningen karakberigtisks storheterna
beskrivas sdsom funktioner av lige och tid. Betrakte t.ox, stromningen i roret
A vid sektiomen BC figur 3.02. Den parabelformadc kurvan BB'C visar hastighetens

fordelning i tvarsnittet. 01i-

ka partiklar eller element pas-

sura oavbrutet scktionen, men

man kimoer icke vilka element,

gom 1 vttt visst Sgonblick passoe-

ra scktionen Den hastighet, med

vilken de passera sektionen, kan

didrcmot anges, sivida hastighets-

‘. fordelning dr kdnd.

. Allnént innebér Bulers me-

Fig. 3.02 tod, att hastigheten, trycket,

accelerationen, tétheten m.m. skas som funktioncr av koordinaterna x, y och z

samt tiden t. Symboliskt kan alltsd i anslutning till figur 3.03 t.ex. hastig-

hetens komponenter 1 punkten P utbryckas med ckvationcrna

VX = f.l(ng?th)
v, - fz(xgy9z9t) (3.02)

v, = f5(X9y92,t>
déxr Vs vy och v, &ro hastighetskomponenterna lings rcspektive koordinataxlar.

Detta ekvationssystem kan i vektor-form skrivas

v = §X+§y+§z (3.03)

Hirvid anvindes ett streck Over respektive bokstiver £6r att ange, att desanma

mdste uppfattas som vektorcr.
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314.. Hastighet och acceleration.

I allminhet variemr hastigheten vid en viatskas gtromning bdde med distan~
sen lings en stromlinje och med tiden, sdledes
Vo= f(syt) <3'O4>
Tilldmpas pd debta uttryck reglerna £0r bildendet av partiella derivator

och totala differcntialer, erhdlles

- Ty
: LA S AN .
dv = T ds+ py dt (5;05)

Divideras detta uttryck led for led med dt, erhaélles

dy “v ds | A =

o [t = PR T A Z
- Tsat ot T aet ey (3..06)

kallag konvektiva accelerationen

av .
Ef»v@lia hir totala accclerationen, v-<—

S Js
ooh~:¥€ lekala accelerationen.
’ ¥, N 2
"‘\.?"V' . 1. OV - o R ) .
Ky kan Hven skrlva3r§7§§ o PFysikaliskt anger uttrycket den accclera-

tion, som en punkt mdste ha for att fran hasti_ huten v under vigen ds komma

upp till hastigheten v+dv.,

oV - Lo . . . o
e anger hastighetens vixling med tiden 1 en viss punkt. Vid stationir
N 5y
stromning dr 4%¥ = 0,

: ; . - dv s
Totala accelerationen a = TF 8r en vektorstorhet, vars vektorkomponenter

enligt ekvation (3.02) béra tucknas



av_ dv
X

A i R 4 1 a
Sy = Tpr g7 Tap ooB ®

Saledes gdller

a = a_+a_-+a

(3.07)

Ur ekvationerna <5°O2) erhdlles enligt differentialkalkylen

Por stationdr strimning gédller

v + v
yoy 7Oz

dv_ AV
A = e m Y e gy
by dt xOx
dvy <%VY
a_ = = V .
{ Ty dt XX
dv SV
a = s Y e
% at XANX
P

5. Kontinuitetsekvationen.

3
I

(3.08)

ett rum, dir en vitska strdmmar, betrakta vi c¢tt prismatiskt element

A med kantlingderns dx, dy och dz (se figur 3.041). Vir uppgift &r att férso-

ka ge c¢n matematisk fermulering péd lagen om masgans ofSrstdrbarhet cller i

detta fall, att den i det prismatiska elementct A instrémmandc massan miste

A
A
: \:/); n ! . K

oo

J s
e .

/ ’

7 e et <)
/ ’

vara lika med den
frin elementet ut-
strdmmande massan
minskad nmed massfor-
dndringen 1 elementct,
Tdtheten betraktas
hir sem variabel
(fPér en skaldr eller
en ren punktfunktion).
I anslutning
t111 figur 3.04 upp-
stalla vi en balang~
rikning £0r massfir-

dndringen i clementet A,

o



Langs x—axeln giller
o elev)
%vxdydz~(} VTR dx) dydz (a)
Langs y-axeln gidller
(§(@'Vy> _
ST Y gy axds (b)

v dxdz-( O+
pryxda=(C 3y

och lidngs z-—axeln
d(@vz) ] (
s - R RN 2 SOR
¢V, dxdy (¢ R -y dz) dxdy c)

Summeras dessa ubttryck orhdlles for tiden dt massforidndringen

Al vy A(v) o ovo))
I SRR - ) dxdydzdt (d)
\_ X oy 7
Under tiden dt har &ndrats med beloppet f;%'dt (Ténk noga igenom ut-

tryokoti), vilket ger massfordndringen
\( Ty ) \
< .
=z 2 ) dxdydzdt (e)

. alevy) a(ov)
Grl Y AL ST A
- 5% dtdxdydz = ( X + Eye + g

.

eller slutligen
ae 2o elery) olevy) (3.09)
St 3 x Ay S .

Detta dr den generellt giltiga kontinuitetsckvationen, vilken i ménga grenar

av don matematiska fysiken spelar en stor roll,
e ~ R
Vid stationdr stromning &r 3%3 = 0 och ckvationen (5.09) fér formen
‘..‘\, Ty {) (SRS o SR
S(ov) o(ev) 2(pv)
R + R
X oy <o
“ i allmdnhet betraktas sisom

Por egentliga viitskor (alltsd ej gaser) kanm

konstant, D& gdller

S AR 4
J cx oy % % (5.10)

tvddimensionell gdller att v, = 0, varfor konti-

Vid plan strimning cller

miitetsekvationen ytterligare forcnklas och kan skrivasg

A Vi A Vy
) - O

T

Ay Ay

Vid parallellstromning eller endimensionell strdomning Hr v, =V, 0, var-

£or kontinuitetsekvationen antar den enkla formen



fﬁvx .
X
eller
de
3L = 0

som integrerad gexr
v = konst
Observera att ¢n endimensionell strimning fordrar att alla strimlinjer
dro parallella. Aven en s8 enkel strdimming, som den i figur 3.05 &tergivna,
dr stringt taget tvidimensionell. Stromningen antages hidr ske i e¢tt plan, men
det Hr btydligt att te.ox. hastighetsvektorn v har komponenter béde lings x-
axceln och lings y-axceln.

N
l D
{
» X
i
; 1
; !
' :
i
l ' !

%16,  Forenklat betraktclsesatt, medelvirde, fldde.

Vid tekniska tillémpningar av hydromekanikens satscr har det visat sig,
att midnga problem, som 1 verkligheten dro tre-cller tvAdimensionclla, kunna
bchandlas som endimensionella. I stdllet for att rikne med frién punkt till

punkt varierande virden av den gdkta storheten riknar man med medcelvirden.
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Fig. 3.06

Figur %.06 utgdr en lingdscktion av en rérfdrminskning. Stromningen genom
denna Hr i sjdlva verket tredimensionell men, d& strombilden i alla diameter-
plan lings rdraxeln dr lika, kan densamma #ven stringt matcmatiskt behandlas
som tvaddimensionell. Vid de flesta tekniskt viktiga tillimpningar gores dock
ytterligare forenklingar, genom att rdrclsen betraktas sdsom endimensionell
och cndast de i langdriktningen gicnde variationerna undcersdkas cller beaktas,
Demma forenkling dr sd mycket mer nddvindig som hastighetsfordelningen ofta &r
okdnd cller mycket svar att ange (jfr léngre fram under begreppet turbulent
stromning!)

I anslutning till figur 3,06 erhilla vi for medclhastigheten « det gene-

rellt giltiga uttrycket

Jvan =Jf £(x)dh = v_+A

cller

,/rd.A ffdi
=X = (A) (3:31)

m

Om vatskemdngden dQ antages passcra sektionen 1 under tiden dt siges %%
vara flodet (= vitskeftringen) cller den momentana vitskemingd, som per tids-
enhet passerar rorsektionen i ett givet Ogonblick, Om stromningen &r stationir

gidller tydligen
49 _ .
3% @ konst = q

For v, géller da Hven

v =-% (3.12)

D& det av sammanhanget framgdr, att vi avse mcdclhastigheten, komma vi att
sédrskilt langre fram utel&dmna index m. Man bor dock alltid vara klar over skill-
naden mellan medelhastighet och verklig fran punkt till punkt och frédn dgonblick

till dgonblick (pulsationer) varierande hastighet.
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3161, Kontinuitctsekvationen gillande for medelhastigheten Vo

Betrakta figur 3,060 Om vi beteckna rorsekbiloncns vid 1 arca med Al och

vid 2 med A, samt vatskans téthet vid 1 och 2 med o, respektive s gdller en-

1
ligt lagen fOr magsans oforstdrbarhct
kv ,A e Y = v aA ° L’
my 171 m, 2 32
och om vitskan dr inkompressibel, d.v.se '?] =,
v °A = v "A ‘ .
my 1 m,, 2 ] (3 .13)

Produkten A*v &r tydligen lika med den vdtskemdngd som per tidsenhet passc—

rar ett godtyckligt tvirsnitt. S&ledes giller

q = A‘"V‘m (3 .14)

Vid stationdr stromning Ar produkten av tvarsnitlt och motsvarande mecdel-

hastighet konstant = flidet.

Ex. 3,01. I en konisk rorfortringning av vidstdcnde (figur 3.07) dimen-
sioner tkar g (= flddet) frdn 5 1/s till 15 1/s under 5 sek., Huru stor &r den
lokala, konvektiva och totala accelerationen (mcdeltal) i rértvirsnittet?

Losning: Tydligen gédller for den lokala accclerationen 1 A

0,015 0.005
o 2
QI 01
oV 4 4 -
A St 5
A 0,040
e T ey, 5 = 00570 = 0.26 m/s
T ‘ och i B
’ e §
. Q=s5cm 0.015 - 0:005
=] QO { i
7 wﬁgﬂﬁﬁzggng, 750.05 7?0'05
— Qv 4 4 _
At 5 -
_ . 0.040 16 -
T 000555 TS T
Fig. 3.07 = 1,02 m/s2
Den konvektiva accclerationen 1 A blir
0,005 - 0,005
005 T
2v 0,005 4 4 2 12 24 >
N e ' e L T JSEow B ] P
v o8 ) 0.5 =g = )1.2 = 2,43 m/o



av
at =

38

. . 2
P4 analogt sdtt beridknas den konvektiva accelerationen 1 B $i1l 9.73 m/s .

2
Totala accelerationen i A = 0.26 + 2.43 = 2,69 n/s
. . 1B = 1.02 + 9,73 =10.75 m/s2
Observersa den konvektiva accelerationens betydande

Svar: For scktionen A géllerzgiK = 0,26 m/sg, v

a9t 3 At
2 . v 2 v -
2.69 m/s , och for Bg~?§% = 1,02 m/s ,'v:;% = §.73

storlek!

= 2,43 m/s2 och
dv

m/s2 samt

d

i 10.75 m/sz.

Ex. 3,02, Vid cn viss plan strdmning &r hastigheton v ivarje punkt riktad

frén origo léngs radius vector. Uttryck Vo ochvy med hjdlp av koordinaterna

x och y samt v}

Losning: Med do pa figur 3,08 infdrda beteckningarna erhdlles 1&tt

V. = V COSgx=
- U

J v

m et

Vx?+;?
V. o=V g8ind =

y

vy

// p - e ~_’» s vy

-~ g/x?+y2

~
-~
2N cx‘ 5> X
Fig. %.08

Ex, 3,03, Vid en tvAdimensionell strdmning mcllan tvenne plattor 4 och B

dr hastighetsfordelningen i en godtycklig sekbion given genom en parabel med

maximal hastighet Viax mitt emellan plattorma och hastigheten O vid platitornas

insida. S50k medelhastigheten uttryckt 1 v !

max

Losning: I anslutning till problemets formulering har figur 3,09 uppritats,

Koordinatsystemet liagges lidmpligen sd som Tiguren visar. Parabelns ckvation kan

tydligen tecknas
X,»A\ Vv o= V — 2
max
Voo A
w ] S\,.» % = 2o /’Lm*:" dér £or x = fh
. 5
| -\‘\- V o= Vv e Ch = O
§ | v \, rax
: faple
) t e é >V vilket ger
2 }’) I L ‘/ vma,x
; ﬁ.»»“/ C = 2
\;‘ { " o ] h~™
Ve 3 . X -
Dot analytiska uttrycket £or
j hastighetsfordelningen blir

Fig. %.09 £61jaktligen



- X\2 3.1
T T 1 G| (5.15)
Enligt ckvation (3.11) &r mu medelhastigheten v definicrad av ckvationen
. :
v - i vda,
m A

Detta gor i vaArt gpeciella fall, om breddenheten betrokbas
n

N o~ 1 :
_ *vamx* Jvﬂhdx_awg g i (w)}d rmx /xmﬁz
LY 2hel Qhkj’ max. 302
) o
2
Vo= oz

m 3 ‘max

Ex, 3.04. En rorfortringning tinkes formad i dvercnsstémmelse med den ro-
tationsyta, som uppkommer, om cirkelbdgen AB i figur %.10 roterar kring x-—axcln.
Ange hastighetens variation vid en vdtskas stromning genom rdrfdritringningen
som funktion av x-koordinsteni

Den ti1l cirkelbdgen horande fullstidndigo cirkeln har tydligen

Losning:
ekvationen
2 2
v x +(y~1.05)
Y\ Loses y ur donna ckvabion erhilles
. P 7 e v o= 1,05~ \/1:&
A*“w\\ w/}ﬁw”w & Av figuren crbdlles 1latt, att y &r
‘“?r*””" ‘ lika med den variabla rdrradien. An-
o1 h > X tages vidare fl1ddet vara ¢, ¢rhdlles
T det sokte wttrycket £6r v till
o oA )
v o= .
70 (1. O)wak/]wx )
Fig. 3.10

52, Nagra for den ideella vAtskan gdllande lagax.

Den foregiende diskussionen har givit oss visge rent kinematiska grundbe-
gropp, vilka dro lika anvindbara savil vid beskrivningen av ideella som viskodsa
vitskors rdrelse, Inom kinematiken dr o¢n rent matcmatisk behandling av problemen
ofta mdjlig och givande. Vi komma 1ikvAl icke ldngt i forsticlsen av vdtskornas
rorelse med hjdlp av rent geometriskt matematiska begrepp. Lika viktigt som det
dr att kumna entydigt beskrive en rorelse, lika viktigt dr det att £orstsd dess

orgsaker, Vi miste med andra ord infdra ett dynanigkt betraktelsesitt, dir rdrel-

scns orsaker dro lika viktiga som rodrelsen sjalv. Hir spcela de fran stela kroppars



O

mekanik himtade begreppen kraft, troghet, friktion m.fl, avgdrande roller, Den

allménna mekaniken #r en nddvindig grund for hydrodynamiken liksom £0r hydro~
mckaniken Sverhuvud taget. Detta torde ha framgdtt av de hittills givma dis-
kussionerna och det torde bli &dnnu tydligare i fortsittningen. I den kommande
framstillningen liksom i det foregioende skola vi dock forsdka att pd natur-
ligaste gdtt endast anknyta till vissa elementédra mekaniska begrepp.

I narmast £8ljande avenitt infores det dynamiska betraktelsesittet fOrst
pd en ideell vatska, varvid de 1 strdommens huvudrikining upptriddande £orloppen
huvudsakligen betraktas, De hirvid erhédllna ckvationcrna kunna sedan medelst
inforda limpliga experimentellt bestimda korrektionstermer och koefficienter

tillémpas pd viskOsa viatskors strdmning.
1% I 2

321. Rorelseckvationerna for en ideell vidtska hanforda till naturliga

koordinater.
Om en kurvas cgenskaper studeras med hjdlp av forflyttningen s léngs kur-
van och den 1 varje punkt mot kurvan vinkelrdta normalen n till krdkningscent-

rum, talar man om naturliga koordinater (nat. parancterframstidlining). De i en

viss punkt upptraddande egenskapcrna dro dd funktioncr av g, n och t. Om vi be-

tockna en allmén cgenskap med ¢ (3fr f.6. avd. 314}), gdllcr silcdes
c = f(s,n,t) (3.16)

Vi skola nu under utnyttjande av dessa koordinater uppstédlla rdrelseeckva~
tionerna for on idcell vdtska, som under tyngdkraftens inverkan befinner sig i
plan rérelse. Inuti cn sidan vitska betrakta vi 1 ett visst Sgonblick ett vitske~
cloment A (s¢ figur 3,111) Elcmentets bana sammanfaller momentant med den genom
clementet glende stromlinjen s. Blementet md ha formen av con parallellepiped med
kantléngderna «s, An och &b, Asg dr parallell med den genom A gdende strom-
linjens tangent 1 A, An dr parallell med krdkningsradicn R och Ab &#r vinkelrst
mot papperets plan. Vitskans specifika tyngd éra“ och tédthet ¢ o Med de pd figu-
ren 1 ovrigt inforda beteckningarna, vilkas betydelsc oller immebdrd tillrick—
ligt tydligt torde framgd av figuren, uppstilla vi mu rdrelseckvationerna lings
tangentriktningen och lings normalen mot krdkningsceontrum. Vi anvinda Newtons

kraftekvation under formen (1.04)

. 1
Fo=—emeg

Blementets yta vinkelrdtt mot s éréAS = An* Ab och dess yta vinkelrdtt
moanAn: N\ g*DD

Sdledes giller lings s-riktningen
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,giﬁ 57 ° o GOS8 0 :.l (D s AL eASTa, a
- ah Y A sty AA C Ase 008 o g 5 5 t (a)
Figuren ger vidare
oz
COS (o = =~ =T b
08 ¢ e (v)
Her 8r tydligen enligt (3.16)
o= -C<S ,I].ﬂ:) (C)
varfor \ y
OV ov By
av = S5 dst5 dnv <5 db (a)

vilket ger tangentialaccelerationen
av &V &y+@vdn Qv

TR T oS on dt 7§% (e)
men %% Ar tydligen = 0 och sfledes
.c?sz v
at = V g at (f)

(jfr £6r ovrigt avd, %141)

P R rsk min Q5eEn 7 resm

//.'J s

N
X

Mg, 3.11

Inféres detta uttryck pd a, i ekvation (2) sant sven uttrycket pd cos o

enligt ekvationen (b) och hyfsas ckvationen, crhilles

2P _, 92 9 . 3v Oy ‘
sV es o Uiy ey (e)

bo
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vilket dven kan skrivas

g T T ) ﬁ,
. P el v
B2 oy e z) w2 ST 0 311
<= {ng tp+ fe )+ e ot é ( )

Domna ckvation kunna vi multiplicera med ds och integrers léngs vn strim-

linje. Vi erhdlla da

So
L2 N !
SV e I A = AT ' 3,18
2g0F1%~& 7+go vj 5T c g ( )
8 ?

T denna ekvation 4r ¢ en konotant 1dngs dLn.bOfru<tOdb stromlingjen.

For rorelsen lings normalen mot krdkningscentrum gdller tydligen
2

Ap : Lo v !
- O.._’,‘_,_m — [ A L] ] o Y o — Ll ) L [ &
Ab S An-y AL A sino P, Fah cAne = (at)
2
Enligt mekaniken #r centripetalaccelcrationen a, = %%‘ och centrifugalkraften
@y? Figuren ger vidare (vid nirmare betraktandc)
N 5
© sinot = 7%%% (b)

e . . 1 .. o 4o s R
Vi infora detta i ekvationen (a ) samt forenkla si lingt som mojligt,., Hirvid er-

hélles

<§z ﬁia v2 | )
On g, " (3.19)

Ekvationerna (3018) och (3,19) dro s&lunda rdrclscckvationerna i naturliga

koordinater for en ideell vitskas rdrelse 1 ett plan (plan rorclse). De kunna
sigas vara en form av Fulers allminna rérelseckvationcr (se¢ ldngre framl) och &0
av fundamental betydelse f0r hydrodynamiken, Den av oss gjorda hirledningen har
genonforts under vissa forenklande antaganden, Med relativt smd fordndringar skul-
le det ha varit mojligt att gora hidrledningen fullt generell, d.v.s, med hdnsyns-
tagande till en tredimensionell kurva (stromlinje), med § variabel och under hin-
synstagande till en godtyckligt verkande masskraft, Vi skulle d& ha erhdllit ek
vationcrna (%.18) och (3.19) under en mera allmén form, DA tyngdkraften i de allra
flegta fall dr den primédrt verksamma magskraften och vabttnet t.ox. praktiskt taget
osammantryckbart &ro dock formerna (3.18) och (3,19) for vara behov tillrdckligt

generella,

322, Bernoullis ckvation.

Betrakta en inkompressibel, friktionsfri vitskas gtationdra rdrelse ldngs en

stroplinje eller 1 ettt stromrdr, vars radic &r sd liten att v = v gidller for
BRI n

semtliga vitskepartiklar!t T ckvationen (3.18), dr da



e
52
5 [ v . B
1 -
och densamma overgdr till formen (Obst X = %F )
20
A |
;m~+$¥wrz = konst %J (3.20)
2g ¥

Detta Hr Bernoullis ekvation (1738). Pet dr vikbigt att halla 1 minnet,

att man vid de flesta tilldmpningar «v denna ckvation mdste rikna med medel-
virden for en stdrre sektion. Vid te.ex. tilldmpningen av Bernoullis ekvation
pd en vitskas stromning i ror riknar man i allminhet med rorets centrumlinje
gom en strémlinje och infor i ekvationen medelvirden gillande fOr hela ror-

I v ; - , . -
arcan, Genom att multiplicera termen e ned en foktorol , som varierar mellan

Sl

1 och 2, kan en korrektion inforas for den typ av hastighetsfdrdelning, som

existerar i rodret.

%3221, De engkilda tormernag betydelse i Bernoullis ckvabion.

Underscka vi de enskilda termernas betydelse 1 Bernoullis ckvation under

formen (3.,20) fimma vis

-,L~} ) MFL"IT“Z 1
x N - -
? I
samb

|2 -

| 28 ] epe

Samtliga termer ha sfledes dimensionen I (lingd) och kunna uppfattas som
héjder over en godtbtyckligh vald jamforelsenivd cllcr ctt O-~plan,

7 kallas geometrisk hojd och anger partikelns cller sektionens hojdlége

over det valda horisontella O-planct. w%w kallas tryckhojd och anger hojden

. y . o . . v
av den vétskepelare med specifika tyngdengj, som ger trycket v vid basen, EE

dr den frén fasta kroppars mckanik bekanta hastighctshdjden. Tema anger, fran

vilken hojd en partikel utan begynnelsehastighet méste falla fritt £f5r att uppnd,
hagtigheton ve Med hjdlp av dessa termer kan tydligen Bernoullis ckvation for-

muleras sds Nir en ideell vitska befinner sig i stationdr strfmning, dr for alla

punkter utefter en strimlinjc summan av hagtighetshdjden, tryckhodjden och den

geometriska hojden konstant.

Tkvationen (3.20) kan grafiskt &sk&dliggdras s&, som figur 3,12 visar. Ovan-
for de geometriska hojderna ha tryck- och hastighetshdjdernae inlagts, Totalhdj-—
dernas Hndpunkter ligge pd ettt horisontalplan, som kallag ifrdgavarande stromlin

jos (strbmbtuks) ideella nivi.
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Fige 3.12
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Konstanten ¢ blir tydligen ocksd en hdjd och har & figuren betecknats med H.
Multipliceras ekvationen (3.20) med yAV (V = volym) och infSres ¢ , er-
halles

(3.21)

pAV’vg
m@mggw*' pATV+ xzaV = G

Undersbka vi nu dimensionerna pid de ingdende termerna finna vi

N

()
- PR 7 5 . N
{ﬁ%y%imjz w712 1fr78 = P = fenorgi)
<5 "O

«1.-2,.% 2me -
[pav]= ML el o mfe . [energi]
. =R % -
[KZQ&VJ = MLT a“L 5*L*‘L) = MLET ° . [energi]

I Uverensstimmelse med fOrut givna fOrklaringar och 1 anslutning till meka-

niken kallas:

o

[
POV e ] g o ke R R ] R
Ll yELskoolomentets kinetiska energi eller hastighetsenergl.

2 g '
£q

p&AYV tryckenergi och
% zav potentiella energien eller leHgesenergil.

Vi kunna sdledes formulers Bernoullis teorem sdlunda:s Vid en ideel vitskas

stromning dr summan av hastighetsenergien, tryckenergin och ligesensrgin ken-

stant ldngs en stromlinje. Av debta se vi att Bernoullis ekvation endast Hr en

speciell formuloring av lagen om energiens ofdrsttrbarhet (termodynamilkens 1.

huvudsats) . Det kan kanske vara av intresse att pipeka, att mdnga berdrings-

punkter exisbtera mellan hydromekaniken och termodynamiken. SHrskilt blir detta
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follet 1 den mén hydromckaniken dven intregserar sig f0r gascrnas Jéovikt och

rorelse.

Ex., 3.05. Hirled
Z Bornoullis ekvation uti-
frédn en energibetraktel-
N 4
\ K s gl
/\ av. 2 _
h¢ Losning: I det
i \ strommande mediet betrak-
§ N te vi en strémlinje och
| S D S
; \\\\xxﬁ' CYK%[/?{ pd denna tvé punkter 1
i A ) och 2. Lings strimlinjen
Y — 5 ror sig vitskeclementet
- A X AV, Se i dvrigt figur
5.13% Vi kunna uppstédlla
Pigs. 3.13 foljande schenma.
Energiform Lage T Lége IT
2 2
REaV. v RN
Hasgtighetsenergi S 2.2k
Zgo 2go
> -y ~ 3 ° ‘\ - &
Tryckenergi Py 4&71 2 ASVZ
8 ooae & VI LYy, ¥ e o
Ligesenergi Jl zAVl a 45 ASVQ Z2

Om nu stromningen sker utan forluster, d.v,s, dr friktionsfri, miste enligt

lagen for cnergiens ofdrstdrbarhet gélla

o A\Vl*’v? YN
2 PoRpaVy Tyt ATy tE) = T Ayt ATy R Ay AT,y
~b0 —:»O
eller
» "
P1Vq Vo |
LR O I Rt PSS ST (3.22)
28 1 2 > 02
@] gO

Vid denna hidrledning har e] @ forutsatts vara konstont, Denna c¢kvation kan

ddrfor anvindas vid expanderande gasers sbtromning.

Ix, 3,06, I en horisontal rérledning dr vid ott stdlle vattnets hastighet
1s5 m/s och trycket 3 kp/cm2o Huru stort dr trycket pd ott annat stdlle, vars
arca dr 5 ggr mindre, om ingen energifdrlust antages dga rum,

Q§§gigg: Vi tillémpa ekvation (%.20) och antega dot sokta trycket vara

p kp/em” samt motsvarande hastighet v
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2 . 2
1.5 ‘+5alOO-lOO~rZ = et 10p +7.

o 1000 L g L

Kontinuitetsekvationen ger dessutom

1.5°A =

e
"

cller
Vo= T.5 m/s

och sdledes

p=3

2 2

75 — 1.5 i
o $ e S . 2(
2+9 2.725

«B81-10
Svar: Det sokta trycket dr 2.73 kp/cmz,

Ex, 3.07. Vid en vidtskas stromning genem ctt vdr vet man, att hastigheten
1 varje punkt av en godtycklig sektion Hr en funktionav punktens radiclla av-
stdnd frén rdrcentrum. Berdkna vitskestrdmmens hastighetsenergl 1 scktionen!

Losning: Vi lanna med givna uppgifter symboliskt skriva (sc figur 3.141)

v -t (a)

diar x radiella avsténdet

X, frin rdéraxeln. Fdr kine-

tiska cnergien giller en~

P ligt Bernoullis ckvation
§ vEex) pdV’V2
PRI U V' AW = <b)

S 2o
2 bo

N : N st Om vi betrakta den per tids-

crihet genom ytelementet dA

framstrommande massan, gil-

ler tydligen
g, 3.14 AV = pvedh (c)
och féljaktligen, om dV enligt ekvation (c) substitucras i (b),
Ch 7'5
A e AD2dACVT

; (d
Zgo )

For hela sektionen crhilles ddrfor

i~

e ?5 AT 13 .
W = ?@“kjv dA = 5 /[f(x)J dA (3.23)
o} o ¥
Om £(x) kan antagas vara symmetrisk med avseende pd roraxeln, Hr
dA = 29¢x dx

och integralen (3023) far formen

r
W 22 J () Prcax (3.20)
o]

o]
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Bx. 3,08, Tilldmpa de i fOregiende exemrel wvunna resultaten pd f8ljande

problem: En vitska strommar mellan tvenne plana parallella plattor, vilkas av-
stdnd frén varandra dr h., Hastigheten varierar frin den ena plattan ridknat en-
ligt ekvationen (se Hven figur %,151)

Lv
= ngﬂﬁf (hy‘~y2>

e
a) Berikna medelhastigheten,Vﬁ'och b) berdkna (¥, d.v.s. om Vo instttes i1 ter-
men Or kinetiska energlen, vad skall dd denna term multipliceras med, fOr att
man skall erh&lla verkliga kinetiska energien?

Losning: a) I anslubning till det f¥regdende och till figur %.15, erhdlla

vi
Y, i uvqu
. V nh - : de - f)(,
e m o/ he
= h
i \\ iy uvmax
i N ey Ay =
b Ve fivayer - <%
! ] 0
§ ’ 2 3
; , I v hy” vy L2 4y
e 3 Z 7 max
och séledes
Y T % Vmax

Pig. 3.15
b) Vi beteckna med'Wm kinetiska energien beriknad med hjdlp av v och med

We kinetiska energien berdknad med hjdlp av v, Sidledes enligt exempel %.07

8 oy 2 8 * 3
eavv,  FTRTL aph g .3
LS Sy o L = P
5 2 max
m 2, 28, 2g,, 7
och vidare "
7 fib Tmax %
W = ﬁim //L(x)])dx = Pp J { 5 (hy~y )} dy
° 2g ¢ Bt b op
s 1 5 6 ,
sepl max }?5}/' ' 370-2}’) Shy y7 2p v iax
‘Va: 6 - + ( - .....’.-7..‘ T e h
5} go oh (; )4. 5 D ]Z.;Ogo

Enligt problemets formulering skall W = W@, vilket ger villkorsekvationen

m
©h 8 3  pPh 2 3
o oe o Y27 ‘max  pp, 70 ‘max
B, 0
varawv
ol
[ = 3= = 1.5
X 75 L
N . 2. 5Ly
Svar; a) T T 2 Vinax och b)) = o = 1.5
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Bx,. 3.,09. En hiavert har vidstdende dimensioner och verkar under de pa

figur 3,15 angiwvna betingelserna. Vilken vdtskemingd pr tidsenhet kan maximalt

tdnkas bli Overford? Berdkna dessubem trycket vid hdvertens Sversta punkt A.

LOsning: Meximala vitske-
méngden Sverfdres, om vitskan Hr
friktionsfri, d& i sadant fall
inga friktionsfdrluster uppkomma.
Vi tilldmpa Bernoullis ekvatien
pa vitskeytan i det Cvre kirlet
omedelbart utanfdr hdverten och

o/ (e o - . R »
</ e pa den undre vdtskeytan inuti hi-

verten, Hasbigheten hos vitske~

ytorna kan sdttas = O, Jfr dimen-

r
nflﬁbmu _;LMWM sionerna, Siledes .
} o o R
” ] +pOFl.£ = + 9040
‘ v =t/2.Lfé‘= 1.87 m/s
Fig. 3.16 och flddet g blir

g =76r2"v = ﬁ“0n12°}¢8{7 1/s = 1,53 1/s
Por berdkning av trycket i punkbten A tillHmpas &terigen Bernoullis ekva=-
tion, ddar jimfOrelsepunkten Hr nedre vdtskeytan inubi hdverten. S&ledes
o 2

I+ e Ve
gg PO+O 2g+l}+107

p = powl 7
deves., 1 punkten A rédder 1.7 m undertryck.

Tages som jamfSrelsepunkt (-plan) Ovre vitskeytan, erhdlles

o
O:w

O+pO+ eg

+ P+0.,5

eller

Y - 5~
P = pd"(*é‘é’*o«»[)) = pO"lt/

3222. Bernoullis ekvation lings normalen mot stromlinjen. I ndrmast O~

reghende avsnitt ha vi relativt ubforligt diskuterat Bernoullis ekvatien for
rorelsen lings stromlinjerna eller banorna vid stbationdr rdrelse. Vi ha visat,
att den gdller dven 1 sidana fall, d& en semling strdmlinjer betraktas, ett
stromror eller ett ror, om medelvdrden insdttas 1 ekvationen. Detta giller med

battre approximation ju mera parallellt stromlinjerna forlopa, Besitta strom-
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linjerna diremot en mera betydande krdkning, fordras ett ndrmare studium av
ekvation (3.19).
o

sn 4Tén R
3

9P Ly By LV

Vi understka ett par eunkla fall, som sambidigt ge oss en mdjlighet att
definiera ett par vikbtiga begrepp. Strimningen antages vara statindr ech

banorna cirkelbdpgar.

Bkvationen (%.19) skrives da lémpligen (R = konst. = 1)
d‘O ,dz /C?V2
h ar gol” (a)

a. Vi antaga nu att vinkelhastigheten £Or samtliga vHtskeclement Hr
g

s

konstant =r>, S8ledes

V =t (b)
vilket vi inféra i ekvation (=)
2
IE e (<)
Multiplicera med dr och integrera frin ry till r, (inifrdn och utdt, var-
[
vid tecknet pd z Hndrast) 5
; pw, 2 2 ,
Po=D, ¥ (2 L) = o T r) ()
o
och saledes i
I f
o W - 2 e
Popq | Eg (r2 rl) ¥ ( zy 22) (3.25)

i

et . o e e

Denne ekvation kanht§d11gpn 18tt transformeras Sver till formen (%.26),
som endast med avscende pi tecknet £Or p skiljer sig frin Bernoullis ekvation

f0r translatorisk rCrelse

o 2
PV PV
e T CI e PR 2 (%.06)
2g, T 2g T

Om rorelsen antages ske i samma horisontala plan eller i Ovrigt olikhoten
i hojd kan fOrsummas i forh8llande till Svriga termer, Overgar ekvation (3.25)

till formen

QL)
R <r “r (5.27)

'

Denna ekvabion kan tydligen anvindas fdr att berdkna trycket i en roteran-
de vdtska, som befinner sig 1 relativ vile med avseende pd det kiHrl, varl vits-
kan fOrvaras. Forutsittningen om den konstanta vinkelhastigheten innebdr ndmli-
gen, att vitskan nHrmast roterar, som en homogen fast kropp efter uppndtt sta-

tiondrt tillsténd.



Tx. 5.10, Huru hogt kan trycket stige i en ultracentrifug med
n = J0 000 r.p.m., d& kdrlet, som dr fyllt med vatten, har en diamoster av
150 mm.

Losning: I detta fall giller

2
} - 110.000+27
P 1,00 ( ) meR
g AR 60 [22 P/Cm2
Ego 22081
(AT o 5 [
- QO OOO )8/ 5652) - 503000 p/omg . 503 kp/omg

9.981

Ex, 3.11. En helt vattenfylld cylindrisk behdllare, vars hojd dr liten 1
forhgallande till diametern (d = 200 mm) roterar med 2000 r/m kring sin vertika-
la axel. Berdkna pakinningen i cylinderviggen, som Hr utfdrd i 1 mm pladt. Med
pakinning menas belastningen dividerad med den yta, som uppbar belastningen.

Losning: Bkvationen (3%.27) ger

8]

0.001-(-_902 ) +10 1,000°9.87 2
pe 0 = 200 = 2,2l kp/on®
57081 20981 9 ‘

= 208072071 oo e /on®

b, Vi antaga att hastigheten Hr indirekt proportionell mot radien., Saledes

Vo

o
e 1

eller, om vi 1ldta v och r beteckna tvenne godtyckliga sammanhBrande virden

ar , dz _ e’}
dr ¢ dr oo
| B,

Multiplicera med dr och integrera mellan ry och rgl
e @ 2 L 2.2
) P11 (A Ly . kD P!
Pomiy ¥ Xiom 2y = TS N v~
%o 1 o ago “BoTo
2.2
1N
men nu ar V= s s varfor ckvationen fBljaktligeon kan skrivas
- 1"()12.
48
2 e
£V Vo
ggm4—p by Dy 5 Feat N2,



~51-

¢ller -
s |
v y '
‘ §§~+ %}»kz = kcnst.—"! (3.28)

Denna ckvation dr identiskt lika med ekvation (3.20) gdllande fOr rdrel-

sen ldngs stromlinjerns. Det dr tydligt, att vid denna form av rdrelse summan

av rorelse~, tryck- och ldgesensergi Hr lika och konstant for alla punkter i

viatskan, Vi skola visae att denne rdrelse Hr vad man kellar virvelf{i (rotations-
fri) .

L&+t oss betrakta figur %,17 a. Vdtskeelementet A deltar i en vitskerdrel-
se karakteriserad av att v =wr fOr samtliga olement. Eftersom hastigheten
vixor proportionellt med radien r, kommer elementet A att rdra sig s& som figu-
ren visar, Men detta innebdr, att diagonalen d 1 ldge 2 har vridit sig relativt
lige 1., Saken kan ockséd ubtryckas sé, att elementet A har samtidigt med sin fOr-
Plyttning ldngs benan vridit sig kring sin egen tyngdpunktsaxel. Detta betyder
att tangentiella krafter ha verkat, d.v.s, vi kunna vinta att denna strimning
forekommer Sverallt, dir viskositeten Hr hog eller stora relativa hastighets-
differenser upptfada, t.ex. 1 néirheten av fasta viggar. Stromningen kallas

virvelstrdmning (rotationell) .

Fige 3.17.
Botrakte vi dédremot vitskcelementets rorelsc 1 b figur 3,17, s& gidller dédr

v, Y
171

RV e ——

r
Det kan visas att, fastin elementet sdsem figuren antyder under rdrelsen de-
formeras, diagonalon d hela tiden beh&ller sin riktning ofdriandrad. Hir {Oro-

kommer m,a. ord ingen rotation kring elemontets axel. Rorclsen kallas ddrfor

rotationsfri. Densamma kan 1 string mening cndast fOrekomma hos ideelle vitskoer
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men vid smd hastighetsgradientor och liten viskositet kan rdrelscon approximativt
anses {Orverkligad Hven vid ménga naturliga strOmnings{drlopp s.k. potontial-
stromning.

Bx, 3.12, Villkoret fOr rotationsfrihet vid on plan stationdr vitskert-

relse kan skrivas

3V, AV 0
et i
<ox o

Bevisa att on vitskestromning, fOr vilken giller

(c = konst.)

=IO

s . < 1
ar robtationsfri.

T s
ROTON O

~ o

Beteckningrrna pd figur %.18 beh¥iva ingen ndrmare férklaringéé

De ge omedelbart sambanden

il

C'y
w VSINA = v sermmins

xHy

=
i

Cox
, s

[+

Y x“ty

“enom partiell derivering er-

o . h8lles hirur
N : SV > 2
\¥ /‘\& ,;l*...xm. =2 o ..NX.“:XW— » G
o 2 e
-y Vy Y (x=+y™)
N -\h’\ ’\:,?: e -../\ 3
! \j\\ NV 2
(AN [ -y N
\/ I B \f .w.::,.“ .:Z. e MAWM?«MW : C
* '\"':mmfm/ “x (x"+y 7

T T
e \ X ay
-
£
0\

Mg, 3.18 V.5.B.

Px. 3,13, 1uft strommar i en krokt rorledning av vidsthende dimensioner

(se fig. %.19:) C(m luttons ththet Hr % kg/}n3 och hastigheton i centrum 15 m/s,
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huru stor dr d& tryckskillnaden mellan ytter~ och inncrvigg pd rdret i rir-

krokeny HastighsetsfOrdeluningen
\ antas folja formeln
TV =0
I8sningy Vi tilldEmpn ckva-
tion (%,27)
ﬂﬁ@%<l‘2“r
ggo 2 1

- 2)
b 2"' Pl -

// f /} Alla m&tt i m och kp. S&ledes

15 = 0°*25*w

w = 60

Fig. 3.19
1 2600
g

(0.3°- 0.29) - 3600°0,05 _ 180 1,10 kp/m2

o0 SIS TR 160.81  16-081

322%. Toricellis lag. Vi betrakts en idesll vitska 1 cn behfllare med

arean AO, P4 djupet h under den frias vitskeytan finnes en 1 forhédllonde till
A liten cirkuldr Sppning med arecan A, Viatskeytan i beh&llaren hidlles gonom
kontinuerlig tillrinning pd konstant nivd. Se f£. Svrigt figur 3.20.

Enligt Bernoullis ekvation

- oo giller d& fOr en stromlinje
i 'N(‘ I s
; e 2
i | 2
: N N . v P v
; “;w}:*x R T A Ol = e B (a>
§ . e 2 5 2z 3
! i | y '
1 * ! PP
(A B ve\fy Peaglnmtn) ()
| *’ 5 ] : 4
% i ; vk Kontinuitetsvillkoret ger dessutom
E ) R, . veA = v *A ellor v_ o= A v
, - L e o 0 o] 1
3 R °
Vo s e e s Infores detta 1 ckvationen (b) er-
halles
. / ,{2 PP .
Fig, 3.20 v =\/é§? v+ 2g(h +-2—) (o)
/ 11\0. >)
eller l R S
| } o E
3 ,2@(h-+~myWM |
= QEE— — E
v \; - | (5.29)
| A |
1- () ;
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\ )
om A Hr mycket liten 1 forhidllande till AO, kan (% )L frsummas vid sidan
av 1. Ekvationen (3.29) antar d& formen ©
TR
v =\/2g(h + —om (a)

I allménhet Hr P, =P = atmosfdrtrycket vid vdtskors utstrdmning, wvilkoet

ger

v- VEgn | (3.30)

Detta dr Toricellis lag (1643). Av denna framgir att utstromningshastig-

heten dr lika med sluthastigheten hos en kropp, som fAr falla fritt fran den

fria vdtskeytan till utloppsSppningen., En direkt tillsmpning av cnergiprinci=

pen ger mera omedelbart samma resultat,

Ex. 3,14, Med vilken hastighet utstrommar vatton under atmosfirtryck ut
i vacuum?

Losnings Torioellis lag ger
ve s - V219015555 = VEGE - 140 /s
I

Bx. %.15, I en vertikal vigg ubtmynnar ett horisontellt vattenloedningsrdr
1 m Sver markytan. Vatbtenstrélen triffar den horisontolla markytan 2 m fremfor
vidggen., Med vilken hastighet limner vabitnet rOret?

ILosning: Beteckningar och antaganden framgd av figur 3.21.

‘o Vi tinke oss fvlja on partikel
| frén 4 till B. Tiden hirfdr an-
tages vara b sck. Foljande ckva-

tioner erhdllas 1ldtt

“T{,“"“""'«:::Z ~:{El\ ;. Vy' t = 2 (a'>
| N ig.81 2
Trre \\ £ b=l {b
} ‘\ Ekvationen (o) kvadroras, vilkoet
Vi 2m N oo A7y ‘ 5 1
Yot L G UK gor t7 = "i§ . Dotta infores 1
Fig. 3.21 Ty

ckvationen (b), varur Vy sedan 1%ses
v, =1/2°9.81 = li.L3% m/s

Svar: Vatteonstrélen liEmnar rorot med hastigheten .43 m/s.

PO

Ex. 3.16. Bevisa att, om lika stora volymor Q av tvenne gasor (eller

vitskor) fAr strdmma ut ur ott kKirl under exakt samma villkor, si ghller

L2
a.h
b0 g



ddr X1 och ¥o dro gasernas specifika tyngder samt tl och t, motsvarande ut-
stromningstidoer.,

Losning: Toricellis lag och kontinuitetsckvationon ge

R e

31 AR
cller
-*pf-m vtIQ = -.Pn._’tgd
.'Xal ho
och gAlecdes
£.° y
1 B
—7 = T VS8
6~ b2

322l,. Om trycket 1 en strommande vitska. Dot tryck. som rdder 1 on vits-

ka i vila kalla vi hydrostatiskt tryck. Om ingen stromning Hger rum i rdret a

/4 K20
s
N i

AN e oLl s A

Aryeklinge |

Fig. 3.22
figur %.22, ligga vHtskenivBerna i kiHrlet b och tryckrdren ¢, d och e pd en

horisontell rit linje enligt lagen om kommunicerande kdrl, Demna linje samman-

faller med den 1 avdelning %22 definierade ideella nivén.
Vid stromning visar det sig nu, att vdatskenivierna 1 samtliga tryckror
sjunker bercende pi att on del av den tillgingliga tryckoncrgien H y &V omvand-

las ti1ll hastighetsencrgi. Skriva vi Bernoullis ckvabion under formen

2

Y ipiyz = c
2g Py
. . .0 . . . 1, -2
visar det sig, att samtliga termers dimension Hr av formen ML T 7, dsv.s. av

samme. dimension som tryck.
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Termen p, som visar trycket i den stroémmandc vitskan, kallas hydrodyna-

miskt tryck. Det dr det tryck som det strdmmande medict utdvar pd begrins-
ningsytorna (rorviggen). Vibtskenivierna i kdrlet b och tryckrdren (plesometer-
réren) ¢, d och e ligga nu e) lingrc pd en horisontcll rdt linje utan pd en
kurva, vars form visar sig bero av huru tvirscktionsarcan hos rdret o varieraor

léngs stromlinjen s (Su figur 3,22i) Kurvan kallas hydraulisk trycklinje eller

enbart trycklinje. Vid icke ideclla forhdllanden dr denna naturligivis ocksé

beroende av den strommande vAtskans viskositet och rorviggens beskaffenhet

(se lingre fram!).

Termen "géw kallas hastighetstryck. Den kallas Hven stagnationstryck e¢l-
ler démpningstr§0k9 d8 den Hr like med det tryck, som uppkommer, om vitskestrom-

men stoppas upp mot en fast vigg.
2
Summan av p och -5%* kallas totala trycket, Termen 5”2 4r en mot den teo-

metriska hojden z ekvivalent tryckhojd. Om rérets cenbrumlinje dr horisontell

r ¥z = konst och séttes i allménhet = O,

Den hidr inforda terminologien &Hr eJ allmint antasen uton densamma vaxlar
1 olika lirobdcker. Ofta ser man t.ex. termen 5§§ kallas dynamiskt Sryck.
Vi skola dock i fortsdttningen anvinda oss av dc © hir infdrda bendmningarna,.
For ndrmare studium av metoderna for experimentell uppmitning av de olika tryck-
formerna 1 en strémmande vdtska hinvisas t1ll 1 slutet av detta kompendium upp-

tagen litteratur.

Bx. 3,17, Hirled ett uttryck, som anger huru trycklinjen varicrar genom

den koniska rorsecktionen & figur 3.23, nir flddet dr q.

Losnings  Med de pd figuren inftérda betcckningarna crhilles 1866 ckvatio-

nerna
To-T, YT
172 .
\/ e = w—= (enl. likf.)
(2)
e pe— Ty %ﬁ (enle kontinuitets-
) T — f x ekv.) (v)
i ; \/ R - e
b ole 2N i B X Ur ckvation (a) erhil-
, —-%w;:;:;::L:::ZLQ} les den variabla radien y
T | +111
Y.
Y o= I'l"":i <I‘1-I'2> (C>
Pig, 3.23 gsom infsrt i ckvation (b)
ger
. q
Sl X e d
ifr) - % () (a)
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Tyl

.. o . .. . .
ety ~~—= = ¢, som Overftr ekvation (d) i1l formen

9
V = vt -
‘/7: < I‘ﬂL”CX> (e>

Hastiphetshtjden blir siledss

2 2
g... ) (£)
-8 2
?g’/i (1".[ “CX)LL
Trycklinjens ekvation blir
qQ
By 7 - 5

@
v

ngh"(rlmcx)h

Framstall funkbtionen grafiskt och visa att den dr monotont avtagande sam?b

konkav neddt!

3%, Inre friktion eller wviskositet.

7id all rorelse uppstér friktion, d.v.s. av de aktivt verksamma krafterna

uppviickta passiva krafter, friktionskrafter. Dessa krafter upptrdda Sverallt,

ddr relativa hastighetsdifferenser existera och verka lings de glidytor, som

finnas. Priktionskrafterna motverka rorelsen och flrorsaka energifSrluster,

huvudsakligen genom att Uverfdra mekanisk energl +1l1l vHrme.

Om en vatska rodr sig 1 ettt rum uppkemmer Hven av frikbtionen fBrorsakade
energiforluster. Dessa kunna skgas vara av tvh slag 1. av friktionen mellan
vitskan och kirlviggen fororsakade ensrgiftrluster och 2, av friktionen mel-
lan olika vdtskepartiklar eller vHtskeskikt, som rora sig relativt varandra,
fBrorsakade energifdrluster. Denna senare form av friktion kallas viskositet

eller inre friktion. I allminhet antar man, att det vitskeskikt, som befinner

sig ndrmast den fasta begrénsningsytan eller viHggen, &dr fullstindigt adderat
t111 viggen och har hastigheten 0 (boundary layer). Vi skulle sféledes vid en
vitskas rOrelse alltid ha att gdra med detta senare slag av friktion, viskosi-
tet.

vid vAra hittills gjorda hirledningar och diskussioner ha wvi endast i fOr-
bigéende omndmnt vitskornas viskositet utan att ndrmare beakta de krafter, som
h8rvid uppsté. Debtta ha vi kunnat gbra, dels ddrfdr att de 1 statiken hirledda
lagarna hanfora sig till vdtskor 1 relativ vila, di viskositeten fBr alla vits-
kor dr 0, och dels ddrfOr att vi 1 fOrsta hand strivetatt infdra vissa fOr all
vitskerdrelse giltiga kinematiska begrepp och att vArs dynamiska betraktelser

knutits till den ideella vitskan. T ndmast foljande avsnitt skola vi nu nigot

ndrmare studera viskositeten ~ch begreppen dynamisk likformighet samt dimen~

sionsanalys., 384 rustade kunna vi sedan utvidge vAra hirledda lagar framfdr
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allt Bernoullis teorem att Hven gidlla naturlige vidtskors stromning .

3%1. Definition av begreppet viskositet, enheter.

Newton fann, att den inre friktionen mellan tvd vEtskeelement Hr oberoende
av normaltrycket men proportionell mot de glidande ytornas storlek samt mo% has-
tighetsgradienten mellan dem. Betecknas ytornas storlek med A, avsténdet mellan
dem med Ah och hastighetsdifferensen mellan dem med Av sambt proportionali-
tetsfaktorn medm, sd giller tydligen for den tangentiella kraften F:s storlek

ekvationen

{ Po= i A AT (%.%1)

i

Cm hastighetsfOrdelningen sasom

N i figur 3.2 ej dr linjdr utan sa
A som 1 figur 3.25 f6ljer nigon an-
;i e = e nan kurva, miste ekvation (5031)

skrivas

- oy - AV
v P o= b A (3.32)

Divideras ekvation (5052)

Fig. 3.2l med A, erhdlles
dv o -
'.'/.,"':/ua&; (§v55>

Det dr tyelipt att$dr en skjuve

/ spinning (= tangentialspinning)

med dimensionen kraft/ytenhet,

Loses s ur ekvation (3.33), erhdl-

/ les 4
JEEOU— Y /f = ..—..Bf.
/’/ ey Mo =gy
A ]
e e e N >V Dimensionon f0r A4 blir
-2
A MET ) 1.,~1
; //L {::: ; '(:'.g:.Y\; E F= liL..é...m_ 1.-&,1'.—_..7]. = :[\/ﬂ‘_J T
o ! T LT

Pig. 5.25

. : . . . _ e s -1
Den dynemisks viskositetsenheten 1 c¢-g-s-enheter blir ddrfor geoom ~+s

i)
s o ‘e . > o
eller dynss-cm”. Enhebens namn #r Poise (efter Poisswuille, fransk vetenskaps-

man 1799-1869) . En vanlig mindre enhet Hr centipoise, som utgdr 0.0l Poise.

, . . : . . On C
Vattnets dyneamiske viskositet dr vid +207°C 1 rumt tal 1 centipoise,

Bn ofte 1 hydrauliken upptrddande kvot Hr dynamisk viskositet/tﬁthet el-
ler kvoten é}. Denna kvet har ddrfor fatt ett sBrskilt namn cch kallas
kinematisk viskositet v (ny). 0S&ledes

;u:ﬁ (5.3
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Dess dimensionsformel blir

S .
S i

I c-g-s~enheter blir tydligen enhsten cm2°s "« Det kan vara virt att obser-
vera att fOr vatten, vars tédthet ju 1 allménhet kan sittas = 1, Hr Vv numeriskt
like med/L. Vi cmg°s“1 kallas Stok (efter George Stokes, engelsk vetenskaps-
man 1819-1903) .

Hos vitskorna sjunker viskositeten med stigande temperatur. ior vatten

gdller hérvid enligt Poiseuille

0,0178
D = — on’/s (3.35)
1+0,0337 »1t+0, 00022+ 4~

I tabell 2 &terges nAgra virden f0r viskositeten hos vatten.

Tabell 2. Vattnets viskositet 1 Stok.

Temperatur Vo Temperatur v
o
°q cm%/s °c cm™/s
0.0178 20 0.0101
10 0.0131 50 0.0055
15 0,011l 100 0,0027

Som jimfOrelse kan ndmnas att luftens kinematisksa wviskositet wvid 20°¢ Er 0,119
cm%/s (obs: ca 15 ggr storre Hdn vattnets vid samma temperatur). Glycerin har
vid temperaturen 300 W= 33 L0 Stok.

P& de mnga i tekniken forekommande enheterna fOr viskositet finnsg ej hir
ndgon anledning att ndrmare ingd. De komma framfor allt till envindning i smdrj-
ningstekniken, och den intresserade hinvisas £0r nHrmare studium ti1ll litteratu-
ren,

Inverterade virdet av viskositeten bendmnes fluiditet.

Fx. 3.18. I anslutning till figur 3.25% anlages hastighets{ordelningen vara

)
v = Sy + 10y°

y mitt i om och v i om/s" Berdkna hastighetsgradienten vid nedre viggen och

. 1 . . oy . .y ‘e P
8 cm fréan samme vigg. Huru stor dr skjuvspinningen pd vdggen, om vitsken Hr
0
vatten av temperaturen 207°C.
LOsning: Den givna ekvationen fOr hastighetsfOrdelningen deriveras med

avseende p& y. D& erhélles

i 5+ 20y (2)
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dv foese A dv
iy - 5 f6r vy = 0 och Ty~
Skjuvspinningen pd viggen blir
dv

,~¢ /,()ay -

vorav for y = 0 - 0,050 dyn/cm .

Exe 3.19.

annan fast cylinder,

0
rarna fylles med vatten av temperaturen 107°C

dian/sy huru stort vridande moment behovs di

Svervinma det av vattnets

derlingden?
&) U ;ra%
ey
Qo7 7 e
crr AP 17
| , o
5 1
P u
Fig. %.26
dir ¥ = skjuvspinmingen, G =

inre friktion fororsa

skjuvelasticitets

sokte hagtighetsgradienterna

54208 = 165 £8r y = 8

0,010 (5+20y)

in 1l8ng vertikal cylinder med diometern 10 em roterar inuti en

vars diameter dr 10,02 cm. Om mcllonrummet mellon cylind-

och rotobtionghastigheton dr 1 ra-
pé den inre cylinderaxeln for att
ode mobgténdet pr dm av cylin-
Losning: Vi tillimpa ckvation (3.31).
Se dven figur 3.261 M betecknar det sdkta

momentet,

:_uu~il~ 0.0151% 7t *+10° 1022 ayn

v h O Ol

i

5+ dynem

13125
981

it

M = 1351725 dyncm pCm

M= 10.5 pcm

Ex, 5,20, I un fast kropp giller for

skjuvspinningen

]

o= G"}j

For sméd virden pd ¥y kon denna ckvation skrivas (s figur 3,27%)

PCPZ:

deves. skjuvspdnningen dr proportioncll mot vinkclforidndringoen.

ax
dy

Bevise med utb-

gingspunkt fran detta,

att 1 en vatska dr

skjuvspanningon proportioncll mot vin-

kelforéndringens hastighct!

Losning: Inligt Newton gidllcer

A
P
¢y
S |
A % X

v p (a)

dy
figur 3,27 ger
dx
g = (v)

Om vi derivers

de pd tiden t crhalla vi ottt uttryck pa

vinkelfordndringons bastighet. Saledes

nodulen och y = vinkelfordndringen.

Jonna ckvation med ovscen~—



dy 4 dxy 4 dxy d oy 4y :
-l e Mg (¢)

vilket insatt i ekvation (a) ger

dv dg oo -
T 2 M= C(' T— cge o
N fdo dy / Tt Vv B

34, Dimensionsanalys och dynamisk likformighct.

T avdelning 13 ha vi redan stiftat bckantskap med vissa begrepp ur dimen-

siongsanalysen, varfor vi hir kunna bygga vidarc pa det dédr genomglngna,. Vid

grafiskt och analytiskt angivande av funktionclla semband, dér manga variabler
ingd, har det visat sig synnerligen viardefullt att sammenfora dessa i dimen-

sionsldsa grupper. Hirigenom nedbringss antalet termoer e¢ller variabler 1 det

Q

slutgiltiga uttrycket, och de experimentellt eller pa annat sdtt funna samban-
don bli oberocnde av de valda fysikaliska enhocterne, oller uttryckt pd amnat
sdatt deras numeriska virden dndras ej vid Svergingen frén det cona enhetssyste-
met till det andra. En av dimensionsanalysens huvuduppgifter dr ddrfdr att fin-
ne c¢ller ange det lidmpligaste sittet att arrangera de ing cnde veriablerna, vil-
ka antagas vera kdnda pd forhand. Den slutgiltiga formen pd det sokta sambandet
kan didrcemot dimensionsanalysenm ej ange. Endast cxperimentella undersSkningar
kunna avgdra detta, Dimensionsanalysen har ocksi bidragit att utveckla ratio-
nella mebtoder for omvondlingsrikningar vid overging frén ottt enhotssystem 111
ottt annat och for provaing av ckvationers fysikaliske giltighet (m, avs, pd di-
mensionen) m.m,

De grundliggande ideerna 1 dimensionsanalyscen gd btillbaka pd Newton och
dterfinnas i hans bertmda "Principia". Dimensionsanalyson hor sedan utvecklats
och forts vidare av manga framstdende matematiker och fysiker sdgom Fouricr,

Stokes, Rayleigh, Reynolds m,fl, Btt viktigt bidrag hor under senare ar givits

av amcrikanaren Buckingham genom hans s.k. 7% -~tcorom.
Dimensionsanalysens anvdndbarhet belyses i det foljande £0rst med ndgra

mera ollmdnna excmpel, varcefter Buckinghams 7¢ ~tcorem genomgds.

341. Ndgra enkla excmpel pd dimensionsanalyscns cnvéandborhet.

I fysiken sdker man framstdlla alla ckvationcr si, att de ingdende termerna

och sélcdes ckvationens bada membra dro ur fysikalisk synpunkt dimensionslika,

En sédan ckvation kallas ur denma synpunkt homogen (jfr matematikons term homo-
gen) . Aven inom den moderna hydrodynomiken sokur man ange alla samband sé, att
de dro ur dimensionssynpunkt homogena. Detta kan diromot knappast sdgas om den

dldre hydrauliken, som immchiller en néngd formler, villka ur dimensionssynpunkt

v
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Hro fOga rationella,

Ex. %3.21., Bevisa att i ckvationen

[eR e R 2 o
T
Ego

hogra sidan har dimensionen av tryck och undersdk, i vilka enheter do inghende
T e . . .. - . 2
storheterna skola infOras i ckvationcn fOr att p skall erh&llas i kp/cm .

I8sning: Vi undersdka hUgra sidans dimension
y g

22 ; -
!/%U_}; I e S Rt
o I
L dgo
men

- 1+ Tkeart ] wa? 1o-2
Ctronte | e - [ IS ¥, T ng
LbrkaJ { yoa | e L

L

Hogra sidan har alltst. dimensionen tryck. Om vi uttrycka alla storhcter med

hidlp av cm, kg och sek., bOra vi erhdlla p i kp/omg. Vi prova

kg 20 1o 2, 2
p(=E,) o5 (=) + r™(en®) 5o
B om” S8K Qe r kg
p - = 3 2
2 2g cm’sek
64 -8, ]
p =f:)('~f}‘l‘> r kg”@]’ﬂ 1 ){3(',1/'“*1" k‘p
M - £P
g sek” e 2 cm®

Ex, %.22, I amerikansk litteratur fSrekommer ett enhetssystem, som har

foljande grundenheter: 1, enheten fOr massa slug, 2. enhoten for kraft pound

. : . 2
och 3. enheten {0 ~cceleration foot/s » Detta ger Newtons kraftekvation formen

Fo=onmra

o N Y 2
Vardet av &, blir i detta system 32,17L fe@t/s och vabttnets tdthet 1.9L
slugs/oub.foota

. . e 2
g, Om g 1 metersystemet sittes = 980,665 cm/s”, huru minga om Hr di en
amerikansk fot?

TOsning:

32,17l feet/s< = 980.665 Gm/sg

cller
) A
1 fot = QQQLégﬁ cm = 30.5 com
A2, LTy

b. Vilket samband rdder mellan slug och kg?

nen .
alugs kg
1.9 SREL L mgz

foot” dm



b

S8 ledes
] slugs slups 1.9 slugs k
1.94 wmmﬁz = 1.9, 2 5 = ~”j: A | "gi
foot (%.05 am) 7057 dm” dm
varav =
N ‘ .
1 slug = 2222 kg = 1459 kg
1.94

Ex, %.2%, Ar konstanten i den s.k. de Chezys' formel v = C\/§Eﬁdim@n~

, . o .. . ta,
sionsl8s? Bokstdverna betecknas v = hastighet, ¢ = konst., R = A och
e cmkrets
_ hojd
© Tdngd

Losning:

piiodutm. =1 . - -1 A
‘- C ; = v = LJ T = LZT .L
VRoT 17 °L°

¢ dr séledes ej dimensionsfri, vilket imnmebHr, att om ¢ Hr given 1 ett
vigst system, s& Hndres i allminhet dess numeriska virde vid Svergingen i1l

ett annat enhetssystem,

3,2, Buckinghams y2 -teorem.

Innan vi gd in p& en ndrmarse diskussion av Buckinghams 7¢ ~teorem, kan det

4

a

vara limpligt abt medelst ett £Yr mAnga vdlkint exempel repetera nigra av di-
mensionsanalysens grundtankar.

Vi antaga, att man om ¢n svingande (motematisk pendel) wvet, att dess
svangningstid t beror av pendelkulans massa m, pendelléngden 1 och tyngd-

accelerationen g. Saledes
to= f(m, 1, g) {a)

Enligt var fordran pi abtt ekvationer, som ange fysikalisks samband, skola

vara homogens i dimensionshinseende, mAste hogra sidan i ekvationen (a) ha di-

mensionen tid, endr vinstra sidan har det, Dimensionsformeln fdr ckvationens
(a) hdgra membrum kunna vi symboliskt skriva
P2 KoL yz o X Yo -2z ()
f(m;l:g>J = 1L (2) T = WL LT
T e
" i

ddr x, y och z betockna de obekanta potenser, vartill m, I och g skola upphfjas,

for att dimensionslilkhet med tiden skall erhfllas eller i ekvationsform

RV R A ' (o)

Fordran pd8 att hOgra och vdnstra sidan skola vara identiskt lika ger vid term-
vis identifikation ekvalionssystemet
x = 0 (for massan)
vtz = O (f6r lingden)

-2z = 1 (f9r tiden)
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Detta ger z = «%u v =-% och x = 0, vilket tillater oss att skriva vAr

ursprungliga ekvation (a) under formen
l a1
1
6«2 D) (o)
A4

Vi kunna sdledes vianta, att svangningstiden skall wvara cen funktion av uttrvcket
g ;

\f% . T sin enklaste form har denna funktion utscendet (£for en enkel svingning)
4 R

!
FETN

Experimentella understkningar och teesretiska analyser visa, att generellt
p A

gdller _—
ol d
t o=l (o)
% g o
. e 1 3 ] 1 ] q bagg
dirol ar d.s.k. utslagsvinkeln, vars dimension dr O Qr TR
& o

Det fOregdende exemplet har visat, att man genom en dimensionsbetraktelse
ken erhalla virdefulla resultat, som tillata en viss fOrutsigelsc, om formen
péd ett s0kt fysikaliskt samband och om huru de experimentellt bestidmda virde-
na bora anordnas, Nar antalet variabler dr stort, Hr det 1lutt att inse, att
ovan tilldmpade enkla metod erbjuder vissa svirighetor med avscends pd mSjlig-
heten att erhdlla tillrdcklipgt mdnga ekvationer Or bestéimmandet av de stkta

exponenterna X, ys 2 0.,8,v, Delt Hr hidr Buckinghams ¢ ~teorem kommer till an-

vindning.
L&t oss antaga, att n storheter qy> Gpo Az ev» 9y forekommer 1 ett visst
e e 7D

fysikaliskt fdrlopp och att det funktionella sambandet symboliskt kan skrivas

Plays aps @z eov qy) = 0 (3.36)

Vi antaga dessutom, att dessa n storheters dimensionsformler imnnchilla m fune

damentalenheter (sésom.f@r massa, liangd, tid etc,). Under dessa {orubsdtt-

ningar utsdger Buckinghams 70 -teorem, att det funktionella sambandet ocksé

\

b (7512 pe iy entiy ) = O (3.37)

didr varje 7¢ betyder en oberoende dimensionsl®s grupp bildad av m+l variablor

q. En genercll hidrledning av detta viktiga teorem skall icke gdras hdr, utan
dess ndrmare innebdrd skall belysas med nagra cxempel, Vid vAra tilldmpningar
inom hydradynamiken blir m = %, endr vara fundamentalcenheter ju Hro massa,
ldngd och tid. Vi utvdlja tre gq-termer, vilka vi sedan tillsammans 1 tur och
ordning kombinera med de aterstdende n-3 g-termerna. P& detta sdtt erhidlla vi
n-% grupper med L g-termer i wvarje grupp. Dg fOr varje grupp gemensamme tre
termerna antas ha obskanta exponenter, medan den Q:de fOr gruppen speciella
termen inflres med exponenten 1, Fdr varje grupp bestimmes sedan de‘obekanta
exponenterna ur kravet pd dimensionsldshet, For den i:te gruppon skall alltsé

gilla



X. . 7
- i, Yy 0 F
T . = @ N
“q 1g 9 9 1

dér?fi gr ett dimensionsldst tal, 9o’ G, och 4 de tre £0r alla grupperna
gemensamma g~tLermerna, X0 Yy och Zs de sdkta cxponenterna samt 9y den speci-
elld infOrda g-btermen med exponenten 1. PA dotba sdtt erhalla vi n~% 4 -ter-
mer, vilka ger oss mojlighet att uppskriva vir sOkta g -ckvation (3,37). Ur
denna kan seden varje 7 ténkas framstdlld sAsom en explicit funktion av de dv-

riga eller symboliskt

iy o= BT gty venit, ) (3.38)

i -l

Vi belysa innebdrden i ~teoremet med ndgra excmpel.

Eﬁ;méigg' Vid en viatskas stationdra rdrelse 1 ottt rdr kan man vinta,
att tryckfallet per lingdenhet beror av rSrots diameter D, medelhastigheten
v, vibtskans tAthet © och den dynamiska viskositeton/u, Bestdm ldmpliga di-
mensionsl®sa grupper.

Losning: Det funktionella sambandet kan enligt det forogdonde symboliskt
skrivas

f(p;DNQ;/,(.) = O <a>

Vi uppstdlla f£0ljande Sversikt av ingfende variabler och deras dimensionsform-

ler
Variabel Beteckning  Dimensionsformel
Tryckfall D e
Rordiamster D L
Hestighet v T
Tethot © w2
Dyn. viskositet Y

Enligt ¢ ~teoremet blir antalet dimensionslSsa grupper n-m = 5-3 = 2,
Vi vdlja D, v och @ som geonomgéende primidrgrupp och kombinera denna med p och
Jaso HET finns det naturligtvis olika mUjlighster att vdlja dessa tre, men of-
tersom vi 1 fOrsta hand Hro intresserade av tryckgradionten, dr det lampligt
att ha p inghende 1 endast en 70 ~grupp. I Svrigt kan endast orfarenhet ech
gingse praxls ge vid handen, vilka storheter, som lémpligon sammanfdras. Dot
dr naturligtvis ockssd m8jligt att prova clika kombinationer och se, vilka som

forefalla lampligast. Vi kumna sdledos skriva

X V. oz X N4 -y, -4, R
7?1 = D 1 v l;ﬂ 1;)a L 1°L ! T l”M ! L 10 ML 1T 2 (b)
Xn ¥ b4 b'd v -y Ty "OT R .
7j2ch'v2@ %1=L2ﬂL2T 2"ML'L 2°MLﬁP1 (c)
Ekvationen (b) ger £O0r bestdmning av Xy ¥y och 2K i enlighet med att 7¢ ,

skall vara dimensionsli@st, ekvationsasystemet



-
)’ Bty miey = 0
‘\} ”yl"g =0 (a)
L. 2+l =0
vilket ger vy o= ~2 2 = -1 och X = 1, varfor vi kunna skriva
Ty = svEe Tty - D’“"“"ﬁg (o)
’ P

Ekvationen (c) ger pd samma sdtt

{ Xe—i-yg"BZzzl = 0
; ~yo~l = 0 ("
L 22+l = 0
vilket ger y, = -1 Zy = ~1 samt Xy = -1 och sé&ledes
. M
ﬂ fo- J Ao ( N
2 Dvp g)

Tnsdttes detba 1 vAr symboliska ¢ ~ekvation, erbdlles

4

‘ o e LoD .
0 (7;7,/L0) = 0 pg, AN (h)
- ~ pve Dvp
Enligt ekvation (3.38) kan (h) tinkas 19st med avseende pi ﬂfl. Detta ger
D A AL .
L5 e ¢ (2) (1)
Py Dvg
vilket dven kan skrivas
OV y 4
p =iy (£ (3
D Dvp
eller om
Dv 4 -
R o=~ (k)
L
p = @,(R) o’ (3.39)
paod / 1 Pl ')
e D
Vi skola senare finna, att kvoten Q%ﬁl spelar en synnerligen viktig roll

vid studiet av vitskestrdmningen i rdr, Efter sin upptéckare kallas denna kvot

Reynolds tal R. Den slutliga formen pd (%.39) kan endast erhdllas genom nog-

granna experimentella studier och understkningar, Redan nu kunna vi dock omfor-
ma densamma till det utseende, som ekvatiomen vid praktiska tilldmpningar i all-

manhet har, Eftersom 5
1
-+

p =

kan ekvationen (3.39) skrivas under formen
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eller med strykande av alle index

p e (R Lot (3.40)

Bx. 3.25. Ex. 3.2l kan ytterligare generaliseras. Vi gfra detta for att
erhélla ytterligare Swvning 1 70 ~teoremets anvindning, samtidigt som vi skola
finna, att nya specifika kvoter upptrida,

Vi antaga, att vid en vdtskas strdmning trycket p beror av tva linedra
dimensioner a och b, av hastigheten v, av vdtskans tHthetp, av specifika

tyngden ¥, viskositeten i och ytspinningen ot eller symboliskt
f(p,a,b,v,,o,(i,ﬂé’ga) = Q (a)

Hir kan naturligtvis @/b omedelbart uppskrivas som dimensionslds grupp,
vilket skulle innebdra att n = 7. a och b rédknas tillsammans sfisom endast en
variabel, endr de Hro storheter av samma slag. Detta skulle ge n-m = 7-3 = L%
termer plus kvoten % . Ur Swvningssynpunkt sdtta vi dock n = 8 och erhdlla da
8-3 = 59 ~grupper. Sasom genomgdende grupp eller kombination vdlja vl a, v
och p .

Foljande Oversikt av i problemet ingfende variabler erhdllas

Jariabel Beteckning Dimensionsformel
Tryck p "t e
Lingd (t.ex.) a L
Bredd (t.ex.) b , L
Hastighet v ot
THthet £ 1”7
Spec. tyngd 4 NmmaTme
Dyn. viskositet e MLmlTal
e
YtapEnning ¢ M
Vara 47 ~termer bli
) X, V4 Xa ., Yy "¥q 2y =5%
= e R I e R L A (b)
X Vo o Z. Xy Vo Vo 2n =02 1.
P = 8 oy 2f3 2 b= L 2 ET a,M EL E'ML 1T 2 (o)
, Xy Yy 2 Xz ¥z ¥z %z "Dz o p
fiy=a v 2Py andly Jw2a dan et (@)
e
i Xy oz Xy =y oz ~du 1 -1
5 ('L, = L“v ZJ_ Jo! )_;. /M e L Z""UL LLT Ll,'M L"L ZL.ML l‘I‘ (o)
Xe Ve I Xe Ve =Y. Zp "%
Pl R N R T 2 eum (£)
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Uppskrivas villkeren fOr dimensionslOshet hosv? ~-termernsa erhélles, som i
foreglende exempel ettt ekvationssystem fBr varje 77 -term, varur exponenterna
sedan lHtt kunna erh&llas. Demnn ubtrikning genomfdres ej hidr, men resultatet

blir (kontrollera!l)

s b D A 3
TO = mi Ty = ~ “5 = s och 165 = (g)
v :
eller
fy
$E, 5, s ) =0 (h)
G v av £

Ibh ar tydlimen inverterade vHrdet av det 1 fOroghende exempel omtalade

o~

Reynolds tal R. Inverterade virdet av "% Hr en kvol, som upptréder

%
/
vid studiet av vHtskerdrclser med en fri vta t.ex. wvid studiet av vAgrdrelse.
; 1 . . . :
Teges kvadratroten ur -—-- erhfilles ett uttryck, som vi senare nirmare skola
.

studera och som bendimnes Froudes 7. Kvadratroten ur inverterade vidrdet

av kvoten Tv_. har Hven fAtt ett speciellt nemn. Detsamme kallas Webers tal W
5 :

Storleken av debtta tal har visat sig 8ga betydelse vid analysen av sidana
viatskerbrelser, ddr upptridande ytspinningskrafter ej kunna forsummas vid si-
dan av Svriga fOr rdrelsen bestdmmande krafter.

Tinka vi oss ekvationen (h) 16st med avseende pd p, erhflles

P “(nv" /<R F,W,b> (1)

ddr de angilvna substitutionerna inffrits.

3Lh3. Dynsmisk likformighet,

P4 grund av den komplexa nnturen hos minga stromnirgsfdrlopp och
verhuvud taget av minga problem inon hydromekaniker har modellstudier blivit
ett viktigt hjdlpmedel vid 18sandet av minga bAde prakbtiske och teorebiska

problem, Turbiner. flygmasiiner, fartyg, pumpar, hela kraftverk och floder

studeras i modsel:

r eller avbilcdaingar» av den naturliga redan existerande el-

ler blivende konstruktionen, prototypen. elle cet geografiskt givna vatten-

draget. Genom sidanz studier har myckebt aibete och materiel kunnat sparas.,

For att uwodellundersSkningar skola vara mdjlipa miste vissa Likformig-

hetslagar vara uppfyllda. Dessa lapar m8jliggdra dessutom nHrmare analyser

[PESEITOR PRS-,

o - " o . . ” o e ol ;
av erhiillna data. Var mnirmaste uppgift v atb rigot wirmarse understka. huru

dessa likformighetslegar kumma fermuleras och wvad de innebira.

formighet mellan tvenne

Det dr fOr det fUrsta tydligt, att dynamisk 1:

rSrelsefOrlopp mdste innebidra att geometrisk likformighet rider. Erfarenheten

visar att detta dr en nUdvindig forutsdtining, men att den ej Hr tillriicklig.

Kvoten mellan de bestdmmande geometriska lingderna hos modellen och hos probo-

typen kallas modellskalan. Detta stdr ju i Overensstimmelse med att f8r ge
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metrisk likformighet mellan t.ex. tvA trianglar med sidorna &y b1 och °y
respektive 8ps b2 och o fordras att

a b c

By b2 s

ddr k dr en forminsknings- eller fOrstoringsfakbtor.,

L&t oss betrakta en plan stromning kring cylindrarna A. och Ay pad figur

1
%.28, Hir radder tydligen geometrisk likformighet (obs. alla cirklar Hro lik-
formiga) . Det dr tyd-

ligt, att for att

’ £romni =
G LV stromningen skall kun
TN na sdgas vara likfor-
i S e L T / P [l T ONSUREEGEL, SR
4 . e
_ [ ; r— mig, méste dven mot-
\ AN
\\f/7}7/ svarande stromlinjer
L
V vara likformiga,

o © 2 "
sy d.ves. de tvAh strom-

bilderna r&ste vara

\‘, ) } = geometriskt likfor-

|\g 6\2;// miga. Detta innebdr
d& ockséd, abt hastig-

g heten i likbeldgna

Fig. 3.28 punkter miste vara

likriktad (jfr definitionen pd stromlinje!) Men hastighetens riktning #r i
varje punkt bestdmd av resultanten till de verkande krafterna.

I ménga stromningsproblem kunna de verksamma krafterna i huvudsak anta-
gas vara tre. Om enligt D'Alemberts princip varje rdrc scproblem betraktas som
ett jimviktsproblem, ken d& enligt mekaniken den ena av dessa krafter uppfat-
tas som resultatnt till de tvenne Ovwriga. Det Hr tydligt, att om i wvarje kor-

responderande punkt av de tva strombilderna de uppkomr= krafttrienglarna &ro

likformiga, s& réder dynamisk likformighet. Villkoret for dynamisk likformig-

het kan dd enligt germetrin och det fOreglende formuleras s&: Dynamisk lik-

formighet innebdr forutom geometrisk likformighet, att kvoten mellan tvenne

motsvarande verksamma krafter i korresponderande punkter av modell och proto-

typ dr lika (forutsatt att de upptradande krafternas antal Hr tre eller kan
approximeras till tre) .

Olika likformighetslagar kunna formuleras alltefter de dominerande kraf-
terna. De viktigaste krafterna vid en vidtskas rdrelse dro 1. trgghetskrafter,

2. friktionskrafter, 3. tyngdkrafter och l. tryckkrafter., De olika krafter-

nas innebdrd torde tillrdckligt tydligt framgd av deras namn. Fran mekaniken

torde det dock vara lampligt att pépeka, att troghetskrafter Hro passiva kraf-
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ter, sem ~alltid dro lika stora som de aktivt accclercrance krafterna, men som
till sin riktning #ro rakt motsctta dessa. Om dun cktivt angripande kraften
betecknas med F, géller enligt D'Alemberts princip

F-mea=0

ddr ma kallag troghetskraft. Troghetskrafter ech friktionskrafter &ro passiva

krafter, som endast uppkomma i samband med att aktive, drivande krafter verka.

Till dessa senare hora tyngdkraften och tryckkraftcr. Vid mdnga rorclsefdrlepp

spela naturligtvis &ven andra krafter en viktig roll sdsom ytspinningskrafter,

clasticitetskrafter cte. (jfr t.ex. problem 3.231)

3431. TR eynolds tal. Redan tidigarc har Reynolds tal definierats sd som

kvoten 7YL,

sion. I cxempel 3,22 var denna dimension diametcrn hos det rdr, i vilket strom-

ddr L #r ndgon for strémningen karaktcristisk geometrisk dimen-

ningen ténktes forsiggd och i exempel 3,23 var det ¢n ¢j ndrmare definierad
liniédr dimension a.

 Om en vitska strommar i ett ror eller en kropp ror sig i en vitska (gas),
s& att den dr helt nedsinkt och inga fria vatskuytor deltaga eller behdva beak-

tas, bestémmes rorclsen av de tre krafterna: tryck-, troghets- och friktions-~

krafter., I varje punkt av den uppkomna strdmbilden kunnn vi s&lcedes betrakta

trycket som resultant till de Ovrige bigge kraftcerna: trdghcetskraft och frik-

tionskraft. Detta innebdr enligt det foreglende, att tvad vitskestromningar dro
troghcetskraft .
friktionskraft

dynamiskt likformiga, om i korresponderande punkt.r kvotcn
lika,

Tréghetskraften dr preportionell mot m*a eller mot p evelymeacceleration =
P12 - p1l. T - p1¥?

T L
N 2
Friktionskraften #r proportionell mot /A'A'%g cller mot AL %? = MLv,

Den sckta dimensionsldsa kvoten blir foljaktligen

PLQV2 _ _pLv Lev

/.LLV_/&=\)

men detta Hr enligt det foreglende detsamma som Reynolds tal, s8ledes

oL L
B= g~ =g (3.41)

Om _troghets— och friktionskrafter kunna anscs vara de bestdmmandc krafterna

dven dynamiskt likformiga vid lika vdrden pd Reynolds tal R. Vid tillémpningen

av ckvation (3.41) insdttes i allminhet medelhastighcten v+ Reynolds tal spclar

en betydelsefull roll vid klassifikation av olika stromningsférlopp i framfor
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allt ror, Det dr tydligt att Reynolds tal i viss mén tilldter cn beddmning av
vilke krafter, som domincra ett visst stromningsférlopp. Smé vérden pd R inne-
bir, att friktionskrafterna dominera, meden héga virden pd R ange att trdghcts-
krafternc spela en mera framtrddande roll. Detta slall léngre fram nera in-

gdunde belysas.,

x. 3,26, Om luft strommar med en hastighet ov 30.5 m/s genom ett rér
med diamctern 10 cm, vilken hastighet mdste d& vid semma tryck och temperatur
luften ha, om diamctern Skas till 25 cm och dynamisk likformighet skall rada?

Losning: Enligt 3.41 fordras att

Bi'y  Lyvy
vy T T,

men hir giller att Vv, = V,, Ly = I =10 cm och L, = D, = 25 om, varfor

il

D1°Vl :10°3050
D2 25

Svar: Luftens hastighet 12.2 m/s.

vy = 1220 cm/s

Ex. 3.27. En i vatten helt nedsénkt kropp skell omflytas av detta mcd en
hastighet av v m/s, En modell av kroppen &dr 10 ggr mindrc, Vilken hastighet
skall samma vatten ha vid provning av modellen, om dynamisk likformighet skall
réda?

Losning: Enligt (3.40) giller

£
Lev 10 'x
eller v v
v. =10w
X

Svars Hastighcten hos vattnet skall vid provning av modellen vara 10 ggr

stérre d&n den kring prototypen réddande,

3432, Froudes tal. Vid vitskors stromning i Sppna kanaler och vid farty-

gens géng uppstd foretcclser knutna till en fri vatskeyte (vattenyta). VAgro-
relser uppstd, vilka innebdra att tyngdkraften dr verksam, De olike vitskecle-
menten komma att intaga lidgen badde Sver och under den vilande fria vidtskeytan.

Det visar sig, att i sé&dana fall det redan i exempel 3,23 infdrda Froudes tal F

anger villkoret for dynamisk likformighet mellan tvennc viatskestromningar. Vi
undersdka dess ndrmarce betydelse.

I exempel 3.23 erhdllo vi Froudes tal under formen
2 2
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Sembandet mcllan p och Y ndste i ctt godtyckligt cnhotssystem kunna skrivas
y= kP8 (b)
diar k dr cn mumerisk konstant. Kvoten-%g— kan 2lltsd i ckvation (a) substituc-

ros med keg. Sdledes

W et (c)
%
a & 5

T allminhet definicras Froudes tal F som kvadratrotun ur j%g (k = 1) och vi

definicra slutgiltigt

O (3.42)

Vaog'

D¢ krafter som cnligt crfarenheten i huvudsak bestdmma en vitskas rorelsc,

nidr en fri viatskeyta dcltar dro, tryck-, troghcets- och tyngdkraftcr. Liksom man

i det fall, att un vitske roér sig helt immcsluten i ¢ttt rdr, bortscr fridn tymgd-
kroften, sd bortscr man i detta fall frédn friktionskraftorna vid uppstéllandet
av det dynamiska likformighetskravet., Vi kunna sdlcedes uppfatta trycket som re-
sultant till troghets- och tyngdkraften. Detta inncbédr d& ocksd, att dynamisk

likformighcet dr forverkligad, om i tva vEtskerdrelscr kvoten troghctskrafter:

tymgdkrafter dr lika i motsvarande punkter av strombilden,

3

Tyngdkraftun dr tydligen proportionell mot meg cller mot ¢ L g och trog-

hetskraften ha vi redan visat vara proportioncll mot plﬁvz. Den sdkta dimen-

sionsldsa kvoten blir

PL2V2 v2

pL’s  1'g
nen detta dr ju kvadraten péd det ovan definicrade Froudes tal. Det dr alltsé
hidrmed visat, att Froudes tal, vilket redan inledningsvis papckats, anger vill-
koret for dynamisk likformighct under angivno betingelscr. Likformighetskravet

kumna vi sélcdes formulcra: Om troghets— och tyngdkrafter kunna anscs vara de

bestdmmonde vid tvenne vitskerorelser, mcellan vilke geometrisk likformighet

rader, dro de #ven dynomiskt likformiga vid lika vdrden pa Froudes tal. Om mo-

dellen dr mindre &n prototypen, visar Froudes tal ott hastighcten skall vara

rindr. kring modcllen #n kring prototypen (jfr forhdllendino vid Reynolds tall)
I sambond med den allminna diskussionen av dynamisk likformighet papekedes,

att dven andra krofter dn de hir mera ingdendc bohondlode kunna vara av betydel-

sc, Dit dr sdlcedes mojligt att hirlcda andra likformighetskrav under beaktbtande

av dessa kraftcr. I cxcmpel 3.24 ha vi t.ex. normgivit kvoten séson

CA
Vicbers tal, ddr hinsyn tages till upptriddandct av ytspiannings- oL kraftcr.
Reynolds och Froudes tal dro dock de kanske viktigaste, och vAr bchandling av

dem fAr rdcka slsom cxemplifiering av de viktiga tenkegingar, som ligga bakom
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begreppen dimenéionsanalys och dynamisk likformighct,

Bx, 3.28, En konstruktion 1 m lang skall bygges i vatten, Vattcnhastig-
heten blir v m/s. Den kraft, vermed det strommandc vattnct genom vigbildning i
ytan pdverkar konstruktionen, undersdkes medelst on & ggr mindre modell. Huru
stor skall vattenhastigheten kring modellen vara, om dynamisk likformighct
skall réda?

Losning: I detta fall tillémpas Froudes likformighctslag. Antag att vat-

tonhastigheten skall vara Vo D4 erhallcs

v v

m
Vi VI

cller

Sifferexcmpel: 1 = 30 m, v = 5 n/s. Modullens lingd 1 n eller a = 30,
Detta ger

35« Utstromming.

I avdelning 31 ha vi infdrt vissa allmédnna kincmatiske begropp och fdrsdkb
skaffa oss en clementdr Overblick av den rent gcomctriska sidan av vdtskornas
rorelse. Den kinematiske beskrivningen av rdrclscforloppen utvidgades sd i av-
delning 32 att omfatta ett dynamiskt betraktelscséatt, ddr begreppen kraft, trog-
het, massa c¢tec. gav oss mojligheter att uppstédlla sombond ncllan de rorelsen
orsakandc krafterna och rdrelsens forlopp. Dette betroktelscsédtt tillanpades pé
den ideella vitskan, varigenom den malematiska bechandlingen forenkladcs oeh vi
medelst ctt rent deduktivt forfarande kunde erhdlla virdefulla samband sdson
Berncullis ckvation, Toricellis lag ce.s,v. I avdelning 33 definicrades eegreppet
inre friktion hos cn vitska, och i 34 redogjordes for immcbdrden i termen dyna-
misk likformighet och ett par viktiga likformighcetslagar hidrleddes. I fo6ljandc
avdelningar skola vi nu pd den lagda grunden och med hjdlp av experimentellt
funna data skaffa oss formler, som tilldta oss att gora berdkningar vid olika

uppkommandc problem.
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351, Utbstromningskocfficient.,

Redan i avdelning 3223 ha vi med utgingspunkt fran Bernoullis ckvation
visat, att utstromningshastigheten vid en vatskas fria utstrémning ur ett kérl
ar

v =\ 2gh’
dar h dr vertikala avstlndet mellan vatskeytan i kidrlet och utstrémningsopp-

ningens centrum. Med fri utstromning menas dé att utstrimningen sker i ett me-

dium, vars tédthet dr forsumbar. Ietta medium dr 1 allminhet luft. Karakteris-

tiskt dr dven, att i allménhet en strdle bildas. Motsatscen till fri utstrom-

ning dr t8ckt utstrlmning, varmed forstds, att vitskon strommar ut i ett medium,

vars tidthet e¢j kan forsummas i forhdllande till den utstrémmande viatskans tat-

het. I allmédnhet gédller vid tédckt ubstromning, att den utstrommande vitskan &r
densamma som den vitska, i vilken utstrémningen dger rum. T.ex. vatten i vatten.
Enligt Toricellis lag skulle alltsd vid liten utstromningsdppning AA den

per tidsenhet utstrémmande vitskemédngden, d.,v.s. g vara
q = veAA =AM 2gh (3.43)

Enellertid visar erfarcnheten, att q ickc uppgir till detta vdrde utan i

allménhet dr betydligt mindre eller

q = /LA\ﬁig;ﬁ (3.44)

ddr 4 &r en koefficient mindre Hn 1 och benfmnd utstrdmningskoefficient. Expe-

rimentella undersokningar visa, att denna koefficient kan uppfattas s8som en
g P pp

produkt av tvenne andra koefficienter en hastighetskoefficient o/ och en kon-

traktionskoefficient # . 3Aledes
=

Jo =0k R (3.45)

Hastighetskoefficienten ger uttryck &t den hastighetsreduktion, som upp-

kommer pé grund av vitckans inre friktion och som verkar som en minskning av h.

Kontraktionskoefficienten diremot ger uttryck &t en reduktion av den aktuella

utstromningsarean. Experirentella och tesretiska undersdkningar visa, att en

kontraktion av vitskestrdlen sker omedelbart utanfdr utloppsPppningen. Arean av
strdlen, ddr kontraktionen #Hr stdrst kallas ofta "vena contracta" och vi be- -
teckna den mec A« Hir maste ocksd maximal hastighet v, rada. Det sagda ger
oss alltsd mdjlighet att skriva

= s \/——,:- PR

T, = Vesh och Av = B A (=)
eller

o ey
q=A v = oA Vegh = o g4\ 2en (3.L46)

eller i den form, som givits tidigare

q = A[,..A\/Zghl
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I figur 5.29 belyses uppkemsten av

att storleken avou och/B gr beroende av

5 LRI LA

Fig. 3.29

"vena contracta". Undersfkningar visa
framfor allt utloppsdppningens form
men dven i viss mdn av storleken pa h.
I allménhet varierar ¢! inom grénserna
0.98 till 1.00, medan /4 &r betydligt
mindre med virden mellan 0,61-0,65.
Hastighetsreduktionen &d€r minst, di ut-
stromningen sker "skarpkantat" (se fig.
2.29!) . Genom speciell utformning av
utloppsOppningen t.ex. genom att den
forses med ett kert koniskt ror kanﬁ
stiga till 0.90. For vissa vdl defi-

nierade utloppsdppningar finnas i lit-

teraturen pa basis av experimentella undersdkningar tabeller upprdttade Sver

utstromningskoefficientens (M) storlek.

Ex. 3.29.

strélens koordinater erhtlls (se fig. 3.

Vid ett munstycksfdrsdk med uppmdtning av den bildade vabten-

%0:) en lingdkoordinat x = 0.67l m ech

en hojdkoordinat y = 0,102 m., Fallh8jden var 1.2 m och den uppmitte vatten-

mingden 0.16 1/%. Munstyckets diemeter var 8.2 mm. Berdkna ot , (3 och M,

Lbsnigg:

P& figur 3.%0 ha givna data infOrts och vattenstrldlens utlopps-

hastighet betecknats med v, (verklig hastighet). Enligt Toricellis lag blir v

for en ideell vatska

ve=Vegl.2=Velg

Vi uppstédlla rorelseekvetio-~

A
Zﬂgﬁx:m*_“_
e ta
h=712m
L= & % mim
e f’/‘*i"* Ve
N
|
‘.‘m"“:‘;

Q702

R e
ES LIRS
i

nerna med hjdlp av den verkliga

hastigheten v

o
1X:'V’0t;
' v
To_g .2
fy' é‘ t
I detta fall saledes
{!0'67)4:Vv‘t
! 2
o102 = B .
2O.¢C2 = %
eller om t elimineras

g
Vv = Oué?h\/m

och sadledes enligt det fOregiende

——
Y
g = =X o.ém\/""‘ﬂo.ao 0.6

Vel g

Fig. 3.50
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Enligh ckvation (3.46) &r q = A_°v_, vilket i detta foll ger

o

Oal6 o e g T

Toeg = Ay°0.96 V2.4 g
Av _ O.,-_lf“
960 \[2.4 8

Harav beridknas

A
A== Dalt, ,'#Jl 5 = 065
960\2.48 TUTLI
IOOO2

Slutligen blir
/‘{: (7\.,8: 0.96.0.65 = 0062
Svars A = 0.96, g= 0.65 och i = 0,62,
Ex., 3.30. Bevisa att hastighctskoefficienten kan bestdmmas, om utstrom-

ningskédrlet upphinges pd en balens enligt figur 3.3l och den genom strdmningen

uppkomna reaktionskraften mdtes genom att en vikt placcras s& som figuren ut-

visor.,
Losnings: DInligt mekaniken giller
att
Yikd £ === Fet = mev
Y [ 5
9} magfgg'rﬁ"“ eller i detto fall, enir
L L L —
S A [ ; m = PeAev, ot
e Bt =pAv_*tev
v v
ReakPkr < S A7 RS Gl
R S i - o
! ' F=p-a Yy
== = Med figurcns beteckningar erhdlles
14ttt momentekvationen
Figs 5431 Fi.al = Fa = a pav,
som ger
2By
V.= "=
voapq

For hastighetskoefficienten  erhdlles sdlcdes ckvotionen

v B oa
-

A =T = -—*;—A:::ﬁ V.5.B.
v apq\2gh
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352, Utstrimningsmédngd vid konstant tryckhdjd

Den i det foreglende givnoe diskussionen over utstromningshastighet har
gdllt sddana fall, ddr utloppsOppringens area varit sd liten, att vi kunnat
anse hastigheten konstant Sver hela arcan., Utstrdmningsmingden g per tidsenhet
har d& 1ldtt kumnat erh8llas sisom produkten av hostigheten och arcan,

Vi skola nu understka, huru utstromningsmingden per tidsenhet kan berdknas,
ndr hénsyn méste tagas till att hastigheten varicrar frén punkt till punkt ov

utloppsOppningens arca. Betrakta figur 3.32% Med i figuren infdrda beteckningar

och c¢nligt ekvation (b) avdelning

o P 3223 gdller for v, om hinsyn tages
7 == i e } .
—pl—g e | == t1ill upptridande forluster
ik / : ;
h ?\/ i 4 2 Py~P
L4 v =&\l v "+2g(—— +7)
l /4 0 b
| T och for £18dct (vitskefdringen)
cy % ;WQE-\ >/<’ genom dA
) NV N\
% gy NG d
/A N RS //’ \\\ s, pO_p
/// AN 4§2¢¢4 \X, dq =puvad =p\| v_“+2g(——+y) dh
X '& T A )/ N .
i P cller om dA substitueras med
AL :
/ - \,‘,,// &
r4 ¢ x—=— och integrationen utfores
sin o
Fig, 3.32
% |
,l/ 2 po—_p
1= L/m;x\ﬁb +2g 3 +y)dy (3.47)
hl

For att demna integral skall vara méjlig att 1dsa mdste x kunna uttryckas
som funktion av y eller symboliskt
x = £(y)
I ménga fall kan Py sdttas = p ¢ch ot = 900, Vi infora dessa substitutioner och

erhdlla

hy

a4 =AM dvbz+2gy;f(y)dy (3.48)

!
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3521, Fri utstromning genom vertikal, rektangulédr Sppning.

Vi tilldmpa ckvation (3.48), dar f(y) = b. Sdlcdes

q = ubﬂv +2gydy = Mb \/28I\/y+-—dy

B 2 2
Yo
po 2 / =lrretd)
MM “% hl
— 4"334
\ V
v 2
y
/'! l ,/ |<_.___,,__‘ X—; /3 el
% \y
B -(z:\h;—- = /A
I S _§~.__ o
4
Flg’ 3035 |
. 3
2 P v £ v 2 2
n— . .
- She Vg (gt 5g) = (I +5g) } (3.49)

Ofta kan T forsummas i forhdllande till hl och h2. Ekvationen (3.49) &ver-

gdr da till formen

5 5
g - £ubV2gn, -0, (3.50)

\N

3522, Tackt utstrémning genom vertikal Sppning, On utstrémningen sker en-

ligt figur 3.34 och utloppsSppningens area dr A blir tydligen hastigheten i var-
Jje punkt konstant

_o(_\/v +2gh

och g sdledes

1 =pa\v 2+ 2en (3.51)
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Bortse vi fréan tilloppshastigheten s forenk-

las ckvation (3.51) och antar formen

O vy . _ R
«_'?if—‘ T g V- ' e = A Veeh
N : 4
My 4 y Muyw Ytterligoare formler for komkinationer

av delvis tédckt sidoSppning med och utan till-
stromningshastighct kan naturligtvis hirledas.
v Den intresscrade hidnvisas for dessa fall till
litteraturen och under rdknedvningarna genom-—

géngna excmpel. Sc¢ Hven cexempel 3.351

Ex. 3.3l T con forddmning finnes en

dammlucka enligt figur 3.35. Luckans bredd

gr 1 m och dess hojd (mdtt ldangs viggen) 0.5
Fige 5.34 m, Avstandet frin luckans underkant till vig-
gens Overkant (léngs véggen) dr 1,2 m, Berdkna den utstrémmandc vattenmingden,

d& At = 0.6 och luckans lutning mot horisontalplanct dr Of = 450.

Losning: Beteckningar och an~
tagandon fromgd av figuren. Vi $ill-

lémpa formel (3.47)

n2
‘ P-p
M \/ 2 0
q-—;;ﬁquX'n)+2g( — +y)dy
iy

\
O

eller i detta fall

1,2
e
a4 - 0.6V2 f 1 W 2gydy
0.7

V2’

= 1,09 m3/s

2
Svar: Den utstrimmande vattenméngden &dr 1.09 m)/s.

Ex, 3.32., Hirled den per sekund utstrommendc vattenméngden genom en tra-
petsformad Oppning, ddr B = 2b = 2h och B befinner sig i vattenytan.Utstromnings-

kocfficienten ér;;.

Losning: Beteckningar och antaganden framgh av figur 3.36.
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Vi tillimpa formel 3.L8. h
q =,uf Vegy r(y)dy

C
Vi ST Likformiga figuror go

x = £(y) = 2b-§y

och salcdos

Figs. 3.%6

h a P
q =/1f (2b-2y) Vegy'dy =pb V'égf (2\/—'“%\/3’5> o
0 0

h
q =,ub\/5§/ %y
0

5 3
e yC - %Hb\.@g‘"h?

PN

men eftersom b = h
1 2 1
g = TL%'“h V2gh

Svars Vattenfdringen Hr %jxha\/ 2gh.

3523%. Skarpksntat fritt dverfall. Om i formeln (3.49) h, blir = O or-
h&lla vi uttryckedbs:

s 3 2 é
2 ey VOC 2 VO =
q = 3/LbV2g[Kh-+?ﬁ9 - Q§2;> J (3.52)

I detta fall sker utstromningen tydligen s& som figur %.37 visar. Utloppsdpp-

ningen saknar Ovre begrinsning, och man talar i s&dana fall om fritt Sverfall.

I det fall den atmosfariska luften har fritt tilltrdade under stridlen kallar
man strdlen luftad. Det fria Sverfallet kallas Hven av vissa forfattarc "full-

komligt dverfall", medan motsatsen det thckta (delvis thckta) Sverfallet kallas

"ofullkomligt overfall". Den hdr valda terminologien fritt respcktive tHckt
overfall motsvarar den vid helt begridnsade Oppningar tidigare infbrda. Om 1
ekvation (5'52>Vb = 0 fOrenklas formeln for det rekbanguldra fria Sverfallet

till

%
a = SubVeg n° (3.53)




i

Tv& huvudformer av fria dver=-
fall forekomma: det hdr ndr-
mere behandlade rektangelfor-

made (U-formade) och det

triangelformade Overfallet.

Clika slag av Overfall anvin-

das fOr mdtning av framrin-
nande vattenmingder. Genom

kalibrering av Overfallen

kunna dessa matningar goras

mycket noggranna dven vid

Fig. 3.37 starkt vixlande flddesméngder.
Vid mindre krav p& noggrannhet kan u ofta sdttas lika med 0.62 a 0.68.

Ex. 3.%%: Hirled en formel for berdkning av den vattenmingd, som per sc-
kund utstrémmar genom ett trianguldrt Sverfall. v sdttes = 0 och vattenytans

hojd Sver Sverfallets spets dr h, Ovriga storheter framgd av figur 3.38.
Losning: Behovliga beteckningar finnas infdrda pd figuren. Foljande ckva-
tioner erhallas:
{ dq =pxdy V3gy (a)
<

X - (o8
[ 2(ny) tg > (b)

Ur (b) erhdllos

x = 2(h-y)tg 5

vilket insatt i (a) gor

B 13
q = 2putgE \/ng(hyz-y ) dy
0
h % 5
1/ 2
q = Eﬂ‘tg—é’-— é/2g/ 3'hy"%y2
Pig. 3.58 - Bu 2

Ammarkningar: For o4 = 900 erhélles
5
Bu \f, 2

a - 75 Ve

Donna form pé Overfallet anvindes ofta vid mdtning av mindre vattenméngder. I

litteraturen finnas noggranna formler for huru M varicrar med h och Svriga stor-

heter pa Overfallet. Vid noggrenna mdtningar upprédttoes con kalibreringskurva.
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262),. Overfallsdammar, skibordsdammar. Under det att overfall (skibord)

med skarp kant i fOrsta hand anviéndas fOr métning av vattenmingder, tjdna Over=-
fallsdammar, skibordsdammar av storre styrka och med avrundat krdn till att

ddmma upp vattemmassor. Sasom figur 3.37 visar, berdr strdlen Overfallets kant

endast ldngs on linje. Cver-
< fallsdemmar dédremot utfdras i
i l*”—ifif e rogel s&, att strdlon med sin
undersida foljer fordaémningen.
Se figur 2.,39!
Den framstrommande vatten-

méngden blir dven hdr i Over-

Y i, ensstimmelse med %.52, om

v =0
o)

3
q = -f;/xbvé"é‘ 8" (3.50)

Vérdet p& A4 dr dock hdr starkt beroende av kronets utformning och sidovig-

gens lutning. For i praktiken anvinda konstruktioner varierar s&lundaw mellan

0.7)_}, och 0095-

3525. Brett Overfall, Om dammvdggens bredd i figur 3.39 tdnkes Oka, sa

att ctt ldngre vAgrdtt plan erhilles, talar man om brott Sverfall. Vid passagen

s sssesnesd Oyef pléniet Under-

gr vattenytan en

o . B
fh, T — %.E "77\43 viss sdnkning h

I ~ motsvarande has-

/éé?;;;ég;y/:gf /:/ijéiég;sx\ tighotsdkningen
T I 077777 | Gee s 300

Vid berdkningen
Fig. 3.,,0 vattenmdngden bor-

av framstrommande

de man vdl teoretiskt utgd fran uttrycket for ett delvis tHckt Sverfall. Erfa-
renheten visar cmellertid att man, ndr h dr litet i fdrhallande till hl’ kan
bortse fran den fria delen av Overfallet. Man kan s&ledes med god approximation
anvdnda sig av formeln for helt tdckt utstromning (3.51) med A = b(hl—h), var-

vid erhdlles

q =6+ (h -h) V2gh ’ (3.55)

A
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for berdikning av den framstrdmmande vattenméngden. (4 voricrar mellan 0,6-0.8,

Vi antaga nu att vattenytan ovanfor dverfallct hllles vid konstant nivé,
men att vattenytan nedanfor overfallet sédnkes, varvid h odkar. q kormer till
£615d harav att uppnd ett maximivirde, emedan \'h Skar men h,-h minskar i for-
mel (3.55). Meximipunktens ldge erhdlles genom nollsdttning av derivatan av g
med avscende pd h. Saledes

a4 =pub V2g (hl—h) vh
da _ 5 ) — /5 | =
= - up Vg t(hl h)z\/ﬂ’ Vh ! =0

cller n

B e e

3

Insittes detta virde pd h i ekvation (3.55) crhdlles moximala avbSrdningen

t1i1l ey 3
q_ =pb \/‘éé'%hl\}h% - 2wy \zg = (3.56)
3Y/3
Detta rcsultat innebdr siledes, att sd fort den nedre vattenytan ligger minst
% h1 léngdenheter under den Gvre vattenytan, sd& dr Sverfallets maximala vatten-
avbordande formiga uppnadd. Orsakerna till dette dclvis Overraskande resultot

ligger 1 den strommande vidtskans energiforhillenden. I samband med studiet av

vatskors rorelse i Oppna ledningar skola vi dterkommo till denna sak.

Ex. 3.34. I en 4 ndr vattnet normalt 20 cm Sver kanten pd ett i 8n anbragt
skibord. Denna hojd Sker vid varflod till det trcdubbla vidrdet. Huru ménga pro-
cent stdrre dn den normala dr vattemmdngden vid vArfloden? 4 kan antagas vara

lika i bada fallen.

Losning: Beteckningar och
; A g R antogonden framga av figur 3.41.
Sa T Formel (3.54) till'aimgas
. - q = %—,u b \2g h-2
',, zh
L,.\/.‘\//. ?ﬁ\’ B __2_ b \/'é‘“ h%
9 ; Unin = A0 V8
My \D %
et e ot o e 2 N
e b Tnox = 3P0 V2E0R)
Fig. 341 Om vi beteckna den procen-

tuclla Skningen med x, s& gédller

100+x B
100 qmin - qmax

eller -
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L
100+x 32
100 ~
vilket ger
x = 419.6 %

Svar: Ckningen #r 420 %.

Bx, 3.35: Huru stor vattenmdngd passerar per sclund och lidngdmeter over
det delvis tickta dverfallet i figur 3.42, om undre vattenytan stdr 0.2 m och
gvre vottenytan 0.5 m ver dammkrenet och g, =l€2 = 0,8,

Losning: Overfallet kan

betraktas sdsom bestéende av
O’.‘f‘\\\ on fri del med hojden 0,5-0.2 =
— A T o 0.3 m och avbdrdningen e samt
é av c¢n tidckt del med héjden 0.3
Z och avbordningen qt. Enligt
7 (3.53) gdller for q,
7 g 2
R T T Rl @ - % .O,B'l'\f§§'0-35 - 0.388

Fig. 342 och for q enligh (3.51)

q, = 0.840,2+1V2g0.3 = 0.388
och sdledes
Q= qp+q, = 0,388+0.388 = 0.776 m /s

Svars Vattemméngden #r 0,776 m3/s.

35% ., Utstromningsmingd vid variabel tryckhdjd,

De i det foregdende givna formlerna for utstromningen per sckund gidlla alla
vid konstant tryckhojd. Om under utstromningens ging tryckhojden eller vatten-
standet h #ndrar sig, maste formlerna skrivas
dQ = g dt (2)
ddr q dd &dr det momentana flodet, vars storlek beror av den nomentana utstrom-
ningsarcan Ay och hojden y till den fria vattenyton cller symboliskt
. f(Ay9Y> (P)

I

4
eller
dQ = f(Ay,y) dt (e)
Utstromningen sker i allminhet frin ctt begrinsat rum a (kdrl, sjd, etc.)
och foljaktligen miste d& gidlla, om den fria vitskeytons area betecknas med A&

och dy en differentiell minskning av y, att
4Q = -Ay dy = - ¥(y)dy (4)
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dar,A§ dr ndgon slags funktion av y eller A' = P(y).
Ténka vi oss dessutom, att en med tldpn variabel tillrinning sker och teck-
na denna
dQ! = ¢ (%)dt
s8 giller for mingdforindringen d4Q i a
4 = - ¥(y)ay+ #(8)at = £(a ,y)dt

(e)

(£)
cller
Ply)dy =g (t)at -£(a ,y)ds (3.57)
Denna differentialekvation kan icke 1losas under den allmdmna form, som den

hidr har, utan vi ingkrénka oss till ett par enkla fall,

8. Ingen tillrinning, ¢\(t) = 0., Ekvationen (3.57) overgdr till formen

Ply)dy = —f(Ay,y) at

eller, om vi ldsa ckvationen med avseende pd 1t

, P g
) (A\,J)

I

(3.58)

Antag t.ex. att vi betrakta en utstromning fran ctt kirl, vars sektionsarea

ar konstant Ao och att utstromningen sker genom en i foérhdllande till kdrlarcan

liten Oppning A1° Se figur 3.43) Tydligen gédller da

P(y) = A,
; - ssmt
i A e B B
| o / f(Ay,y) - f(Al,y) = /uAl\/Zgy
;"- S iy s ek i e och s&ledes
sl i
Lz | ~_““¢ﬁ(my h, . . h,
s ~'st b= - _...Ji;lz__‘:_____o f_jl.l
~ ’ !'7.- \ A 2 / Q/\
ra Ay AT ; hlﬂ 1Y “& #Al\/zg@lvy
|
ke 2
1 - b = (V- Vi) | (3.59)
‘. \/:/(,L \./,29‘\'/‘ /u’A \/Zg
Figs 3.43 b, Tillrinningen konstant,

@ (%) =

F(y)dy = i_’ql—f(A

1
q". Var allminna differentialekvation fir nu Fformen

y,y)]dt

vilken 10st med avseende pd t ger
T2
P(y)dy

§ = (3.60)
5 q —f(AyﬂY)
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Betrakto t.cx. figur 3.43 och 18t samma forutsdttningar gidlla som i fore-
gdunde excmpel blott med den skillnaden, att en konstant tillrinning q fore-

komavr, Tydligen gidller da

h, b,
{ A dy Ay [ dy
t = | _j
| MR 1 JA ?”‘
ql—,uAl\/QgT, 1 : i*Y~-~\/y
1 h ql

Denna integral 1oscs genom inforandet av substitutionen

M‘A \! 28 P s
Vy = cVy
1
q
varvid crhdlles
28 At b\ 2gn - ot
o] 1 AL
t:——w~4v%AM) _;Zm. — 1
MAy Vog giLh /,.f.,A] i Qghz—q

For att detta uttryck skall vara giltigt méste naturligtvis q;/, A \/Egh .
0 erhdlles formel (3.59). Finnas andra kritisko virden? Vad 1ntraffar
t.cx, Onm ql =/1A /égh och vad innebédr detta fysikoaliskt?

I

For q1

Bx. 3.56 36, En voattenbassing med konstant rcktangulidr area (5 X 4m) skall

anordnas med bottenavlopp sd dimensionerat, att nivin sjunker frdn 2 m Sver bot-

, -5 5 : 2 .
ten till 1 m Over densamma pad 30 min, Berdkna avloppsarcan i em , dé,p,= 0.8%

Lésning: Vi tillémpa formel (3.59)

B o pm e 205¢4 = o
30260 = — (Vh] - VE) = ————— (V2- V1)
JA V28 0,8°A,V 2g
50°0.414 2.070
Ay = . ™ 0.00260 n’
1800°4.43  180°4.43

Svars Utloppsarecan skall vara 26,0 om2.

Ex, 3.%7. Hirled ets uttryck for utstrormmingstiden Sver ett rektangulirt

brdaddavlopp, d& ingen tillstrdmning dger rum) Sc figur 3.44!
Losnings Vi tilldmpa formel (3.58) med
(@) =

samt cnligt (3.53)

ok

i — —2- ”--_,Q
= £(A,y) = Sub V2gey

och silcdes
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h
t f 2 i <
| o ZuVagy®
i Ao \’ h, 3
Y 'g‘_‘l St —‘._.._‘_";’ SE :_;Ii’;;_f
/4'7 /i 1/1 /%951 4 - 3Ao“w< L 301)
fﬁr E = Tj}/\\hj Pov2g v o Vhl
s

Tig. 3.44

36. Stromning.

I avdelning 351 ha vi hirlett och diskutcrat vissa formler, som alla kunna
sdgas ho det gemensant, att de hdanfdra sig till sé&dana forlopp, dédr en vitska
fran vila eller relativt liten hastighet overgdr till stdrre hastighet. Denna
hastighetsforindring dr dessutom knuten till relativt korta strickor av strim-
linjerna me.a. ord den konvektiva accelerationen (Xégz) gr stor. I de nirmast
foljande avdelningarna skola vi nu studera de ndrmarc forloppen vid en viskoOs

vitskas rorclse pd en léngre stricka, nidr rorelsen dr stationdr och upptriddande

konvektiva accelerationer relativt smd. Vi ha i anslutning till i vissa l&ro-

bscker forckormande terminologi rubricerat denna foretcelsc sésom stromning och

den tidigare ndmnda som utstrdmnning.

361, Négra termer och definiticner.

En ledning (vétske-) kan sdgas vara en avgrinsad del av rummet, i vilket

en vitska strommar e¢ller kan stromma. Man talar om Oppna och slutna ledningar.

Vid strimning : sluten ledning har vitskan ingen fri yta utan grénsar léngs hela

stromningstvirsnittet mot en fast vigg. Stromning i ctt helt fyllt ror forsiggdr

sdlunda i en sluten ledning. Vid stromning i en Oppen ledning dr en viss del av

stromningstvirsnittet begrinsat av en fri yta, d.v.s. cn vétskeyta i kontakt med
atmosfédren., Exempel pd strémning i en Oppen ledning dr sdlunda stromningen i en
cndost delvis fylld rorledning eller i en rénna, Stromningen i en Oppen ledning
dr i allménhct mera komplicerad till sin karaktédr, cmedan den fria ytans hdjd-

ldge over ledningens botten kan varicra och som f6ljd hdrov dven det vattenfyllda
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tvarsnittet, vdta arcan. Om den vAta arcan vid on strémning dr konstant till

storlck och form, kallas stromningen likformig; varicrar didremot densamma kal-

las stromningen olikformig, Av det sagda foljer, att strdmming i 6prna ledningar

ofta blir olikformig.

362, Bernoullis ckvation med forlustterms begreppet fall.

Vi ha tidigarc visat, att vid den ideella vitskons stromning séd gdller
lédngs varje stromlinjc eller i1 ett slutet stromror

A 0
—2—g0+ p+ yez = konst.

d.v.s, den till volymsenheten hdnforda energisumman Hr konstant. Vid experimen-

tella undersdkningar finner man nu 1l8tt, att encrgisummon i stromriktningen av-
tar eller att summan av de olike tryckformerna icke uppndr den ideella nivén el -

ler ideella energilinjen. Vid alla verkliga vatskors stromning visar det sig.

att cnergilinjen sténdigt faller eller att energinivén avtar i stromriktningen.

Vid tillédmpningen av Bernoullis ckvation kommer dérfor hogra membrum alltid att
vara mindre &n det vénstra. Detta dr ocksd helt naturligt, om man pédminner sig,
att ingen hinsyn tagits till den inre friktionen, viskositeten, vid hidrledningen
av ckvotionen. For att man fortfarande skall kunno anvdnda Bernoullis ckvation

mastc man sdledes till hogra membrum foga en term, som tar hdnsyn till forlus-

terna, Vanligen skriver man ddrfér Bernoullis ckvetion med forlusttcrm

v z P v 4 P
3. L 2 2
% SEtYtPLC gty tha t hf.! (3.61)

For tekniken dr det av grundliggande betydelsc att kdnna eller att kunna
berdkmna storleken av hf vid olika fOrekommande strdmningor. Man kan sidga att
hydroulikens huvudproblem har vorit och &r att finne sdkra virden pé denna for-

lusttorm h. vid olika praktiskt viktiga stromningsférlopp.

aif

I ansglutning till figur 3.45 belysavi ytterligore inmebdrden av forlustter—
men hf. Vi tilldmpo Bernoullis ekvation med forlusttcerm pd den likformiga strom—
ningen i rdéret AB, For de tva sektionerna A och B gdller d8

2 2
22 3 " Bg T F T ig
men pd grund av att strémningen dr likformig #Hr vy =V, och sdledes
P17P7
he = ==y —+2,-7, (3.62)

Dividera vi denne ckvaiion med ~vstdndct mellan scktioncrna eller wdrlingden s
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erhdlla vi

h P=Pn %=

‘ o 1 1 T2 1L =2

A esl] ey = —— = °
//» E-'/" 21 .4 o I s 2‘ ] L s (3 63)

Kvoten o betecknad med I kal-

las strdmningens fall eller

enbort fallet (dven hydraus-
lisk gradient). Som synes &r
I sommansatt av tryckfallet

P1~P2 och det geometriska
J a8

fallet eller ledningens lut-

. )
ning _*+ <, Ofta forekommer

s
naturligtvis endast det ena

tetxe vid stromning i ett ho-

Fig. %.45 risontcllt rér, enbart tryck-

fall, eller vid likformig stromning i en Oppen riénna, enbart geometriskt fall.

37, Olika strommingsformer i ror: lamindr och turbulent stromning.

I anslutning till den & figur 3.46 uppritade forsdksanordningen vilja vi
nu forsdka bilda oss en uppfattning om vad som imt rdaffor, ndr hastigheten i
rorct A varierar.

Apparaten utgéres av ett storre kdrl B mcd vatten, c¢tt mindre kdrl C med

L‘f‘ Fifirodrane
&

WA,

X

i N ' A

i T e e e e S i e e i @' Someesitmtnse

= s s s S S

Small fGrgal band

Fig. 3.46
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firgot votten (permonganat), ett glasrdr A och c¢tt uppsamlingskdrl D. Behdlla-
ren C dr forsedd med ett ombdjt, kranforsett (k2) glasror, medelst vilket f&r-
gat vatten kan inforas i roret A, Utrinningen genom A regleras medelst kranen
kl.
Vi Gppne forsiktigt kranen kl, och infora i dct strdmmande vattnet firg-
16sning frén C medelst instéllning av kronen k. Vid lagahastigheter kunna vi
iakttazn, att den inforda firgldsningen strémmor i ctt fint band léngs rdrcent-
rum, Ingen omblandning av de strommande vattenpartiklorna forekommer. Fargban-
det verkor mdlat pd glasviggen och vi kunna Sverhuvud taget ej iakttage, att
vattnet i roret strommar. Skakningar av apparaturcn visar sig i tillféllige
vaghildningar pd fiargbandet och vid kraftiga storningnr kan fédrgen blandas helt
med vattnet i roret., Stromningen Atergdr dock myckcet snart till den tydligen
med réata parallella strémlinjer forlopande rodrclse  som férgbandct utvisar. Vi

sdgo att vattnets stromning dr lamindr (av lat. lomina = skiva)° I direkt an-

slutning till termens latinska betydelse kallas strémningen &ven skiktstrimning.

Oppna vi kronen kl ytterligare, okar hastighcten i rdéret, och rdrelsen
blir kdnsligoare for tillfdlliga storningar. Féargbandet utvisar allt storre
bendgenhet $ill vAgbildningar, och vid en viss hastighct brytes féargbandet
plotsligt sOnder; fargen virvlas ut Over hela rorscktionen. De enskilda vatten-
partiklarna rorasig c¢j lédngre 1 med roraxeln parcllclla banor, uton storre el-
ler mindre radiellt riktade hastighetskomponenter upptrada, vilka fororsaka en

fullsténdig omblandning av partiklarna, Vi séga att vattnets strdmning dr tur-

bulent (av lat. turbuléntus = upprérd, virvlande).

Om rdrets secktionsarea A uppmdtts och den under tiden t 1 kiHrlet D utrunna
méngden Q uppmites, kan medelhastigheten v (index m utclémnas) bestdmmas ur
formeln

Q
Vo=

b

Genom noggranne liknande undersdkningar har man funnit, att det existerar

on hastighet v 5 undre kritiska hastigheten, under vilken strdmningen alltid

=y

dr lomindr. Om hastigheten ligger vid eller under denno kritiska hastighet ut-

jamnas utifran fororsakade storningar i stromningen snabbt m.a. ord den lamindra

stromningen 8r den enda stabila. P4 samma s&dtt hor mon funnit, att det ocksé

existcerar en Ovre kritisk hastighet vC 5 over vilken rorelsen 2lltid dr turbu-
lent. Demna hastighet dr ¢j like skarpt definierad, dd mojligheterna att med
stigonde hastighet bibehdlla laminir rérclse i hoz grad dro beroende av forsodks-—
anordningarna. Mcllen dessa tva grianshastigheter kan allted bAde lamindr och
turbulent rorelse forverkligas. Figur 3.47 belyscr ytterligare de hdr omnidmnda
forhallandena. Av figuren synes, att det som dvergéngszon betecknade omridet IT

mellan ¥ och Vo s bl.a. karakteriseras av att den lamindra rorelsen e &r
H 9



oy

stobil och att Svergingen

fran turbulent till lami--

nir rorelse HAr skarpare de-

‘ol |
finicrad &n omviandningen.

o Den forste, som gjorde

Frirbile At noggrannare bade experimen-

tella och teoretiska under-

sdkningar av ovan skildrade
I forhdllanden var Osborne

Reynolds (1883) . Han famnn,

A Lver G
i ] 33917‘ att storlcken pd den tidi-
//” i | gore namngivna kvoten
7
\ AV Deve o Dev
% ‘s R = = = =5 (3.64)
/09 \/ ; - {‘ . .
I karakteriserade den 1 ett
Fig. 3.47 visst ror existerande strom-

ningen. Det dr sdlunda icke bara den réddande hastighcten v utan &ven rdrdia-
mcetern D samt den strommande vAtskons kinematiske viskositet J, som bestédmmer

den existerande rorclsens natur. Inncbdrden av detta tal, Reynolds tal, har

tidigarc behandlats i avdelning 34%, varfor vi hinvisa dit. Enligt dir fran-
komna resultot anger R villkoret for dynamisk likformighet mellan tvenne strom-
ningor i ror. Det vdrde pd R, som anger Svergdngen fran lamindr till turbulent

rorclsce, kallas Reynolds kritiska tal och betecknas hér med erit' For cirku-

ldara metallrdrsledningar har det visat sig, att erit ligger kring 2000 och
for tegel- ooh betongrorsledningar &r erit ca 1200, Det miste observeras, att
enligt det dynamisko likformighetskravet ¢n jamforclsc av stromningens matur i
rér med olika vaggbeskaffenhet inmebér, att de olika rdrslagen mdste karakte-
riscras ned var sitt erito Ju slitare den inre roryton dr ju hogre erit~

vérde crhdlles. Den mot erit svarondc hastighcton toecknas Virit? sd att fol-

jondc sambond gdller

Bt

! v = By (5.65)

Liksom man kan tala om en Svre och en undre kritisk hastighet kan man ocksé

tala om e¢tt Ovre och ¢tt undre kritiskt Reynolds tel. Det Ovre kritiska Rey-—
noldska talet &dr dock mindre betydelsefullt, varfor man i allménhet menar det
undre kritiska talet, nidr man utan nidrmare bestédmning anger erit' D¢ hir an-
forde vérdena pd Rceynolds tal dro ockséd undre kritiska vidrden.

De vid den turbulenta rdrclsen upptrddande cnergiforlusterna dro av en
annan storleksordning dn de vid den lamindrarsrclscen upypt rddandc. De hogn vir-

o 6 . -
dena pa R(lO4—1O ) vid turbulent stromming g. vic honden, att troghetskrafterna



.-
vid dcnnﬁ stromning #ga en betydande storlek. Detto sammanhénger med de i ‘
virvlarna upptradande accelerationerna, vilket innebédr sténdiga foréndringar
i den lokala hastighetens storlek och riktning.

Den i figur 3%.48 uppritade forsdksanordningen tilldter oss att nirmare
studera de vid strémningen i ror upptrddande forlusterna, Genom att variera

den per tids-

enhet uttagna

vattenméngden

i e et e l e Y |

”f--m_.;. — = s e —— N\ Q kunna vi

].

|
i li{) Kran variera has-
i -4

Moot P . | tigheten v 1

; . i
e P i
i

{

i roret, Genom
| att dessutom
)

f

& | 2ranemigler L ! i enlighet med

Lippsaln:

figur %.46 in-

|
‘ T W | ——
|
{
{

fracgkord
\\ /] T fora firgimme

1 + kunna vi stu-

Fige. 3448 dera rdrelsens
h
notur av lamindr eller turbulent. Om vi nu antaga, att follet I = ﬁ; kan teck-

nas s
I =kev

och logaritmera denna ekvation, s& erhilla vi
logI = logk+nlogv
Det skall da visa sig, att det experimentella moterialet ger tvenne réta
linjcer enligt figur 3.47. Den inom det lamindre hosti_hetsomrddet gidllande lin-
jen har vinkelkoefficienten n = 1 och séledes &r
I=%kv

cller i ord uttryckt: vid lamindr rorclsc dr fallcet proportiocnellt mot fdérsta

potunsen av hastigheten. For den turbulenta rdrclsen visar det sig dédremot, att

motsvarande linjes lutning &r storre, d.ves. n > 1 och i allménhet mcllan 1.8

och 2 beroende péd det studerade rdrets viggbeskeffenhet, Vid turbulent rorclse

dr fallct proportionellt mot potensen 1.8 - 2,0 av hastigheten.

For strémning under proktiska forhdllenden (i ledningar, vattendrag ech
dylikt) overskrider R i allminhet erit' Hostigheten dr med andra ord sd hog,
att rorclsen dr turbulent.

Ifraga om vattenrdrelsen i jord stdller sig forhdllandena annerlunda., Vatt-
nets stromning sker hidr i allmidnhet i ¢tt fint porsystem med ldge stromnings-
hastigheter. Detta gor, att den lamindra rdrcelsen dr forhidrskande, Som allmin

regel gdller ddrfor, att vattenrdrelsen i ledningor och vattendrag dr turdulent,

medon grundvattnets (markvattnets) rérelse dr lamindr.
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Ex. 3.38. Berdkna v for en vattenledning med inre diametern 10 cm, om
vattnets tempcratur &r 10°C1
Losning: Tabell 2 avdelning %331 ger v = 0,0131 stok och enligt det feére-
gdende Hr erit = 2000, Saledes gidller
vc'lo

0.0131 ~ 2000

v, = 2.62 cm/s

Bx. 3.39. Berdkna den vattenmingd, som pd 4 min, kan tagas ur cn 0.5
tums kopparledning mcd inre diameter 0,378 tum uton att turbulens intrider!

Vattnets temperatur 68°F.
Losning: Vi r&kna i c-g-s-enheter. 1 tum = 2,54 cm och 0.378 tum =
0.378¢2.54 cm. 68°F = 2 (68-32) =-g 36 = 20°C., Tabell 2 ger V= 0.0101 stok.

Salcdes

ol

la = 7(0.378+1.27) % v 4760
|

! VC‘O,378'2.54
12000 =
N 0.,0101
20,2
Yo T 0.378°2.54
q = 10.1'75'0.378'1.27‘240 = 3650 Cma
Q = 3065 i’.

Ex. 3.40. Berdkna R for en 2.5 cm (inre diameter) vattenledning, om vatt-

ncts hastighet dr 1 m/s och temp. 10°}
Losnings

e 2.,52100

R =

. 222 1pf .,
§505T = 15 107 2 20000

Anmirkning: Ex. 3.38 och 3.40 visa, att i ¢n vottenledning av normala
dimensioncr hastigheten vida overstiger den kritiska hasticheten och att Rey-

nolds tal &dr hiogt.

38, Motstédndstal och rorfriktionskoefficient.

Vi vilja nu hirleda ett allmédnt samband mcllan £orlusthdjden h,. och medel-

2
hastigheten v vid en viskOs vétskas stationdra strémning genom e¢tt ror med dia-

metern D. Det totala fallet md vara I. Om vatskans spccifika tyngd dr E blir

den drivande kraften F £or rorliangden 1
2

P =77 «%— yeIl=1m

2
o (=)



i

Jemfor Hven figur 3.45 och avdelning 362. D& inga accelorationer upp-
trida maste denna drivande kraft hdllas 1 jdmvikt av lédngs rorviggon verkseom-
me tangentiella krafter, friktiopskrafter. Dessa kunna vi antaga vara propor-
tionella mot hastighetshdjden 4¥E berdknad med utgldngspunkt frén den réddande

medelhastigheten, mot vitskans specifika tyngd g'ooh rorviggens arca. Saledes

F' = wreDl -y~ %E (b)

dir ¥ dr en dimensionslds konstant kallad motsténdstalet.

sattas ekvina (a) och (b) lika erhalles

2 I -
W ohp ey =¥ DI (c)
- 2
1 v
he = L¥ 5° 55 (a)

Siatta vi L # =4 , sd kunna vi slutligen skriva

ol =

2
v
hf = /{ 2 - O _2.5 (5r66)

dir A bendmnes rorfriktionskoefficienten. Ekvationen (%.66) bendimnes i allmén-

het Weisbachs eller Darcys ekvation fOr fdrlusthdjden i ror. hf uttryckes 1

hastighetshdjd bl.a, ddrfdr, att anvindningen av Bernoullis ekvation hérigenom

underldttas.
I exempel 3.2l ha vi genom en dimensionsbetraktelse funnit, att om en
vatska med tdtheten p och dynamiska viskositeten g strommar genom ett rdr, vars

diemeter dr D, med hastigheten v, s& bor tryckforlusten ha formen (ekv. 3.L0)

2%
p=¢(R) PV . (a)
eller
p peve I 1 v2
hf = 5— = ¢(R) —-g*- i) = ¢-f~ (R)B ¢ g (b>
dar
¢ (R) = %‘—, # (%) = konst g (R) (c)
ty i varje valt enhetrssystem miste Zéf; vara en dimensienslds konstant. Jam=-
fora vi ekvaticn (3.66) med ekvation (b) cvan finna vi att
A= ¢(R) (d)
eller om index strykes
A= B (R) (3-67)

!

Var undersSkning har alltsa gobtt oss det vikiiga rvresultatet, att rorfrik-

A — - .

tionskoefficienten dr en funktion av Rexpolds tal. Till denna allmdnna slutsats




-95-

midstc d& fogas den inskrédnkningen, att detta cendast gdller for helt glatta

ror cller ror med liten skrovlighet. Vid hirledningen av ckvation (5.40) ha

vi icke beaktat rorets viggbeskaffenhet och denna utovor vid storre skrovlig-

het stort inflytande pd A .

581, Rorfriktionskoefficicentens storlck vid laminir strimning.

I allmédnhet kan funktionen
A= & (R)

cj uttryckas analytiskt, utan man fér ndja sig med grafisk framstdllning av
cxperimentellt c¢rhdllna resultat. Hiarvid kan en i princip liknande anordning
anvindas, som den pd figur 3.48 atergivna. Rorets diameter uppmédtes och en
seric av olika genomrinningshastigheter understkes, vorvid den mot varje has-
tighet v svarande forlusthdjden h.f avlgses pa manomctern., Med hjdlp av dessa
viarden kan sedan A berdknas ur ekvation (3.66) och R ur ckvation (3.64). Vid
den lamindrardrclsen dr det dock mojligt att hédrleda ctt analytiskt uttryck
for A o Vi vilja nmu visa detta.

I roret A figur 3.49 antaga vi att en vitska befinner sig i laminidr ro-
relsce (rdrelsen dr ocksd stationdr) under inflytendc av fallet I. Tnuti vitskan
betrakta vi en cylindriskt begrinsad, centralt beligen del abed med radien x

och lingden 1. Den pd ytan ac verkande tryckkraften kan dd tecknas
2 ot .
TxILY (a)
Eftersom ingen acceleration forekommer miste denno cktiva kraft hillas i

jamvikt av en passiv kraft. Denna kraft dr den lédngs cylinderytan verkande in-

re friktionen, som enligt ckvationen (3.32) &r

dv
F=phys (b)
I detta fall #r tydligen A = 27 xe1 och %% = = g%, cftersom vi miste antaga

att hastigheten avtar i riktning mot rdrviggen. S8ledeus giller att friktions-
kraften dr

F = -(u'277x-l-a—£ ()
Jamviktsvillkoret blir alltss
2 — -
i X I'l;g: ~20nx 1% (d)
cller
dV — _M (e)
2 U
Integreral ¥
v = =52 (£)
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Vid rorets védgg dr v = 0, varfor x = r ger

_ 312
och sdlcdes ,
| ¥ I .
R - .68
! v ym r x ) | (3.68)

Vid lamindr rorclse dr hastigheten paraboliskt fordelad kring riraxeln. Om

vi tédnka oss vatskan uppdelad i en odndlig mingd cylindriska skal med tjock-
lcken dx, kunna vi forestdlla oss, att dessa glide fOrbi varandra, som ndr en
tub med flera i varandrae inskjutna rdr drages ut. Gor en hiArledning av hastig-

hetsfdrdelningen (3.68) med utgingspunkt frén dennc bild}

Fig. 3.49

Den framstrommande vétskemingden per tidsenhct, g, kunmna vi nu 1dtt be-
rikna, di hastighctsfordelningen dr given. Betrakta cn ring pd avstédndet x frén
roraxeln och anta att ringens bredd dr dx (su figur 5.491). Den framstrdmmande

vatskemidngden dqx genom ringen kunna vi dd skriva

dq, = 27X ax v = T‘;{LI ((rzx —x3)c1x (a)
Integreral
2 2 4
. plyer x X
qx’“ 2#(2 "4)"'0 (b>

or x = 0 miste q, vara = 0 och s8ledes ¢ = 0, For x = r erhdlla vi dd totala .

genomstrommande mingden q

T | :

Uttrycket kallas Hagen-Poiseuilles eckvation. Experimentella undersdkningar

ho visat den teoretiskt hirledda lagens giltighcet. For lamindr vitskerdrelse
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genom ett ror dr alltsd den per tidsenhet framstrommande vitskemingden pro-
portionell mot fjdrde potensen av rorradien, mot fallet och véatskans specifi-
ka tyngd men omvidnt proportionell mot vétskans viskositet. Om cndast tryck-

fall forekommer giller enligt avdelning 362

Py=P
yT = l_ 2 _ _%E
1 1
varfor (3.69) #ven ken skrivas
WV\ET4
4 = - (3.70)
Y75

I avdelning 37 visade vi medelst en diskussion av cxperimentella resultat, att
for den lamindra rorelsen gidller
I = k*y
Tkvationen (3.69) som erhdllits p& rent deduktiv vdg bekrdftar detta re-

sultat, Vi finna ndmligen, att om v &r medelhastigheten, sd gillcr

2 wyrrt
eller FL
2
XIr
Ay (v)
vilket dr liktydigt med uttrycket
T34 .y ronstev (3.71)

yz°
som dr ett for lamindr strimming karakteristiskt uttryck.
Med hjdlp av ekvation (3.71) ovan kumma vi nu 1&tt Sverféra (3.69) till
formen

I
hf = A nBO.Eé' (a)
Vi utfora nedanstdende omskrivningar
& 0 .
I=§—%. =8p2v= BVZV:64\§.L:_€%.%._\2L (b)
ir yor gr 4r 2g v €
= 2
= 64,1 .v
h = o o e @ DL 0 e
e = Il=x% BT (c)
eller - V2
he=A°3 75 (a)
ddr £ berdknas ur ubttrycket
e
P 64
| A=} (3.72)

Ekvationen (3,72) dr sdledes det for laminir rorelse giltiga analytiska
uttrycket padg¢(R).

Hagen-Poiseuilles lag erbjuder en grundlidggonde mdjlighet att bestimma den
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dynamiska viskositeten. Om i (3.70) 9, ap, r och I uppmdtas kan g berdknas.

Den hirfor erforderlige experimentelle utrustningen &dr tdmligen enkel, om ej

fordringarna pd sidkerheten i de funna vidrdena dro 2llt{dr stora,

Forstiaclsen av Hagen-Poiseuilles
sioncn av "det fria vattnets'" rdrclse

komma vi att anknyta till vad som hér

Ex. 3.41.

Huru stor vattenmidngd

lag dr av specicll betydelse for diskus-
i marken. T dotta kompendiums andra del

sagts om denna lag.

(20°) kon per timma passera genom ett

2 m lidngt glasrdr, som har inrc diametern 1 mm, uton att rérclsen blir turbu-
lent, och huru stort dr dd tryckfallet?
Losning: Vi berdkna kritiska hastighcten och gétta erit = 20C0. D&

gdller
V. ‘O¢l
krit
2000 =
0.0101
Vit = 202 cm/s = 2,02 m/s

Vattenmingden under en timma blir
Q =7ﬁoO.052-202-36OO = 2570 72,72 = 5712

Q= 5.71 1/tim.
Tryckfallet berdknas ur ekvationen

Z -—2
64 T v 64 , 2 O e
Be="R"D "2z ~E000 0001 2+9,5L = 4"4.0840.051 = 13.3
he = 13.3 m. vep. (= meter vattonpelare).

Ex. 3.42.
huru stort #r d& tryckfallet pr lingdenhet (d.v.s. fallet)?

Om vattenhastigheten i ett 0,0l .mm glasrdr dr 0.1 cm/tim,

Losning: Vi berdkna Reynolds tal
g - 0.001°0.1 107 R
~ 0,0101+3600 © 36 = °°
6 "
I - §4,, 1 o—l—(01)2=o.91
10" 0.001 2g 3600
36

Jfr med hastighcten hos en grundvattenstrém vid samma tryckgradient c¢ller
falll

Ex, 3.43. Hirled ett uttryck for foérlusthdjden hf vid en viatskas laminidra
rorclse mellan tvenne plattor pd avstdndet h fré&n vorandral hf skall uttryckas
med hjdlp av medelhastigheten,

Losning: Vi betcckna fallet med I och betrakte on centralt beldgen paral-

lellcpiped med hojden 2y, bredden = 1 och ldngden 1. Se for dvrigt figur 3.50!
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Trivende kraften F, blir

1
Fl = I yle2y (a)
Friktionskraften F2 blir
N/ = qdv
(%4 = - . '1_— b
FQ j0°2 1 T (b)
= T' - :\ /;;' , Jémvikton fordrar
e "“3\\\\ |
A = ) 3 F = F
l "/7';::"// ///\a,‘ P 1 2
2ybi ik 3’/ 2 cller
i W J
h 1 £ | 5 - dv
“ - Iyk = =Lt 2" ¢
J',. |/j — 1oy =-wr2tlg (o
som gor
= IX
dv = —(r}y dy (@)
Intogrera!
; I 2
Fig. 3.50 v o= - E%T cy“Hec (o)
eller efter konstantbestdmning
_ XIfehy2 2]
v = ?'F_(§> Y | (£)
Medelhastigheteon berdknas ur ekvationcn
b/s b/p
/ 2. .3 3
. _Ix {+h2 2 L3 hy y _Ifh
hvm—g—(&-nEfi(g)yldy-(u -5 -gg
o - 0
som ger o
v, = T (e)
m 12 g
eller
=28 .y (1)
¥h
P& stricken I svarar dotta mot
1241 v (
h D s 3'73)
f ¥ h2

Obs. Denna ckvation borde kunna anvindes for approximativa berdkningar

av vattenrdrelsen i t.ex. fina lersprickor. Se vidare i hydrologien.

382. ROrfriktionskoefficienten vid turbulent strdmning.

Studiet av den lamindra rdrelsen dr tdEmligen onkel jEmfOrd med studiet av
den turbulenta rorelscn. Vid den lamindra rdrelsen ha vi funnit, att vidtske-

partiklarne rdra sig rdtlinigt och att inga mot rdraxeln vinkclrdta hastigheter
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upptrdda, lMed kdinnedom hdrom och med utgangspunkt frén definitionen pd viskosi-
tet kunde vi ldtt erhdlla ett uttryck pd hastighetsfdrdelningen. N&r hastighets-
fordelningen hirletts kunde rorfriktionskoefficienten 1ldtt deduccras. Vid den
turbulenta stromningen kunna vi icke s& 1ldtt finna ett uttryck pa hastighetsfor-
delningen, cendr vi icke kunna ange nigot uttryck pd skjut:;tnningarnas varia-
tion. Som tidigare angetts maste darfor rorfriktionskoefficienten vid turbulent
stromning bestdmmas oxperimentellt. Innan vi ndrmare ange ndgra uttryck for £
vid turbulent stromning. skola vi dock nagot nirmare diskutcra hastizhetsfor-

delningen vid densemma.,

5821, HastighetsfOrdelnineon vid turbulent strorning. Vid den turbulenta

stromningen #r hastigheten i varje punkt konstant endast sasom medelvidrde be-
traktad. T motsats till den lamindra stromningen ddr hastigheten &Hr kenstant i
varje punkt upptrdda vid turbulensen fluktuationer i varje punkt med vixlande
hastighetsgradienter bide i longitudinell och radiell riktning. Dessa fluktua-
tioners medelvirde dr dock = 0, Trots detta fOrorsaka dessa lokala hastighets-
vixlingar en betydande Sknintg av skjuvspinningarna i vitskan och d¥rmed av cner-
giforlusten vid stromningen. Medan i den lamindra rdrelsen vdtskeskikten liksom
glida forbi varandra, fOrorsaka de vid turbulensen upptréddande radiella hastig-
hetsvariationerna ett stidndigt massutbyte mellan olika delar av don strommende
vitskan., Detta innebdr di ocksd en sténdig impulstrrnsport med atféljandc ut-
jadmning av hastigheten Sver rortvirsnittet. Medan for den fullt utbildade lami-
néra rdrelsen kvoten jﬂ = 0.5, s& liggor vid fullt utbildad turbulens denna
kvot mellan “max 0.80-0.85. Dessa forhillonden belysas v av fi-

gur 3.51. Emedan nggg}ég tal utgdr ett nitt pd turbulensen. visar det sig ocksé,

g v
att ovan angivna kvot m

i3 ; v
vaxer med R. Figuren max

n4infor sig till forhallandena

vid glatbta ror, men forhallan-

dena Hro principiellt analoge

wid skrovliga ror.

¥ —
L Fmeden radiella fluktna-
{ tioner Hr~ nddvindiga for ut-
Fig. %,51 bildancet av turtuvlensen och

sédana icke kunna férekomma intill sjdlva rorviggen: rilmar man dven vid rycket
kraftigt utbildad turbulens med ett laminiirt skikt (leminar cubloyer) omedelbart
invid viggen. Vid rorviggen #r hastigheten 0. Detta Jaminira skikt ken naturligt-

vis vixa, nir turbulensen aviar, fOr att vid lemin®r rSrelse stricka sig Over
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hela rorsektionen. Av figur 3.51 framgar att for R = 3000000 hastigheten &r
tdmligen konstant genom hela rirsektionen och det lamindra skiktet mycket tunt.
Prandtl och v. KArman ha uppstdllt den s.k. %-lagen for hastighetsfor-

delningen vid turbulent strdmning i glatta ror

i
- xy7 <100
v vmax<F) R 10
ddr x betecknar avstandot fran rdrviggen och r rdrradien. Generellt gidller

_ X\n
L Vmax(?)

ddr n bl.a., dr beroende av rorets skrovlighet.

2822, Formler for rorfriktionskoefficientens storlek vid turbulent

stromning.

2. Glatta ror. I ror med mdjligast jdmnslipade viggbeskaffenhet t.ex.

glasrdr ha teoretiska och experimentella studier av bland andra Blasius,
Prandtl, Nikuradse och von Karmén lett till uppstédllandet ov analytiska ut-
tryck forA .

Blasius (1913) anger

1 . 0:316
E:/’ff (3.7L)
vilket ger :
. _ 0316 T +°
fhve P o2e
Prandtl har pd teoretisk vdg erhfllit sambandet
1
4 [210g(RVR)-0.8]° A (3.75)

som gr giltigt for R-<:35h°106,

Vid den praktiska anvindningen av dessa formler berdknes forst R, om v
och D dro givna eller 1 Svrigt ldtt kunna erhidllas, varefterd bersdknas. Med
hjdlp av A kan seden hf berdknas, "m v icke &r givet oller 1lHtt kan beostdmmas,
skattas 4 s varsftoer v berdknas och det funna virdet anvindes fOr berdkning av

R och s& ett nytt A , tills Onskad noggrannhet uppnitts.

b. Skrovliga ror. I ror anvinda fOr praktiskt bruk kommer A att variera

bédde med R och med viggbeskaffenheten, som tidigare papekats., Modelst infdran-

det av begreppet relativ skrovlighet definierad som kvoten mellan upphdjningar-

nas medeldiameter e (= absoluta skrovligheten) och rorets diemeter D ollor %

har Nikuradse genom intressanta experiment visat, att A har samma virde for
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stromningar 1 ror med Overensstdmmande relativ skrovlighet, om R &r lika. Vi
kunne hdr ej ndrmare ingd p& dessa undersdkningar uban hdnvisa till i slutct
av kompendiet angiven litteratur. Frén dcssa undersSkningar vilja vi dock yt-
terligare anfdra, att vid Reynoldska tal Over 10000 A blir i det ndrmaste obe-
roende av R och séledes en funktion ecnbart av % . Nikuradsoe anger hdrfor ut-

trycket

1

}”
(2]og %-+1.138)2 <3'76>

ddr e for négra olika material har virden, som framgd av tabell 3%,

Tebell 3. Nagra olika materials absoluta skrovlighet.

Material Absolut skrovlighet

Gjutgg;n, nytt 0.5-1 mm
& , anrostat 1 <1.5"
i , fOrrostat 1.5-3,0 "
Cement,  putsad 0.3-0.8 "
LI obearbetad 1 -2 ®
Briader, ohyvlade 1 -2.5"
Sten, obearbetad
(sprangsten) 8 -15 "

Ett ofta anvint uttryck vid berdkningar av tryckforluster i jernrorsled-

ningar dr Langs formel

0,0018

Vved

(3.77)

A = 0.020 +

ddr v anges i m/s och D 1 m. I tebell I slubtet av kompendiet finnes detta ut-
tryck tabellerat angivande hf per 100 m ledning. Som synes ingdr i detta ut-
tryck ej Reynolds tal, varfor uttrycket ej dr generellt anvindbart for olika
vitskor. Uttrycket dr giltigt for vatten av narmaltemperatur. Vid dverslagsbe-
rakningar for ledningar med ej alltfSr stor skrovlighet kan ofta Dupuits virde

A = 0.03% anvindas.

De formler, som nu givits for berdkning av A vid glatta och skrovliga ror,
tillata oss att 10sa en mingd praktiska problem och spdanna i stort sett dver
alla viktigare fall. Vi belysa formlernas anvindning genom att rdkne igenom

ndgra problem.

Ex. 3.4y, Berdkma enligt formlerna (3.7l) och (3.75) A for ett tekniskt
glatt ror, om D = 10 cm och vdtskan utgdres av vatten, vars temperatur &r QOOC.

Hastigheten &r 2 m/s.
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Losning: Vi berdkna Reynolds tal

10°200 a5
B = Sgelp = <0
Enligt Blasius blir d&
1 a o‘§}§“5'= Oh?16*»= 2.2316 - 0.0149
2100 10h/20 °
och enligt Prandtl
y i
Aa = = S _2
[?1og(R¢l)—O.BJ
Vi skotta £ till 0,015 och prove
1
A = 0.0158

) f"zlog(2-105 \/0.015)—0.8]2

S8ledes for stort. Ndsta virde vdljes som medelvidrde av 0.0149 och 0,0158,
devVesSe 0.0154

Séledes
; 1
A = - — - 0,0156
[2log(2'105 \/0.0154)—0.8j2
och vi sitta A = 0'0154‘50'0156 = 0.0155, Proval

Ex. 3.45. Om i ex. 3.44 roret i stdllet for ott betraktas som tekniskt
glatt, antas vara av slédtslipad betong med absoluto skrovligheten 0,5 mm, hu-
ru stort blir d& A och vad blir tryckférlusten pr 100 m ledning?

Losning: Eftersom R > 107 tilldmpa vi formel (3.76). SBledes

A = - = 0.0304
(2log%9%+-l.138)2

s0q « 200, 4. _ o .
Bp = 0.0304 * 55=* %= = 30.4°4°0.051 = 6.20 m.v.p.

Ex. 3.,46. Berdkna med hjdlp av Langs formel tryckfoérlusten i en 500 m
léng 2" jarnrorsledning, som skall fom 100 1 vatten per minutl
2
Losning: Q = A°v =7f-%r *Vy V = 4Q2 s O'lgo = 0.85 m/s
Ta’]\ ﬁ‘0¢o5 °6O

1 = 0,020 4—us0018 _ _ . 02885

e e o ey

v/0.85°0.05

—p

2
1. v 500 0.8
hf :)“"—ﬁ '-2—é = 0,02885 0.05 ° on = 10,6 M.Vaepe

Svar: Tryckforlusten &r 10.6 m.v.p.



e

Ex. 3.47. Los foreghende uppgift med hjdlp ov Blasius formel for A :
Losning: Blesius formel lyder A, = 0.316

4V/E;
Vi berdkna R.

R = g?c-)lo = 42200

vilket ger
0.316 0.316

P © 31 |- T - 0.0220
4 f4o500 o34

—
- 0.0220 +222 .28 _ §,10 m,v.p.

1 0.05 2~

£

Ex. 3.48. Huru stor diameter skall en tubledning till en vattenkraft-
stotion ha, om tryckforlusten pd grund ov rorfriktionen ej fir uppgd till mer

in 5,5 m.v.p. Tubens ldngd dr 1100 m och vattenméngden 1,2 mB/s. A = 0,0%,
Losnings

‘.Vh _A.:‘.[.QY.E (a)
f 7 » 2g
2
g = ﬁ'lk-'v (b)
Fkvation (b) ger
v = =29
- 2
D
som insatt i ekv. (a) ger ‘
h }o_j—:.l_—:].'_6_g;2_.
= s :
£ g, w0t

eller

L1 .16q2 - 2 /0,03+1100+16°T,2°
'he 28 T 5.5+19,62+71 °

D = 0.935

Svar: Den erforderlige tubdiametern dr 0,935 m.

Ex. 3.49. Huru stor &dr tryckskillnaden mellon tvd punkter i en rdrled-
ning med 250 mm diemeter och en lutning av 1:20 a) A4 vottnet strommar med
lutningen b) d& vattnet strommar mot lutningen? Vattenhastigheten antages
vara 2 m/s och 4 = 0,025,

Losning: Bernoullis ekv, med forlustterm tillidmpos, Avstdndet mellan de
bdda punkterna betecknas med 1 och punkterna indiceras med 1 och 2 (punkt 1

ligger geom. higre).



f I v°
hf = /2"5.@ (a)
4 2 . 7 "
[V P
1 1 2
et o o e e ;
2§ Zq T +b +z2+hf ()
a) Stromning med lutningen V)=V, = )
P P
77+zl==7§+z2+hf
eller
1 1

py=Py = =501 +20.41 = -29.61 kp/m2
b) Stromning mot lutningen

p P

—l-kz & R, = _§,+
¥ Tt e T Ty T

PPy = (2=%1)§ - yhe = -50 I-20.4T = -7C.4 I kp/m2

Svar: I bidgge fallen &dr trycket stdrst i den nedre punkten. Differensen
2
utgdr i a) 0.00296 kp/cm” och i b) 0.00704 kp/cm2 réknat per strickmeter ov

ledningen.

Ex. 3.50. For att experimentellt bestimma rorfriktionskoefficienten upp-
mittes den genom en 200 m ling rdrledning framstrdmmonde vattenmingden. Denna
befanns vara 5000 1 pd 10 mimuter. Rorledningen vor inkopplad mellan tvenne
cisterner, i vilka vattenytorna kunde hallas pd konstont nivd. Vid forsdket
ver nividifferensen % m, Berikna A , d8 rdrledningens invindiga dicmeter var
100 mm}

Losning: Av texten framgér att h. var = 3 m.v.p.

£
Detta ger
- 2
( 2
3 = A °—9%- %é (Darcys-Weisbashs ekv.)
312
4 =Gf'-%f— *v*10°60 (Kontinuitetseky.)
Den andra ekv. ger
.10
57
gom insatt i den forsta ekv. ger
. S B A
Ve 28ed SEOB_ _ b 0560

200°+100
Svars A= 0.,0262.
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382%, Tegel- och betongrdrsledningar. Desse ror anvindas huvudsakligen

f6r drinerings. odch avloppsledningar. I sidana ledningor réder intet eller
endast obetydlight overtryck, d.v.s. tryck hogre &dn atmosfértrycket. Vid berik-

ninger rorande sidanz ledningar uppstilles (3.66) ofte under formen

|
v=0 VR T (3.78)

Uttrycket uppstédlldes redan &r 1775 av fransmonnen de Chezys och bendmnes ef-

ter honom de Chezys formel.

I formeln betyder v den rddande medelhastigheten, C en av framfér allt
ledningens skrovlighet beroende konstant, Rh hydrauliske radien eller vata
areon A dividerad med vatta omkretsen (=p= v&tc perimetern) samt I = fallet.

Uttrycket erhilles genom en med deduktionen av formeln (3.66) analog

hérledning. I ekvationen ¢ avdelning 38

D2 v2
qt 9—4—— ohf'a = (f}?/:D lAE—g'l (3«)
2
kunne vi generellt ersétta,Tf%% med A och @ D med p, vilket ger oss
TTI - i R i
he = w21 (b)

eller, endr enligt definitionen (se ocksd figur 3.521)

1 P (
1.2 c)
Rh A
och hf
T==— (4)
1
2
1L v
T =% o =m0 (e)
Rh 2g
och s8ledes, om C = %/%g
v = C\/Rh'iﬂ

Alltsedan denna formel uppstédlldes ha ett stort antal forskare sysslat

e, med experimentella bestdmningar av C

och ménge olika uttryck fimmas, varur

C kan berdknos, Det finns ingen anled-

fﬂ%\q Ny '_;j~;?W/ ning att hir &terge alltfor minga av
“\b\ 10/ dessa olikn uttryck, utan vi bersra en-
ﬂﬁs\ ‘/éﬁ’ dast de ur vdr synpunkt vanligaste och
N _FT A mest anvindbara,
Nyt Ry =2

Amerikonorne Yarnell och Woedward

hao gjort omfottande undersdkningar med

Fig. 352 vattenforande betongledningar och upp-
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gtdllt uttrycket %
C = 93°R, (3.79)
varav 5 1
v=CVRI=93 -Rfo 1° (3.79%)

Detta uttryck finnes tabellerat i slutet av kompendiet, tabell IT. Ut-
trycket &r sem synes relativt enkelt uppbyggt. Andra s k. potensformler ha

uppstdllts av Manning, Forchheimer, Gauckler m,fl. Helt allmint kan man ange

n._m
v=2~0C Rh I

ddr C uttrycker ifrdgavarande lednings skrovlighet somt m och n ha olika tal-

" 2 .. T et
virdens n = 3 v I ) och m = 5o

Ett amnat uttryck pd C &dr det av Gunguillet-Kutter uppstdllda

L1, 0.00155

5 n I

¢ = (3.80)
000155 n
1+(23 + - ) \/ﬁi

ddr n #r en skrovlighetsfaktor, som har fljande virden (tabell 4).

Tabell 4. N8gra virden pd skrovlighetsfoktorn n i Ganguillet—

Kutters formel,

Material n n
Sldatslipad betong, hyvlat tri 0,010 0.15
Svetsade jadrnror, jarnbetongror 0,012 0:25
Vanliga betongror, tegelrdr 0.013 0.30

Uttrycket (3.80) dr tdmligen invecklat uppbyggt och lédmpar sig foga for
direkta berdkningar. Det anvindes dock fortfarande mycket, di det bl.a. ligger
till grund for Schewiors stora tabellverk. Vid Svningorna anvindes ett utdrag

av detta tabellverk., Vid direkta numeriska berdkningor anvindes ldmpligen

Kutters forenklade formel.

100 /R,
C = -—-ii% (3.81)
m + \[Rh
ddr vdrdet pd m finnes angivet for ndgra materinl i tabell 4.
Vid Overslagsberdkningar kan limpligen enligt Eytelwein och Dupuit C
sdttas = 41. S8ledes

v = 51\/Rh'i[; (3.82)
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Bx. %,51. Berdkna med hjalp av de 1 avdelning 3825 givna fermlerna,

huru stor vattenmingd per sekund, sem framrinner i en 60 cm betongledning

2 / 2 Ve
D . 0.0
B owm T S o L e Sl o (0,28% @
A 4

p= D= 0,60m=1.884/ nm

o

A 0,6 0.6 .
e 2L YR L =22 0 0,150 m
y P 400,61 4 ’

Formel (3.79) ger

och sdledes
q = 0.283:95 AfBLTE0" - 1/5.0004
. TEA )
q = 0.283°9%3°0,284+0.02 = 0,150 m”/s

Formel (3.80) ger (virdet pd n se tabell 41)

L1 ,0.00155 o5 4k, 0:00155
o' 7 570,013 10,0004
»»»»»» L+ (25 £ 0200159, 0,013

\/Rh 0,.0004 VQiﬂE?

- 54.6

och sdledes
o - ‘N.M.M...:WMWMM,..I . 3
g = 0428%'54,6%/0,15°0,0004 = 0,119 m”/s
Formel (3.81) ger
100 V0,15
I LY
0,30 +1\/0,15
vorav )
Y 7 o il g \/‘“N”?rwmwgwmm‘\l o > j CY
q = 0.283°56.4 V0.15:0.0004 = 0,125 n”/s
Anmirkning., Av det ovan genomridknade exemplet framgir, att Yarmell ooch
Woodwards formel ger betydligt hogre vattenmingd &n de tvd andra formlerna,
Detta sammanhinger med den hoga numexriska fakborn 93, som 1 gin tur ger rela-

tivt hoga Cevirden 1 de Chezys f»rmel.

Ex. 3,52, LOg foreghende exempel med hjdlp av de i avdelning 3822 givna

Tormlernal
Losning: Vi skatta Reynolds tal. q sébtes enligt det foregiende till
zZ
- D .
0.130 m/sc Detta ger

0130

v = 555 0.46 m/s
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och sdledes
[y
R = = 276000 = 2.8°10°

Strémingen dr sdlunda 1 hig grad turbulent. Vi vdljn dirfor formel

(%,76)
1 1

A = - = = 0,0224
(2log 2+ 1.138)°  (2-10g é%% 1.138) %

Darcys-Weisbachs ekvation ger tillémpad pd 1 m ov ledningen

O°OOO4 = 0002249“5;"6@0“’;[“§

Vo= Ou46 och q = 04130

Jfr med forut erhdllne vidrden! Som synes ge de olika fermlerna riatt olika
varden, Man fAr darfor alltid rakna med att ritt stora fel vidladae hydrauliska
berdkningar, sdvide dcke speciella experiment gett upplysning om rorfriktions-

koefficientens storlek,

Ex. 5.53. T vilket fall mdste en 4" betongledning liggas fOr att den

skall kunna avleda 10 I vatten per sekund,

Losning: Vi anvinda Yarnell ech Woedwords formel

. 2 X
.- 2 & T Ba 2
v = 93 Rh IR
2 1

Givna data insdttas 1 denna formel

2 1
6.1 0.1,3 .2

T = 0,0257 eller I = 2631000

39. SHrskilda motetind 1 slutna ledningar.,

Den hittills givna behandlingen av strémning 1 slutna ledningar har dgnats
&t de friktionsfériuster, som uppkomme vid likformig stromming & lingre strickor
kranar, ventiler och dylikt, ha icke nirmare Berdrts. I gfdena element uppkom-
mer i allmédnhet en olikfermig stromning och de frluster som upptrdda dro i

hogre grad ®eroende av trdghetskrafter dn av inre friktion. En enkel dimen-
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sionsanalys visar att under sidana forhdllanden vart ollminna uttryck (3.40)

, 2 L
p=g¢ (B)pv 3

reduceras till formen 5
p = kenst (ggvﬁ

eller f0r en given vdtska och ett visst ror
2

. v .
hp = ko5 (3.8%)

ddr k dr en dimensionslos faktor bendmnd motsténdskocfficient och v medelhas-
tigheten bortom ifrdgavarande rorelement. Demna motsténdskoefficient mdste be—
gtimmos experimentellt for olika fdrekommande konstruktioner. En viss bteore-
tigik och systematisk behandling av dessa motstdnd dr dock méjlig. D4 de egent-
ligen icke innebdra ndgot principiellt nytt och behandlingen av dem hir skulle
kréva f6r stort utrymme, hinvisas den intresserade till litteraturen. Figuxr
%.53 4terger nigra vanliga fall med pad figuren angivno medelvirden for k. Den
i rorkrokar, ventiler etc. uppkimmande tryckforlusten uttryckes efta i ekvi-

valenta rdrléngder. T tabell T &terfinnes ndgra sddono virden.

Fig. 5.55

Tonan vi med dessa korta anmiriningar ldmna prceblemet om gdrskilda mot-
stdnd 1 slutna ledningar, skola vi dock ge Bernoullis ckvation en form, som
dr mycket anvindbor vid ber8kningar av totala tryckhojden H, nér olika for—
lugttermer upptridda 1 ledningen. Vi ha tidigare skrivit Bernoullis ckvation

med forlustterm under formen

v - D v & P

1 1 2 2
e e w4 o a
Sa ! X = b + v +52rhf ( )
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eller o 2 2
PP Vo =V
) CFl-F2 T2 1 i h (b)
A rtpt TN = T o, £
7%, DOEET den geometbrisks hojdskillnaden mellan punkterna 1 och 2 och

py~P, onger skillnaden 1 tryckhdjd. Vi sdtta summon ov desga differenser = H

och erhdlla ,
2 2
TV, -V

) 2 1 ;
H = m»@é»wdrhf (c)

gom for v, = Vv

5 ger (se for Svrigt formel /3.61/1)

1
H = h, (a)
Cm glsonm ofta dr fallet vy o= 0 och Ty =V galler
' 2
v

II = "2{2‘ + hF <e)

dér hf d& enligt foregdende utredningar bor kunna skrivas

il + P i? o2 Xz oo
= y v — >, ’-"-:; i ® 8 O - T " A T 0 /'c‘
he = A4 D, P "21?2 oo " PRy Sp Ry Tt o)

Hirvid gdller, att de forsta termerna ange forlusthdjden i raka lednings-
strickor och de senare termerna, forluster som fororsakas av gpeciella mot-

stdnd, Skriva vi nu #ven de forsta termerns under formen

/,?, vi[io_YE — k ,,yfi (:‘)
1D, % i 7 g
erndlla vi slutligen
) t
H= (1+ 5k.) l (5.84)
{ = 2g 2040 4 .84

Ex, 3.54. Huru minga hk erfordras for att med en tryckpump, vars verk-
ningsgrad dr 90 %9 genom en ledning av 490 m ldngd och 150 mm diameter upp-
fordra vatten till 46 m hojd, di hastigheten i ledningen #r 1.2 m/s9 ledningen

har tvd krokar med k = 0.2, motstindskrefficienten vid inloppet dr 0.5 och
2

A = 0,037
Losnings Vi berdkna totala tryckhdjden
H = “‘1‘*%'2' (1+0.03 420 1 2.0.24 0 5)+ 46
=g W 0 gag + 20t 0.5)4 46

H = 99.9 «352t 446 - 53.34

Den erforderlign effekten x i hk blir

X o= 55434 ¢ 1,270 o oor? }«%)O 0.90 = 16,7 hk
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Svars DTen erforderliga effekten &r 16,7 hk.

%91, Inlsppsforluster vid brotrummor,

T allminhet #ro de av sirskilda rdrelement fororsakade forlusterna smd i
forhdllande till de forluster, som fororsakas ov rirfriktionen, om ledningen
har ndgorlunda lingd. Annorlunda stadller sig forh8llandet, em ledningen &r
kort, vilket t.ex. dr fallet vid brotrummor. Hir blir framfor allt instrom-
ningsforlusterna relativt stera, Om vi antaga, ott vid instrdimning i en bro-

trumma k = e och o dessutem forlusterna vid strdmningen genom sjdlva brotrum-
LA
D Z2g

rorfriktionskoefficient, s8 gidller for forlusthdjden th om tillstrdmningshag-

man tecknas A, , dar T #r trummons lingd och D dess diameter samt‘l en

tigheten v, forsummas

-
e

b %§(1+eau20%) (2)

Hi

Jimfdr ckvation (3.84)1 Loses v ur ckvation (2) erhilles

(3.85)

Detta dr Weisbachs formel fdr sambandet mellan forlusthdjd cch hastighet vid

stromning genom en trumma. Enligt Weisbach kan ¢ séttas = 0,505, Jamfor figur
%3055, dir k = 0,5 for skarpkantad ingtrdmning.

Inligt Darcy &r

. L 0.6005
A= 0.02 +-m5m»b-w (3.86)

Formel (3,85) finnes tabellerad i varo for dimensioncering anvinde tobel-

lers

Ex, 35.55. Bttt avloppsdike skall foras genam on 10 m ldng brotrumma. Vat-
tenytans hojdskillnad vid in- och utlopp gdr vid higvatten upp till 0,5 m, d&
q dr 0.440 mj/sﬁ Berdkna erforderlig rdérdiameter, och huru stor blir vatten-
hastigheten?

Losning: Losningen utfdres genom successive passningar. Om rérfriktionen

sasom en forsta approximation férsummas, erhilles

o e 2 " .
) £29.0170.5 P . y [ 44 1,760
I \Q,/ 1%(),505 = LQS’ q =1 4 v ger D = ‘i\/ ’;’E’V" == mj:mgw = 0.48

5 ee o . <3 PR s
Moed hjélp ov dessa virden beriknas 4, cch rorfriktionen
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;
A = 0.020 +9—(—3~Q—2%9~ = 0,021
A3 = 0021 Gig = 0437

Vi berdkna nya v- och D-virden
e :9:‘..8jw - : = ,,.ifjég = 0,500 m
v “\ e = 2.24 m/s och D = T 500 =

Synbarligen dr ytterligare passning ej nddvindig och sdledes D = 0.500 m,

och v = 2.24 n/s,

ﬁﬁﬁwjigé, En brotrummae bestlr av 15" betongrdr och dess lingd dr 20 m.
Furu stor dr dess avbdrdningsformdga vid fullging, om den ligger i fallet
15510007

Logning: Vi berdkna h, och £

0,0005

2015 0.0
0.375

h’f = “I500 = 0.3 m, och /{~ 0,020+

Genom insdttning i formel (3.85) erhllles hastigheten

2g 20,3 '

v :\v/ s = 1,50 m/s
/ 1.505+0.,02L 29
, 0375

®

VALV

S— _
2
Q= Aoy =7 » .Q,-;ili 1,50 = 0.166 m/s

40, Stromning i Oppna ledningar,

Vi ha reden i avdelning %61 definierat en Sppen ledning och angett, att
den fromfor allt karakteriseras av att den hor en fri yta, som endast Hr ub-
satt £or atmosfidrens tryck. Naturliga valtendrag, rianor, diken, kanaler etc.
dro exempel pa Oppna ledninger. Existensen av on fri yto fersrsakar, att he-
handlingen av strdmning 1 Sppna ledningar utgdr ot betydligt svArare problem
gn behandlingen ov tédckta ledningar. Det Hr svirt ott orhdlla mers goencrellt
giltige experimentella dota, pd grund av de ytterst varierande sektionsfermer-
na och skrovlighetstalen. Formen varierar fran debt regelbundnn cirkelsegmentet
i en delvis fylld rorledning till den oregelbundno formen heos en flodbddd. Mot-
gvorande variationsomrdde giller f8r skrovligheten,

Behandlingen av stromning i Oppna ledningor dv ddrfor 1 dnnu hogre grad
dn behandlingen 2v stromning i rdr empirisk., Vid de cxperimentella undersdk-

ningarna har non ndston wteslutande arbetat med votton och de 1 ckvationerna
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ingéende koefficiwmterna gidlla denna vitska., De i deb foregéende givna all-

ménna relationcerna mellan Reynoldska tal och friktionskoefficienten spela vid
studiet av strdmming i Oppna ledningar en relativt liten 011, T dessa samman-
hong ha diremot modellstudier kommit ti1l stor anvindning sirskilt vid stdrre

projekterade anliggningar.

401, Likformig och olikformig strémning i Sppno ledningar.

P& grund av cxistensen av en fri vattenyto kommer som tidigare papekats

djupet i en Sppen ledning atbt variera, dven om stromningen i Svrigt dr statio-

nar. Detta fororsakar uppkomsten av olikformig stroming med atfoljande acce-
leration och retardation. Om i en Sppen ledning de vattenfyllda tvirsnitten

avta 1 stromriktningen, siges rdrelsen vara accelercrad, och vattenytan séges
uppvisd en gdnkning., Vid motsatt forbdllande, eller nir de vattenfyllda tvExr-
snitten Ska i stromriktningen, siges rdrelsen vora retoerderad, och vattenytan

séges uppvisa en ddmning eller stuvning (se fig. 3.54%) o

LroRiamnc e BErarring

Vs Ko s/

Ladrmring.

Fig. 3.54

Vid strémning i Sppna ledningar spelar begreppet hydrauliska radien Rh

cn mycket stdrre roll dn vid stromning i tiéckta ledningor, varfér vi pdminma

om den redan i avdelning 3823 infdrda formeln (se ocksd figur 3.521)

A
Rh:"g

Rh kallas dven hydrauliska nedoeldjupet.

Liksom i rorledningar kan naturligtvis &ven i Oppna ledningar férekomma
bade laminidr och turbulent strimning. D4 den lamindro rdrelsen i oppna led-
ningar ar relativt sdllsynt och dess behandling icke skulle innebira négot
nytt utover det i avdelning %81 givna, begrinsa vi osg hir huvudsakligen till

den turbulenta stromningen.

pkriva vi Reynolds tal R £6r dppna ledningor under formen

Rh’v

R = =
"

8& hor oxperimentella undersokningar givit vid honden, att Rk Lt har storleken
ki

290-600.
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Ex. %.57. Vatten av +107C temperatur strommer fram over en betongbana.
Tid vilken hastighet intraffar turbulens, om vattendjupet dr 1 om?

Losnings Vi gdtta erit = 500. Om vi dessutom antage bredden pd betong-

banan vara b n, erhdlles

R - 100b-1 j| ~
h ~ 100b+21 l#QLW
50b
Den sokta hostigheten betecknas med Vkri+
Vet T oo
0.,0131

Varav

Vkrlt = 636 Cm/S £ 4,0 m/miﬂo

Anmdrknings Ovan gjorda berdkning av Rh‘visarﬂ ott om bredden b pd en
Sppen ledning kan antagas vara stor i forhdllande t1ll djupet, s8 blir Rh nod

god approximation = vattendjupet.

Ex. 3.58. Regnvatten av +10°C temperatur strémmar utfor ett plattak. Onm
vattendjupet uppskattas i1l 5 mm, huru stor kon dé hostigheten vara, uten att
roérelsen blir turbulent? Huru stert blir Q pr m av tokbredden under 1 mimut?
Losnings Den kritiska hastigheten erhi8lles 18ttt till Vm,j:t = 13,1 om/89
varay
Q = 10°0.05°1,31°60 = 39,3 1/min

Exs 3.59. Berdkna Reynolds tal for ctt dike med sléntlutningen l:l, om
vottendjupet dr 30 cm, bottenbredden 40 cm och vottenhastigheten 0.5 m/s:

Losning: Vi satta v= 0,01 och berékna Ry

z a
30(4O+5qzﬁx 20170 16.8 cn
40+2+30%2 124,84

Rh B

gamt crhdlla

Turbulensen dr sdledes kraftigt utbildad.

4).. Forlusthojden vid likformig strémning i Oppna ledningar,

411, Bermoullis ckvation for stationfr likformig strdmming i Oppna

ledningar.

Betrakta den stationdra likformiga strdmningen i den Sppna ledningen pd
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figur 3,55. Mellan tvenne punkter 1. och 2, tdnka vi oss cn O-nivé inlogd och
nmed utgdngspunkt frén denna de olika hojderna avsatta, Bernoullis ckvation kan
d8 tinkas tilldmpad pd ett godtyckligt stromrdr porallellt med botten och pd

djupet x under vattenytan. Det dr ndmligen tydlight, ottt cfterson den fria vat-

CAddeell nive

Haslighelsnivo

Vy. =lryehknive

(‘\ p e Ve
DAr&mror

O- Nnive

Fig. 3.55

tenytan ubgdr trycknivén, si gidller £or ctt godtyckligt strimrdr (eller for

hela sektionen)

2 2 L2
jig;~~+ +(z.+h )-~Ziw+-3£+z w~£w+P£+n +h
Dy RTN\B TRR) = AT N T A 2 BTy ATy

men eftersom stromningen dr likformig, sd Hr Vo= Vs och Py = Py (entr

by = h,) .

£~ 71
eller om vi dividera med 1
h, Z
T et ot (3.87)
1 1

)

ol

Vid likformig stromming i en Sppen ledning dr follet lika med vattenytans
lutning men dvensd liko med ledningens lutning, Stromningen wnderhdlles genom
att den potentiella energien kontinuwerligt och restldst forbrukas allteftersom
vatskepartiklarna rora sig utfor ledningen. Ingen dkning 1 den kinetiska ener-

gien forekommer,

412, Formler for forlusthdjden vid likformig strimning i oppno ledningars

2o Lamindr strdmning, Innan vi ingd pd en ndrnorc behandling av forlust-

hojden vid turbulent strimning, kan det vara lénmpligt ott ndget ytterligare

berdra den lamindre rorelsen, Vi gora detta cnklast och nest kortfattat genom
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att formulera ndgra problem och diskutera deras ldsningar. Hirigenom kunna
vi crhdlla ndgra viktiga formler utan att alltfor mycket Ska texten 1 detta

kompendium.

Exe 3.60. Hirled cn formel for medelhastigheten vid laminir strtmning
over ett brett plan med lutningen Il Berdkna dven vibskefOringen, om plancts
bredd dr bl

Losnings Vi upprita figuren 3.56 och infdra limpliga beteckningar. AB

md vars det breda planet med lutningen I. Viatskedjupot antages vara h, Vi be-

i
i

I

Fig. 3.56
trokte ett element begrédnsat av den fria vdtskeyton och ett med denna paral-
lellt plan pd djupct x. Blementets lingd dr T och degs bredd = planets bredd
b. I Ovright framgd8r det betraktade elementets dimensioner och lidge av figu-
ren. P4 grund av planets stora bredd kunna vi fOrsumma inverkan av kanterna
och sdtta Rh =h (se ex. 3.57%). Vi uppstalla jamviktsvillkoret f£or elemen~

tot xbl och erhilla

xoIyT = “ﬁ*bigg (a)
Integreral
v = 4L ({f 40 (a)

SEtta vi x = h, blir v = 0, varav

LS
¢ = 2¢Lh
och sédledes ‘
! |
t (1,2 2
v ~§7~L (0% ") (3.88)

Vi berikna viatskeftringen, Denna blir

h h
!;” . ) i 5 Vo 5
q = | vhdx = EME'! hgxm-x _ 41Ibh
N Zf' : 3 % p
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| 3|
! Ibh. '
9= i (3.89)

Vi kunna nu 18ttt beridkna medelhastigheten Ve S&ledes

§ Tbh”
3 M

v _°b*h =
I

vilket gor

2
¥ 1h
= 3a (3+90)

Av demnma ckvation synes, att vid lamindr styromning i 6ppen rdmna eller
yn 9 o £ p

Over ett brett plon 8r medelhastigheten proportioncll mot fallet.

Bx. 3.61. Berdkna medelhastigheten vid vattnets laminidra strimning ut-
fér ett plan, vars lutning &dr 1:100, omv sdttes = 0,01 poise och vattendjupet
dr 0,1 cm!

Losning:  Formel (3.90) ger

s
_981+0.01°0.1° . ,
o = TgeG.0r = 0eeT o/

: N . .. PR .

Ex, 3.61. Bevisa, att for vatten av +20°C med Vv = 0.0l poise miste ne-
denstdende relationer vara uppfyllda, for att stromning i en bred OSppen rinna
skall vara lamindr

-2
v < Y (a)
samt

z
Th” = 0.00015 (b)

Losning: Enligt det foreglende gidller (sid. 155%)
v .. h
kri} = 500

som ger

=hon

Verit T

vilket innebdr, att medelhastigheten vm’méste uppfylla villkoret

b
o e
V=5 (ar)
Fnligt formel (3.90) &r
?s’Ih2
Vo= S
m j(u,
gom insatt 1 formel (a') ger
sI0° _ 5
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eller .
3« 0.03°5
ITh” = 961 = 0.00015

och s8ledes
Th? < 0.00015 (1)

Bxe. 3.62. Vilken &r den storsta lutning ett plan far ha, om en vatten-
strémning over planct med skikttjockleken 0.25 cm skall vara lamindr?

Losning:  Formel (b') ovan ger

=523
I:0.257 = 0.00015

0,15

5.6 7= 0,01

I:

I ord uttryckt immebir detta resultat, att ett plan som lutar 1:100 icke
kon fora en vattenstrdm, som har stdrre skikttjocklek &n 2.5 mm, utan att

turbulens intraffar, Medelhastigheten #r d& 20 cm/s.

b. Turbulent strdmning. Genom en hidrledning anclog med den i avdelning

382% givna kan sambandet mellan fallet och hastigheten vid likformig strom-

ning i Sppna ledningar erhfllas under formen

v=0VR T (3.91)

som dr de Chezys formel for Oppna ledningar, C &dr en konstant, vars virde be-

ror ov ledningens skrovlighet men ocksd av fallet. Aven i detta fall fdrekom-
mer en mingd olika uttryck pd C., De dro dock i allminhet av samma form som de
for téickta ledningar i avdelning 3823 angivna. Givetvis méste dock beroende
péd ledningens viggbeskaffenhet andra siffervirden pd skrovligheten infdras i
formlerna.

I var allminna potensformel v = Q'Rhnlm kunna vi enligt Manning sdtta

och m = S&ledes

g
20

a3
i
wiiro

2 1

3 2
:C‘
B S

Vardet pé C, 1 denna formel har angivits i tabell 5 for nigra viktigare mate-

(3.92)

rial,

Tabell 5, Virden pd C, i Mannings formel (3,92).

Material Vérde pd C
Slipad bebtong 90-80
Ny betong (ej slipad) 60
Angripen betong 50
Grivdo kanaler och diken 4230
Noturligo vattendrag 30~24
Naturliga vattendrag med stark vixtlig- 24~12

het



~120~

Por skrovlighetstalen n och m i Ganguillets-Kutters formel (5.80) och i

Kutters forenklade formel (3681) erhdlle, vi £0ljande sammanstidllning

Tabell 6, Varden pd n i Ganguillets-Kutters formel och pd m i Kutters

forenklade formel for Sppna kanaler och diken.

Material n m
Jimn vigg ov trid eller betong 0,011 0,20
Jamn jordvigg utan vattenvixter 0.025 1.50

Jordviagg med stenar eller halva sektionen fylld
av vattenvixter 0.030 1.70

Jordvigg med hela sektionen fylld av vattenvidxter
eller vigg av springt berg 0.035 2,50

Vid dverslagsberskningar kunna vi sdtta C = 30, om skrovligheten ej &r
mycket stor och hydrauliska medeldjupet ligger mellan 0.5-1.0.

De vdrden, som hirovan angetts pd C, fadr betroktos sdsom relativt greva
genomsnittsvirden, Vira tidigare undersékningar ha visat, att friktionskoeffi—
cienten #r en funkbtion av medelhastigheten, hydrauliska radien, kinematiska

viskositeten v och viAggens skrovlighet. D4 enligt avdelning 38 4 ¢ =X och

C = V/%gl dr ocksd C = \/%§ , varfor principiellt somma funktionella samband
maste rédda mellan C och ovan angivna fakbtorer som mellan 4 och samma grupp av
strimningsvariabler, Detta innebidr bl.a. att viskositeten Hr implicit imne-
sluten i uttrycket pd C. Vara formler for oppna ledningar tilldta sdlunda icke
ségom fallet voer med motsvarande formler for stromning i ror nigot hinsynsta-
gande till varierande viskositet, Aven om de flesta tillimpningar gilla vatten
Ar dock t.ex. dess viskositet vid +10°C 31 % storre &n dess viskositet vid
+20°C (se tabell 21).

De flesta strdomningar i Oppna ledningar ske dock vid relativt hidga Rey-
noldska tal och sflunda vid vdl utvecklad turbulens. Detta innebdr d8 ocksd
enligt avdelning 3822 b att viskositeten har relativt litet inflytande pi
friktionsforlusterna, som huvudsakligen bestidmmas av den réddande medelhastig-
heten och viggens skrovliighetstal. Vid léga hastigheter och jimn viggbeskaf-
fenhet bli formlernasg anvindbarhet mera tvivelaktig, s#drskilt om v dr varie-
rande., ‘

Vid direkta berdkningor anvindes lampligen formel (3»92); Aven Kutters
forenklade formel (3.81) med de i tabell 6 angivna skrovlighetstalen m kan an-

vindas, medan Ganguillets~Kutters formel (3.80) ldmpor sig sémre for direkta

berdkningar. Denma formel finnes dock tabellerad i Schewiors forut omn#mnda

tabellverk.,

Bx. 3,63. Huru stort #r Reynelds tal i en rektanguldr betongrinna med
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bredden 2 m och vattendjupet 0.5 m, om vattenhastighcten &r 1 m/s och vatt-

nets temperatur +ZOOC°

Losnings
200°50 50
By = 300:2.50 = T = 9000
142
7
_ 200°33.5 _ 0t L 1)
R = =m=tded o 53,5030 & 35,3010

Ix. 3,64. Huru stor vattemmiéngd framrinner i ctt dike med sliantlutningen
(se fige 3.57%) 1l:1, om bottenbredden dr 0.3, I = 0,8;1000 och vattendjupet
0,57

Losnings Bet se figuren}

B = 0,3+42°490,5 = 1,3 m

A mrggé(o=5+l.5) = 0.40 m*

i

T : SR ¥ 7T

P p = o°3+2-\f6T§L46T§2= 1.714 m
R],’l = E%ZQ 00233 m

Vi vilja formel (3.92) med G
Mg. %.57 enligt tabell 5 = 35
S&ledes

~

1

‘ ]
- D.0008° = 0,150 m’/s

!

N

Q= Awv = 040°35°0.253

i

z
Svar: q = 0,150 w’/s.,

IEx. 3.65, LOs foregiende exempel med hjdlp av Kubters forenklade formell
Losnings  Kutters forenklade formel lyder
fTy
100V R
"Th

Tabcell 6 ger m = 1.0, varfor

100 V0,235 48.3

i
N
=

T

t

1.5+%Y0.2%33  1.983

och sdledes

E4
o = 0.40°24,3\/0.233°0,0008 = 0,133 n’/s
svar: ¢ = 0.133 mB/sa

!

Bx, 3,66, Huru stort blir vattendjupet i ett dike med bottenbredden
0.3 m, sléntlutningen 1:l.5 och fallet 1:1000, om diket skall avborda 0,200
mj/s?
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Lésning: Antag att djupet dr } m. Formel (3,92) anvindes och C sdttes =

- 35, P& figur 358 inforas

givna data och en del

andra, som 1ldtt erhdllas

ur dessa, Foljande ekva-

tioner erhdllas

2> S . A ,/f-' [ .
§('W 1575 50X A= x o Ooj'*‘BX‘}'O'B
3 = """."‘"_‘2' e—— %
Fig. 3.58 = x(0.3+1.5%)

R A x(0.5+1.5%)
P o,342x\3.25
och sidledes 5

o

- =3 ;
x(0.3+1,5%) ~\/0,001'

IR

200 = x(0,3+1.5%) *35° -
020 x(0.5+1.5x) *35 0.3+2x\3.25

ol 1¢
eller 5
13

D = 0,180~x(0.3+1.5x) %%%i?f%é?i

Dernma ekvation ldses genom passning, varvid ctt antel sammanhingande x-
och D-virden beriknas. Det virde pd x, som ger D = O dr tydligen det sdkta x-

virdet. Vi prova med x 0.4, som ger Dl = 0,054 och med Xy = 0.5, som ger

1::'_'
D2 = 0,027, Det sokbta x-virdet ligger alltsd mellan 0,4 och 0.5. Om vi inter-
polera ratlinjigt, bor alltsd 0.47 bli vér tredje skottning, som ger D =
~0,001, varfor vidare skattning e]j dr nddvindig.

Svars Det sckta vattendjupet dr 0.47 m.

Bx., 3,6]° Bn Cppen riBmna, vars tvirsnitt dr en ridtvinklig triangel skall
breddas sé, att vattenmdngden fordubblas. Tvirsnittet skall fortfarande vara
triongulidrt, och ndgon fordjupning skall ej dga rum. Berfkna de nys sidornag
lutning mot horisontalplanet!

Losning: Chezys ckvation v = C \/RhI anvéndes, Beteckningarna framgd av

figuren. For den ursprungliga sektionen gillers.
F r-urene] h\/wéh’
Ay =hy p= 2 VW2 Rhl:mT
For den nya sektionen giller:

L2
AZ = h CO'@QI-?)



w1 2%

o 2h D
Po = Fine ?

h ‘
Rh = 5 COSA3
2 prpm———
2 ~ ”[ﬁ Vv e ‘
Q2 = Ch cotmk 5 cos T

Villkoret ZQl = Qp ger

ckvationen

Fig. 3.59

e e e - R

20}19‘\/&4—?’5 . T = Ch%oobo ‘:«q/%coscx °T

varur efter forenkling cerhdlles
2 r
cwéx+2V2mmctm2V2 = 0
) e 1
Hsr maste o vara en vinkel mellan OO och 4509 varfor 1L > cosoly == = 0,707L.
2 .

314 vi i en tabell Over de trigonometriske funktioncrnas talvidr- den finna
vi att cos 25925' = 0,900 och att cos 31°40' = 0,851, Vi prova medelst insitt-

ning dessa virden och crhilla

0i5042\/3 T - 2V 7 = 0.192
e TR e~ B
0.8517 + 22« 0,851 - 2V2 = ~0,164

Linedr interpolation mellan dessa varden ger cosof = 0.8736y vVarav of = 290.12D

.. . " o
Svar: Den sokto vinkeln 8y 29 .1,

Bx. %3.68., En Sppen riannas sektionsarea dr A, Vilken form ger den storsta
avbdrdningen? Rinnans lutning antages vara 1. Diskutera ndgra olika alterna-
tivl

Losning: Vi tillémpa de Chezys formel

q

i
(@]
.
&,
o
|
.
H

vilken ocksd kan skrivasg

RSN

)
Av dettae uttryck synes att %nx erhilles, om %T gores sd stort som mdj-
ligt, Eftersom A Hr givet innebdr detta, att p skoll vora s& litet som mojligt.

Om 2) formen &r helt valfri, kan @iw)

o) max medelst voriationsanalysen bevisas
11 N

intraffa vid halveirkulidr sektion.

b) Vi utfora en ndrmare undersdkning for det foll, att sidorna och botten
dro plana. P8 figur %,60 finnas behdvliiga beteckningor infdrda. Dessa ge omedel-

bort ckvationernas



o, -

( A = x(y+nx) (a)
1 p = y+ox \ n2+l (b>é
N ;

* Vi 16sa y ur ekvatien

“(2) ech erhilla

A
y =3 (¢)

samt infora detta i ekvation

(b) sdledes

p = %_ nx + 2}(—\[:12_4-_1_—\ (d)

Enligt differentialkal-
Figs 3460 kylen gdller, att ett nddvin-

digt (men ej $illrackligt) villkor fér p . &r att

R _ 2P _
ox ~ on B (e)
I detta fall erbilles
Jome—m——]
O A A2
%ﬁ = -—é-—n+2\/n +1=0 (£)
X
% 2xn
o N (&)
Sn = e
o \/néii
Ekvation (g) ger x; = O (férkastas!) samt
Va1 = on (h)
eller
n = -%: samt & = 60°
V3
Insédttes n = —;:ﬁ i ckvationen (f) erhdlles
V5 IR [,
. =\/_f_-x,_ Vet
V3 3
samt ur ekvationen (c) 4
2 i "-ﬁ
vy = g 5\/A

Den sneda sidan blir

SU— ,4/ ; 4 -
Va1 = l;ﬂm = f 3\/3\/1& -y

V3

Av denna undersdkning synes att sidor och botten &dro lika stora samt vin-
0
keln ot = 60 .

Scktionen dr alltsd en halv regelbunden sexhdrning.
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N3gra specialfall:

5/ i:{;/

1) Slintlutningen given! Om sléntlutningen &r given &r ey

tionen (f) ger d&

e o e

./ A
Vo2 Vn " 4len
samt enligt ekvationen (c)
A
yz;('-ml’lx

Om o = 90O dr n = 0 och rdnnan rektanguldr, D& gdller

(A . e
X = g 5 gamt ¥y = 2%}5

2) Ar bottenbredden eller djupet givet, giller givetvis fortfarande sam-
bondet

I X
dgr n #dven di blir ;ﬁ%ﬁ och gdledes
4

y - AVT-
V3

42, Onm hastighetsfordelningen i Oppna ledningar,

Vid vAr diskussion av den lamindra rorelsen i Oppna rimmor ha vi teore-
tiskt kunnat visa, att hastigheten Hr paraboliskt fordelad langs mormalen mot
botten. Den parabel, som anger hastighetens variation med djupet, har vertex
i den fria vdtskeytan, didr ocksd di maximal hastighet erhdlles. Vid botten &r
hagtighoten O.

Om stromningen dr turbulent, och detta Hr som tidigare papekats i allmin-
het fallet, kan icke nfdgon teoretiskt grundad hasgtighetsfordelning anges. I
Sppna ledningar foreligger icke sdsom i slutna ledningar nigon higre symmetri,
utan sektionerna kunna sdsom i naturliga vattendrag vara synnerligen eregel-
bundnae Och ju mera oregelhundet tvidrsnittet dr, ju mera komplicerad Plir hag-
tighetsfordelningen, Genom omfattande experimentella midtningar i vattendrag
och i modellrinmor ha dock visga allménne regler framkommit &ver hastighets-—
fordelningen i oppno ledningar vid turbulent strdmning.

Hastighetsfordelningen i en Sppen rinna pdverkos ov viggbeskaffenheten
(pd samma sttt som i slutna ledningar), men dven av den fria vattenyten. Has-
tigheten dr i allmdnhet stdrst i den punkt eller de punkter, som paverkas
mingt av de fastaviggarna och den fria ytan. Maximala hastighéten ligger all-

tid under den fria ytan men icke i sektionens centrum. I mycket grunda vatten~—
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drag med ojamn botten ligger dock denna maximala hastighét mycket ndra ytan.
Nagon rationell forklaring till den relativt kraftiga retardation som ytvatt-
net visar har dnmu icke kumnat ges. Effekten av vind och ytspadmmingskrafter
anses icke vara tillrédckliga forklaringsgrunder.

Understkes hastighetsfordelningen i en vertikal linje, finner man att
hostigheten dr O omedelbart intill botten, men att den i allmdnhet hastigt
stiger till ett s8 pass relativt stort virde, att man vid praktiska mitningar
riaknor med en viss bottenhastighet. Maximala hastigheten ligger genomsnitt-
ligt pad ungefar l/B av djupet under den fria ytan, I vissa fall kan hastighets-
fordelningen i en sddon vertikal linje approximeras till en parabel med hori-
sontell axel, som gdr genom den punkt, ddr hastigheten &Hr maximal. Tre sddana
i viss mdn schematiserade hastighetsfdrdelninger Aterges i figur 3.61. Den
vertikala axeln har betecknats med x och pd demmo ovsdttes djupet mitt frén
vattenytan. Parallellt med och i vattenytan har v-oxeln inritats.

Om sddana diagram upp-

{ . y v ritas i anslutning till

o]

praktiska mitningar kan Ve

SIL
=

enligt olika metoder be-

= _7’: t:;f. riknas for varje vertikal.

I o 4 8 PR e AR WS - ST Multipliceras dessa medel-

.i X ) ' hastigheter med de delytor
Fige. 3.61 av hela sektionen, som de

representera, kan totala avbdrdningen q sedan erhllas genom en enkel summa-
tion av de uppkomna produkterna. Genom mer eller mindre t&tt liggande vertika-
ler, i vilka medelhastigheten bestémmes genom ovan ongivna forfarande, kan den-
na berdkning av q goras med dnskad noggrannhet.

Om man undersdker hastigheten i ett horisontalplan, fimmer man pd samma
sdtt att den avtar frédn mitten &t sidorna, sé att den blir O vid rénnans eller
vattendragets sidor.

Hastighetens variation eller fordelning i tvirsnittet kan dven 8skAdlig-
goras genom att punkter med samma hastighet forenas, P& sd satt erhdllas kur-
vor, s.k. isotacher, som ge en Sverskddlig bild av hastizhetsfordelningen.,

Fige 3,62 visar sddana kurvor for ett naturligt vottendrag med relativt ojamn
scktion,

Om hastigheten i en Oppen ledning varierar, inncbir detta, att den pd
grundval av medelhastigheten for sektionen berdknade rdrelseenergien blir for
liten., I allmdnhet foredrar man dock att i uttrycket %é 1lédta v betyda medel-
hastigheten och att i stdllet vid noggranna berdkningor multiplicera med en em-
pirisk koefficient ™ >1, Jdmfor ocksd avdelning 322 och 3221 samt ex. 3,07
och 3,08!
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FPig. 3.62

De i denna avdelning anfdrda madtningarna av hastigheten i Oppna ledningar

goras 1 allmédnhet med ett speciellt instrument bendmnt hydrometrisk flygel,

Lfter dess forste konstruktor bendmnes det ofta dven Woltmanns flygel. Det be-

stdr av ett lattrdrligt vinghjul (liknande en propeller), som s#ttes i rota-
tion av det framstrimmande vattnet. Den alstrade rdrclsen Sverfores till ett
kalibrerat ridkneverk, varigenom vattnets hastighet kan bestidmmas. Flygeln

kan forskjutas léngs en vertikal stdng, som stdoder mot ridmmans botten eller

den dr pad ammat sdtt hoj- och sdnkbar.,

Ex, 3.69. Bevisa det i den féreglende avdelningen gjorda pistiendet,
att om hastigheten i en sektion varierar, sd dr den med hjidlp av medelhastig-
heten berdknade rorelseenergien alltid mindre dn den verkligal

Bevis: Enligt tidigare genomgéngna formler giller for L i en vertikal

scktion med bredden 1 och djupet h

h

v = %ff(x)dx
- 0

ddxr f(x) anger den radande hastighetsfordelningen. Hiarav erhdlles om W beteck-

nar rorelseenergien berdknad pd v

m
h h

, pPene) 2 ph 1 [ 2 8 15 12

W = LY ) {; f(x)dxj o s‘{f(x)dxj

m 2g W 2 n % 28

.

0

P4 samma sitt erhdlles for We (index anger verklig rorelseenergi)
Pdx: 1 ffx@
il o d
f 2g.) [ ( ﬂ

Pédstdendet innebir tydligen att

E -E >0
e m
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Vi tinko oss hastigheten bestamd i n punkter ov sekbionen, s8 att pd dju~
' o 4 h N . h
pet {3{. 1 #Hr hastigheten f(% °1)  och pd djupet “x, 4r hastigheten f(’g oxi) ,
dir X, Sr ett godtyckligt helt tal < n. Vi bildae uttrycket (jfr det frén sta-

tistiken bekanta andra momentet))

iy

Oy = ) [f(ﬁox,)mv}Q-?jO
- n ) n L m
Xi=l :

sAVity f(% . Xj) for ndgot vdrde pd x. &r skilt frdn v_ gdller tecknet > .
Likhetstecknet gidller tydligen endast om ﬁ(% »x,].) = v foralla x ., d.v.s,
om v #r konstant. Vi kunna sdlunde enligt problemets formulering i fortsidtt-

ningen utesluto likhetstecknet. Kvadraten utvecklas

l “\*"’ E 2 AN T ﬁ ? N
\72 =3 L jf( = j v o= 2, nX1>+Vm >0
= =
Tydligen &r n
1 N7 .k
n oo - i(nn 9
X, =

n n
1N h 2 171y Lh P
Vo sz ), e exy)] ~;z[i_ff<'fa x) 7> 0
E i

s ; » h . - .
Multiplicera med h och s&tt o= Axt Di erhdlles efter nidgon omformning

n n
Vo ok 12 1N h 12
W, = Z‘ ({(z XLH ax=F /o f(;oxj) A%|S> 0
I ’ X.=1 i
3.
Tages limes fOr n —» oo erhillesg
rn 2 o 2
lim hv), = lim J: > | l £(=-x) | L\Xm%[ \/* f(ﬁ%‘*xi)zﬁxxj P >0
0 s ® I o ool 361_:1 ) v Xi‘:l - !

c g s . o s h [t . 4z .
Vid limes n — e Overgdr tydligen X t111l en kontinuerlig variabel x och

1
Ax - dx, Saledes gdller enligt integralkakiida
? " h
M <. - 2
.- - . Lr X N
lim b, = J [f(x)]kdX»iﬂn]ﬁ i(x)dx} >0
0 0

V,S.B,
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Ex, 3.70, S&som ett dvningsexempel utan nidrmore ongiven 1ldsning formu-
lera vi ytterligare foljande problem: Oversitt den i nirmoast foregiende av-
delning givna diskussionen om hastighetsfordelningen i Oppna ledningar till
matematiskt sprékl Diskutera med hjdlp av ldmplige beteeckninger, medelhastig-
het, avbordning, isotacher m.m. Ange pd grundval av de uppstédllda uttrycken

lampliga grafiska metoder for deras numeriska berdkning o0.s.v.!.

4%, Olikformig strémning i Sppna ledningar,

T det fdreglende ha vi i olike sammanbang omndmnt den olikformigo rérel-

sens dock utan att nidrmare behandla den, I avdelning 361 ha vi sdlunda definie-

rierar till storlek och form, och i avdelning 401 ho vi infort begreppen sank-

ning och ddmning (stuvning). Den hittills givna froemstillningen av stromning i
Sppna ledningar har sdledes 1 huvudsak sysslat med likformig gtrdmning., Medan
vid denna strdmning ledningens lutning, vattenytans lubtning och energilinjens
lutning forloper parallellt, séd gidller vid olikformig strdmning, att dessa tre
linjer ha skilda lutninger. T fortsdttningen skola vi nu férst ge en kortfat-
tad teoretisk behandling av den olikformigse stréomningen i Sppna ledningar samt

darefter diskutera vissa vid praktiska berdkningar viktiga fcrmler och metoder,

431, Hirledning av differentialekvationen for olikformig strdmning i

Sppna ledningar.

Den foljande diskussionen begridnsas t111 olikformig strbmning i en pris-
matisk kanal (ledning). Sektionsformen #r silunda konstant lings ledningens
centrumaxel, Vidare forutsittes, att stromlinjerncs kridkning dr férsumbar (d.v.s.
inga centrifugalkrafter upptrida). Lutningen antages dessutem vara sd liten,
att tryckhdjden kan sdttas = djupet. Berdkningarna och hirledningarna gdras
wnder antagandet av att de Chezys formel géller, d.v.s. att energiférlusten
vid den olikformiga stromningen Hr densamma som vid likformig stromning under
samma betingelser, Trots att experimentella undersdkningar icke till fullo be-
kriftat detta antagonde, torde det hiArigenom inférda felet vara litet i forhil-
lande $ill svarigheten att vilja rdtt virde pd skrovligheten (r8heten).

Den totala hojden H kan enligt Bernoullis ckvotion for varje sektion av en

Sppen ledning skrivas (se avd. 411 och figur 3.631)
2

°
H = z+x+§g (2)
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varest z Ar hijden Sver ett godtyckligt O-plan for ledningens botten, x =

vattendjupet och v den rddande medelhastigheten i scktionen, Deriveras detta

uttryck med avseende pd forflyttningen s lings en strimlinje 1 stromrikiningen,

erhdlles
dH dz dx 4 ,v
R R i)
ds ds  ds ds ‘Z2g
A T - L ‘21./ ";’l"f-l.i- -
! Evergilinfe | |
v7! = &G e, vy
?‘9 e
3
R PR
¥ e
) ;['{I e C/(Q(_}/j
x H ¥
X o+ Q"\’
z i
Py
7+ %
J 1 O = v C
Fig. 3463

T o “M””éif”*
v=CVR I = CYR (~3%)
eller efter enkla omskrivaningar
2 2
aH _
ds

o

<
i
i
N
N

¢ Rh CA Rh

(0)

Den forsta
termen i denna ck-
vation represcente-
ror forandringoen 1
total héjd per
ldngdenhet . Denna
storhet dr alltid
negativ i strom-
riktningen (obs.
dif = dhpl). Vi kun-
na séledes enligt
de Chezys ekvation

skriva

(e)

()

Termen dz representerar tydligen ledningens lutning (jfr ekv. 3¢65L)a

ds

Eftersom lutningen bruker rdknas sdsom positiv 1 strdmriktningen och dz Ar

negativ, gidller tydligen om Il speciellt betecknor ledningens fall

dg
s - " h

ds

(e)

X yetecknar fordndringen 1 vattendjup per lingdenhet (av s),

Den sista termen betecknar slutligen intensiteten i hastighetshdjdens vix-—

ling. Vi omskriva denna term enligt nedanstiende tankefdljd. Om ledningens

bredd dr b (se figur 3.641) s& giller
dA = bdx
Kontimuitetsekvationen ger relationen

vh = (v+dv) (A+dd) = (v+dv) (A+bdx)

(£)



Utvecklas hogra sidans pro-

dukt, och fdrsumras btermen

bdxdv, som dr liten av

andra ordningen, erhdlles

slutligen
dv=-%dx (1)

Tig, 3.64

Med hjdlp av dessa relationer kan nu sigta termen skrivos

*@“(ﬁ)wxézn zﬁoiﬁ,_.@ﬁ;ﬁ (1)
ds Rg’ g ds T Tged ds gAB ds ‘

e e "
C?A2R 1 ds gAS ds
h
eller
2
4
I
1 2,2
. C™A™R
dx _ B (3.93)
ds ng
Rt
gh
som ocksd kan skrivas (om v infdres)
v2
I~
1 .2
CR 1
ax (3.937)
= 5
ds 1 V“wb
gh.

Ekvationen (3,93) #r den grundliggande differentinlokvationen for clikformig

stotiondr stromning i en oppen (prismatisk) ledning.

Ovan hiarledda ekvation kan genom olika omformningar fis att representera
en mingd olika profiler, In mera utfdrlig diskussion ov de olika ldsningor, sem
kunna erhdllas vid integrering av denna ekvation, ligger ubom ramen fdr detta
arbete, Lingre frem skola vi presentera en for proktisks rdkningar lémpad 16s-
ning. H8r anfdres endast sds-m ett exempel, att om ledningen #r mycket bred och
rektangulidr, kan tydligen Rh sdttas = bredden = b, Ekvationen (3,931) kan 44

skrivas
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g ___ & (3.94)

0g
>

432, Ndrmare diskussion av differentialekvotionen for olikformig strim-

ning, Strémmande och gtrakande vattenrdrelse,

T denna avdelning skola vi ndgot ndrmare diskutera innebdrden i ekvatio-
nen (3.93). Vi ha ovan angivit, att termen %% uttrycker djupets foriéndring
per lidngdenhet vid forflytitning med strommen. Den kan ocksd sigas uttrycka
vattenytans lutning 1 forhdllande till ledningens botten, Och hiri ligger ek-
vationens stora betydelse. Om vi sdlunda kidmma djupet, sektionsarean och vat-
tenforingen i en viss punkt av en Sppen ledning, s8 kunna vi med ekvationens
(3.94 eller 5,95) hjalp omedelbart avgdra, huru vottenyton forloper i forhdl-

lande t111 botten., Vi undersdka nu ndgra viktiga griansfall:

dx . . . .
Qe G5 T O. Detta innebir tydligen att djupct &r konstant och att vat-
tenytan forloper parallellt med bottenlinjen. Stromaingen #r likformig. Men

dx y
om == =0, s& Hr ocksd

cller

For en given sektion och vabtenfiring finnes tydligen endast ett djup,

vid vilket strdmningen HAr likiorrig. Detta djup kalles det normala djupe@mgn.

dx . o . .. N . e . . .
b s > 0. Dir vixer djupet i stedmriktningen. Vattenytans lutning ar
mindre &n bobttenlutningen. Btt nirmore studium av vattenytans form léngs led-
ningen visar, att den dr kenlav uppit. Stroémningen Hr olikformig och en dame

ning sédges foreligga. Vattenytans langdprofil bildar en g.k. dimningskurva.,

C. = L0, Vattendjupet avtar i stromrikicingen. Vattenytans lutning dr

storre &n bottenlutningen. Vattenrtan Er konkav neddt. Strommingen v olikfor-

mig och en ginkning féreligger. Valttenytans lsngdsckbion bildar en s k. sink-

ningskurva.
ax -4 o s o . . V.. V2
de G o= =Y Den foregdende diskus=ionen hor forutsatt att 1. - = 0,
.4
d.ves. att nimnaren ej dr 0. Vad intriffar, om s& blir fallet? Tormelmiess ot

inncbdr det tydligen ott
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Matematiskt innebdr tydligen denna hastighet en diskontinuitet 1 ut-
trycket for -%go Fysikaliskt (fenemenologiskt) visor det sig, att vatten,
som strommar lings en oppen ledning, icke kan vaxla sin hastighet frén ett
virde < \/gc till ett virde >\/gx eller vice versa, utan att vattenytan upp-
visar en plotslig hojning eller sidnkning, en vigrorelse eller dylikt. P&

grund hirav kallas det djup, £or vilket v = \/gx for kritiskt djup x P@C)

och motsvarande hastighet f6r kritisk hastighet v, Det visar sig ocksa,

att passerandet av denna hastighet innebdr en foréndring 1 rdrelsens natur,
Genom proktisk erfarenhet och experimentella modellstudier har det visat
sig, att vattenstrbmmen reagerar helt olika fOr olika hinder, som insdttes
i dess viag, allteftersom vattnets hastighet #dr storre eller mindre Hn den

:\/é%é, Om hastigheten &r <& \/ghé kallas rorelsen

kritiska hastigheten v,
icke hiar ingd pid ndgon fullstidndigare utredning om dessa roérelsers natur,
utan hinvisa den intresserade till litteraturen (se t.ex. Addison: A treatise
on applied hydraulics&)o I fortsdttningen komma vi dock att i olika samman~
hang ytterligare berdra de existerande olikheterno mellan dessa stromnings-

forlopp.

44 . Om begreppet specifik energi.

Vid stromning i Oppna ledningar hor det visoat sig, att begreppet specifik

Vi ba tidigare i olike sammanhang diskuterat Bernoullis ekvation (se t.ex.
avd. 3221%) och funnit, att de olika vitskeelementens energiinnehdll &dr kon-
gtant lEngs varjc stromlinje vid en ideell vitskas stromning och att vid vedlk
lign vitskor den s.k. energilinjen stindigt faller (se avd. 36ll)° Vétskans

totala mekaniska cnergiinnehdll ha vi sé&lunda fumnit vara liks med summan av

rérelse—, tryck- och l#gseenergi, varest ligesenergien riknas frédn en godtyck-

lig O-nivéd. Vi definiera nu en strommande vafskas specifilka energl sdsom sum-

mon av tryck- och rorelseenergi riknat per massenhet och hinford till en linje

léngs ledningens botten., FOr en Oppen ledning innebir detta, att specifika
cnergicn (uttryckt som en hjd) helt enkelt #r like med summan av vattendjupet
och hagtighetshojden, Sdledes giller, om B = gpecifika energien, x = vatten-

djupet och v = vattenhastigheten, ekvationen
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2
. v 2 o
k= X+ 5 (3.95)

Vid likformig stromning i Sppen ledning avitar 2lltid det totala energi-
immehdllet, medan det specifike energiinnehdllet forblir konstont, enir vat-
tendjup och hastighet e variera lings ledningen, Vid olikformig stromning
avtor pd samma sttt alltid det totala energiinnehdllet, medon det specifika

cnergiinnmeh8llet antingen vixer eller aviar,

ecifiks energien vid en vatskas gmning i en Oppe edni
Specifika energien vid en vétskas strémning i en Sppen lednin

441,

med rektongulidrt tviArsnitt.

I foljonde avsnitt skola vi belysa, vilksa allménno resultat, som kunna
erhallas ur ett studium av specifika energien vid vattnets stationidra strdm-
ning i en rektongulir rinna med vertikala sidor. Vi betrakta strimmingen i
varje vertikal sfsom identiskt lika. Genom dessa begrinsningar av problemet
komna vi erhdlla enkla ckvationer och uttryck, vilke Hro dgnade att belysa
de grundliggande fysikaliska £érhdllandena, Samma allminna metod kon sedan
anvindas dven pa andra mera komplicerade strémningor, dven om ekvationerna
d4 bli betydligt mera invecklade.

I figur 3.65 betrakta vi en vertikal sektion med bredden = liangdenheten.
Vattendjupet &r x och vattenforingen q per tids- och breddenhet. Hastigheten
eller medelhastigheten dr v. D&

gédllor tydligen

vilket ger specifika energien B

v q2
L= x45m = xt—=2= (3,96)
2g 2gx2

UL I L S I deme ckvation ingdr som synes

tre veriablers E, x och gq. Den

Pige. 3%.65 fysikaliska innebodrden av ekva-
tionen (%.96) kumna vi belysa genom att diskitern foljonde tvd falls
2 q = konst, men B och x variabla.

(S nry

b, I = " moogoMox il

9. Q = konst., Vi betrakta B som funktion av x och upprita funkiionsdia-

grommet. Detta erhdlles 1att och Tinnes dtergivet i figur 3,66, Tydligen Ar

E = x en asymtot och E = 0 en annan asymtot. Vi undersdka dessubtom lédgel av det

tydligen forekommande winimet pd B @m.::E)oS&cﬁs
: min c
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Sirdbande vollsns drel/se
e e B S ande o
) A “
i ’\l“"'""‘ T e mmen e “/
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P CAR SN 3
B Vert) e wied, tapa X
2
el
S 8 C (a)
dx %
gx
vilket ger 35
X = L (1)
c g

Det djup, for vilket Emin erhdlles, visar sig sammanfalla med det tidigo-

re i ovdelning 432 diskaterade kritiske djupet x (eller hc). Fér varje givet
E%ﬁ-Emin finnas tva djup, vid vilken stromningen kan #go rum: ett djup stdrre
dn x_ och ett djup mindre &n X, (se figur 3.661), I forra fallet ar rdrelsen
strommonde, i scnare fallet strékande.

Av figuren 3.66 synes vidare att for strimmingor,som ske i nirheten av
dot kritiska djupet, dro vixlingar i djupet forbundno med relotivi smé vix-
lingar 1 specifika cnergien, Detta forklarar i viss min, att dessa stromningar
ofta viso en ostadig, vigig yta, Figur 3.66 visar, 2ttt en minskning av speci-
fike energicn dr férbunden med en Skning av djupet vid strdkande rdrelse, me-
don vid strdmmande rdrelsc motsatsen gidller, d.v.s, djupet minskor.

Om g eliminevas ur ekvationen (3.96) medelst substitutionen (b) ovan er-

hé&lles
Boe oy el 2y (3.,97)
'c T et 2 T2 e

b. E = konst, FEkvationen (5.96) skrives nu under formen

0” = 2g(Fx"~x) = 2gx° (Tox)

-



(3.98)

=]

q = x\2g(E-x)

Vi upprita funktionskurvan. Asymtoter saknas, Moxime och minima bestém-

mos, Saledes

%«i = M'":z:"}i*:.“:: + A\/ 2—;;63:;)” = 0
oy og(Bex)
som ger 7
2
x, =3 (3.99)
amb o 3
A /!‘ . IW ‘/“" ) 2 1
Q.. = e = Ve, (3.99%)

In jimforelse av ckvationerna (%.97) och (3.99) visar, att minimum hos
den gpecifika energien och maximal vattenfdring intriffar vid kritiska dju-

pet x (eller ho)' P8 figur 3.67 finnes funktionskurvon uppritad.

/|
Neallend | T
fonk e AR |
g i Strokonde’ !
3 vn/f*"///w T
4 |
/ |
t // q
/// }
L
o/ |
|/
r' | ‘i
%jgmw e e ww.*NJ lx =E,VE0
Vo lile O‘/P/' o X
F‘?{jﬁfLyi

Fig. 3.67

Den mot kritiska djupet svarande hastigheten, den kritigka hastigheten )
v

kunna vi erhdlla ur uttrycket
s
X o V'g""'
c g
om vi infora

= ¥ X
q~0(‘

¥



Alltsa Msjv 2x 2
c Vg
eller _
Yy 3
‘ VO - ‘,' =) XC ! . ) ()“1OO>
e e v2 v 2
Av figur 3.64 synes, att for v = v, (eller A;;;>»§§~) blir rirelsen
4 -t >
v2 voZ
strdkande och att f£or v<v  (eller pr <-z§;) blir rorelsen strimmande.

Om ekvationen (3,100) divideras led for led med gx erh8lles

v
C

1 =

S

Vex,

men 1 hogre membrum igenkdrma vi hdr Froudeg tal ' Bn vattenrdrelse karakte-

riserad av F = 1 sHger oss tydligen, att stromningen sker vid kritiska forhdl-

landen, Om Froudes tal #r stdrre #n 1 dr tydligen rérelsen strikande och om

P« 1 dr rorelsen strommande.

Fx. 3.7). Huru stor &dr vattenytans lutning i en rektangulir Oppen kanal
i en sektion med bredden 15,2 m och djupet 3.1 m, om vattenfOringen Hr 28 mS/s
och bottenlutningen 15 cm/kun. C sittes = 62,

Losning: Eftersom bottenlutningen dr given i cm/km, stka vi vattenytans

lutning 1 samma m&tt. Vi tillémpa ckvation (3,93)

2
. Q
1T 22
ax CTA"R
ds QZb
b=
gA

i och Rh berdknas, Saledes
o
A= 15.2"3.1 = 47.1 m"

R, = AT 2,20
Tn T 15,0420, T crcv
Detta ger
0.15 _ 282
1000 o R
- 62747.,1°°2.20
£ - et - 0.000109
S ) 2801542

9.681°47.1

eller 10.9 cm/km. Vattendjupet vizer olltsi med 10,9 cm per km, Vattenytans
lutning mot horisontalplanet blir siledes

15-10,9 = 4.1 cm/kn



Svars Vattenytans lutning v 4.1 cm/km.

Ex, 3.72. Berikna specifike energien for ett avlopp, som har bottenbred-

den 1 m somt slintlutningen 1:1, om vattendjupet dr 0,80 m och vattenfiringen
Z

1.80 m”/st
Losning: Specifika energien definieras av ekvotbionen (3.95)

2

v
E::x+2g

Vi berdkna A, Siledes

A = Qég (1+142°0,8) = 0,8:1.8 = 1,44 m2
Medelhastigheten blir
1,80
Vom St o ] ,25 W
1.44 7
och séledes 5
) - _125T |
B = Oa8o -+ 25; = 0988 m VsPo

Svars Specifiko energien #r 0,88 m v.p,

Bxe 34754 1240 mj/s vatten framrimmer i en 10 m bred rektangulidr rinna

vid ett vattendjup av 0.60 m, Ar vattenrdrelsen strbmmonde eller strdkande?

. > . . . 12
Losning: Vattenmingden g per breddenhet = 16 = 1,2 mB/S

12,0
Vo= geigg = 2.0 m/s

Den radande hastigheten Hr séledes mindre &n Vo vorfor rorelsen Ar
strémmande.,

Bx, 3.74. Vilken &r den storsta mingd vatten, som per sekund kan passera

en 5 m bred rdmma, om gpecifika energien 8r l.2 m V,p.
9 5 2y

Logning: o o _
XC = %b = %’“ » 102 = 0,8 m (el’lle ekv. 3n99)

W s
Oy, = V/9.81°0.8° = 7.09 m’/s och breddenhet
max «

Totole vattenforingen a berdknas hirav till

Qy = 7.09'5 = 35.45 n'/s

Svar: Maximale vattenforingen dr 35.5 mﬁ/sa

Ix, 3.75. Bevisa att for ¢ = konst. gidller sambandet

e .
B 1, 7c\2 x
E AR I
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dar alla kvoter Hro dimensionsldsa.
Losning: Bnligt ekvation (3.96) gdller for en rektanguldr sektion med

bredden 1 och djupet x

E o= x4 (a)
2
Lgtx
Tidare giller att 3/ 2"
- vl
X = % (b)
c YV g

Bkvationen (a) divideras led for led med ekv, (b).

Sédledes 5
¢
i X q2 X 1 &
R e e ..*_ G e + ean memomr——— s
X, ¥, o 2 x, 2 % °x2
c gx X c .
5 _ 9
cller slutligen, endr enligt (b) ¥, =g

V5.8

- N . B .
Konstruera som ytterligare Ovning funkiionskurvan med ij gom ordinata

X . o]
och ~— gom abgecissal

G

45, Vattenspring,

I avdelning 432 understktes den nirmare fysikaliska imnebdrden av ekva~
tionen (3.94). Det visade sig hdrvid, att om -g? >0 féreldg ddmning och
att om %% < 0 fOreldg sinkning. Hirvid foérutsattes, att némaren i ekvatiow-

nens hdgra membrum var skild frén O. Vi diskuterade ocksd helt kortfattat de

kritiska forhdllanden, som intrdda, nir nidmnaren blir = O och =§§ = Foo, Tol.
kag uttrycket gﬁia I oo matematiskt skulle det innebdra, att vattenytans lut-
ning mot bobten #r % 900, d.v.s, vattenstrommen reser sig lodrdtt upp eller

faller vertikalt. Det visar sig nu ocksd,6 att en vattenstrim icke kan passera

frin strdkende rdrelse till strdmmande, utan att vatbtenyban plotsligt hijer

sig eller att djupet vixer diskontinuerligt. Vi sgkola senare visa, att detta

dr forbundet med vérdet %% = +¢0, Foreteelsen kallas vattenspring. Pi figu-

rerna 3,68, 3.69 och 3.70 visas ndgra vanliga fall av vattenspréng (schema-

tiskt), Cemensamt for alla tre fallen Hr som synes, att vattendjupet frin att
vara <fhc ploteligt vixer till ett virde ?>»hc6 Betydelsen av virdet %% = O
skola vi nigot ndrmare belysa i samband med ndgra kommentarer till det fdrut

behandlade s.k. breda gverfallet (se avd. 3525%).



140~

Vi vilja nu ndrmare studera, vad som sker i ett vattenspring, och for-

stka finna ett matematiskt uttryck pd storleken av vattenspridnget. Med hjdlp

av figur 3,71 skola vi undersCka energiomsé%tﬂingen i vattensprénget, och med

hjslp av figur 3.72 skola vi medelst en impulsbetraktelse hirleda ett samband

mellan hl och h.? och didrmed ett uttryck pd vattenytans hojning hg”hl'

.

i
. ~ &
Loik! sirdk.

i
X
T
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Fig. 3,71

Figur 3%.71 visar schematiskt profilen av ett vattenspridng med tillhdrande
diagram Over specifika energien, Index 1 markerar forhillandena fore vatten-
spranget och index 2 foérhllandena efter. Fore vatbenspridnget dr rdrelsen
strékande och h q\hc samt specifika energien El' Efter vattensprénget idr
vattendjupet h n-hc och motsvarande specifika energi E2. Av energidisgrammet
synes, att vattensprénget dr forbundet med en energifdrlust, vars storlek &r
E1”E2' Denna energiforlust kan vara mycket stor under vissa forhéllanden.,
Energiforlusten &dr knuten till den kraftiga virvelbildning, som forsiggdr i
vattenspranget., Ofta utbildas en s.k. "vattenvals! ("wvattenrulle"), i vars
ovre del vatten strimmar mot huvudrikiningen under stark virvelbildning och
skuming. I vattenspringet Gvergidr vattenrdrelsen frin en mindre stabil rdrel-
seform karakteriserad av hog hastighet, stort energiinnehdll och stor frik-
tionsfOrlust till en mera stabil rorelseform med lidgre hastighet, mindre energi-
innehdll och mindre friktionsforlust.

De hoga friktionsfdérlusterna vid den striékande rdrelsen innebir formel-

méssigt, att tdljaren i uttrycket for %% dr negativ, d.v.s.

2
B N
Ilm 575 <0
CA RT

IriktionsfOrlusternsa Hro m.a.0. storre dn de medelst de Chezys formel berikna-
de. Samtidigt &dr ocksi ndmmaren negativ, ty VT, :‘Véﬁié §§ gr alltsd posi-
tiv. Vattendjupet &r vixande och i sjHlva vattenspringet, ddr det kritiska dju~
. dx
pet passeras, blir qo = to.
Ett vattenspring kan ocksd betraktas som en stiende vig (standing wats),
endir vattnets stromningshastighet ovanfor vattensprénget &r ;syé?ﬁg och i en

viss sektion av vattenspringet = g/gﬁié‘ Nu dr en vandrande vattenvigs hastig-

het (for bevis hdnvisas den intresserade till litteraturen) uttryckt genom
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fermeln

ua=A§/gh'
dir co = vigens fortplantningshastighet och h = vattendjupet. Vighastigheten
sammanfaller alltsd hir med vatinets egen hastighet, varfor inga impulser
kunna vandra mot strommen, vigen blir stiende.
BEtt samband mellan hl och h2 kurna vi erhdlla genom foljande impulsbe-

rikning. Betrakta figur 3.72% Hastighetsforandringen vid vattnets strimning

Fig. 3.72
frén sektion 1, t1ll sekton 2, dr tydligen V5= Om vattenfdringen per bredd-
enhet av den rektanguldra ledningen dr g, sd svarar mot denna hastighetsfir-

Hncring rorelsemingden (per tidsenhet).
I AR I YA
L= g, (V2 V1> = g(vg V]_) (a)

Om vi bortse fran tangentiella krafter, s& #r den pd vattenmassan mellan
sektionerna 1. och 2, verkande kraften tydligen = FleZ (i stromriktningen) .
Fi oth2 dro == de hydrostatiska tryckkrafterna pd respektive sektionsytor
Al ochAAZ. Dessa krafters storlek beriknas enligt 1 hydrostatiken genomgéngna
regler till

h h? h22

h 1 n 7 e c»w;m;
Fp =11 s=5 ook Ty = 1elthyr g e oo (b)

Enligt mekaniken #r nu impulsen per tidsenhet = rdrelsemdngdens forindring

per tidsenhet (F»t = m° Av). S8ledes i detta fall
4
3= = (Vm ) (o)
0
Kontinuitetsekvationen ger oss sambandet
VUK = VK= g (a)

vilket tilléter oss att skriva ekvationen (c¢) under formen



2, 2
h, ~h 2
R ﬁLn(l;.“mm, (e)
) g h2 h ]
eller slutligen
2 L 2
2 h 2
b ! _ 2., .4 (3.101)
2 hlgo 2 h2g

Om vattenforingen o och ett djup betraktas som givna, kan det andra dju-
pet bersknas med hjdlp av ekvationen (3,101). Deunna kan ocksfd 1losas med av-
seende pi h1 eller h,., Harvid erhdlles

s e

l

h2 | 8 2
hy = = (~1+ Vl+~w§5m} (a)
12 ] 3
' gOhZ
. . (3,102)
P,
hl oy, 8q2
h, = = (=1+ 1) 14 ——5) (»)
2 2 n 3
€01
Energifdrlusten.wf kan sedan berdknas med hjdlp av uttrycket
| 2 2 ‘
| v1 v,
g We = (nyr55) = (=) (3.103)

Ex. 3.76. Hirled ekvationerma (3.102)!

Losning: Det ligger hidr ndrmast till hands att helt enkelt 1losa ekva~
tionen (3.101) med avseende pd h, och h,, varvid det ema av djupen betraktas
sésom bekant, nidr det andra loses ur ekvationen. Emellertid leder detta till
1osandet av en tredjegradsekvation, Genom att utgd frén ekvationen (e) und.~

vikes detta enkelt,

2 2
- 2
b N 3 -l ()
2 g, Do By
. 2 h.-h
l’l2»~h 2:.29:_....}.”.,_% (b)
1 72 go h h
12
Dividera bada membra med hlmhgi S81ledes
2q2

ho+h, = -
e g hyby

hl betraktas som obekant och ekvationen hyfsas,

D4 erhdlles 5
2 20
L v
1 271 goh2



Y/

som 16st med avseende pd h. ger

1 e s i o e B, AR 5
5 ,
b oo l2 ey ‘\/ﬁa_+ 2q°
1 2 /"4 " g b,
b,
eller om 5 brytes ut
, e
2 1 1. 8q
il - v ]
by =5 ( 1&\"/111}13 )
' ©c2

P& samma sitt forfares med hg, om denna betraktas sasom obekant.

Exe 3,77. I en rektanguldr Oppen ledning framrinner vatten. Vattendju-
pet dr 0.90 m och medelhastigheten dr 1.20 m. Kan ett vattenspring utbildas
i ledningen?

Losnings  Villkoret for att ett vattenspring skall kumna utbildas &r,

att vattenrdrelsen #r strékende., Och hirfor erfordras att v >V = \fg-hé.
Vi berikna v, Inligt avdelning 441 ar
30 2
RV
h.C = \/ =
och séledes
3 T AT S L
i o ey - ; : D i,
vo=Ve V&= Vae= (0.9:1.2.9.81= V10.59 = 2.20

Den aktuella hastigheten ligger s&lunda léngt under den kritiska, varfdr

intet vattengpring kan utbildas,

Anm,: Enklas? erhdlles svaret genom att Froudes tal berdknas for strim-

ningen ifrdga., Sidledes
1.2 .. .
B o= T 1 (jfr slutet av avd. 441})
Y 9.81°0.9

Rérelsen dr s&lunda strommande, och intet vattensprang kan utbildas,.

Bx, 3.78. VattenfOringen i en rektangulidr kanal ar 11,33 ma/s. Bestém
det djup hl9 gom kan underhdlla ett vattenspring med djupet h2 = 1.22 m efter
vattenspranget! Kanalens bredd dr 6,10 m. Berdkna &dven den procentuella energi-
forlusten?

Losning: Vi tilldmpa formeln (3.102 a)

'

h 2
Y 8
b r—m?:(wl+\/1+ 93)
¥ g*h,

dir g = === = 1,856 m”. S8ledes

1

G
Z - 8ol§8r6‘~

h, = ds22 fo14 \/&+~ t:%::;) = 0,36
9,81°1.22
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Den procentuclla energiférlusten kunna vi med ekvationens (3.103) hjilp
berdkna till _
-2

2
- P [ 108 6
G2 (152
0.36 43— 122+ ~5i7g
'9’ - : @ 100 =3 22.2 %
<i.85§)2
0.36
0”36+”§7§T§T“

Syar: Det erforderliga djupet &r 0.36 m, Energifériusten blir 22 %.

A6, Nigra kommentarer till formeln for avrinningen Over ett brett

dverfall. Bestidmmande sektion.

I foregldende avdelning studerade vi de fenomen, som dro forbundna med

att en vattenrdrelse dverghr frén strikende till strommande (vattenspréng).

Vi kunde bl.a. visa, att diskontinuiteten &t positiva o#dndligheten i formeln
for %g kunde tolkas sdsom det i differentialekvationen for olikformig strim-
ning irmeslutna matematiska uttrycket for vattenspringets upptridande. L&t oss

nmu dven ndgot nidrmare undersdka innebdrden av diskontinuiteten

Detta kunna vi gbra 1 anslutning till det tidigare diskuterade '"breda Over~
fallet". P4 figur 3%.73 finneg schematiskt uppritat ett brett Sverfall med
tillhdrande specifika energidiagram, Vi kunna ténka oss den nedre vattenyban
rérlig, och vi undersdka nu, vad som intraffar, nir denna fran att ha befun-
nit sig i Jjamnhojd med den ovre vattenytan succesgsivt sidnkes. Befimna sig bi-
da vattenytorna lika hdgt, sker ingen strdmning. Ténka vi oss nu den nedre
vattenytan sjunka, gd borjar vatten stromma OSver Sverfallet., Strdmningen sker
pé bekostnad av den potentiella energien (den specifike cnergien), som delvis
omvandlas till rorelseenergi, delvis gdr forlorad i form av friktionsfdérluster
vid stromningen. Vattendjupet avtar lings dverfallet samtidigt som specifika
cnergiocn mingkar 1 sektionerna. Allteftersom vi nu tédnka oss den nedre vatten-
ytan sinkas, blir vattenytan over overfallet allt brantare. Vattendjupet &ver
Sverfallet i sekbtionen a kan dock icke gjunka under h09 ty vid detta virde &r,
sésom tidigare visats, specifika energien i minimum och vattenforingen maximal.
Sedan detta virde uppndtte, dr avrinningen oberoende av den nedre vattenytans

lége,
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Fige 3.73

Skulle vattendjupet sjunka under det kritiska virdet, bleve specifika
enefgien storre 1 sektionen a och féljaktligen skulle mindre energi std till
férfogande for att hilla stromningen i géng. Btt sddant fortfarighetstill-
st8nd vore endast tinkbart, om energi pd mnédgot sitt ti1llfordes utifrin. Nir
kritiska djupet ho uppnédtts har L/B av den ursprungliga specifika energien

Q
IS

omvandlats i rorelseenergi, sasom framgir av eckvationen (3.97)

X, 3
B =X 4= = <x
c c 2 27¢

2; representerar ju i detta ubtryck rdrelseenergion (se hirledningenl). Sedan
den undre vattenytan sinkts si mycket, att den ligger % under den Svre vattenw
ytan, intriaffar sdlunda maximal vattenforing. h betecknar den Ovre vatten-
ytang hojd Sver dverfallet (se figur 5.75&)0 Dessa resultat std 1 dverensstim-
melse med tidigare 1 avdelning 3525 erh&llna.

Ovan papekades, att vattendjupet Cver dverfallet dr aviagande i strim-

riktningen. Detta innebdr, att g% dr negativ och att, nidr kritiska djupet hC

o . .o dx T, .
passeras, dess virde blir -oo, Vi finna sélunda, att qe T U o0Er forbundet
bl

med en vattenrcrelses Overging fridn strommande till strikande.

Den sektbion, didr vattenrdrelsen 1 ett vattendrag Gvergdr frén strommande
t111l strékande, d.v.s. dir vattenytan genomskidr det kritiska djupet, kallas

en begtdmmande sekbtion., Uppkomsten av en bestimmande sektion sammanhinger all-

tid med ndgon diskontinuitet i vattendragets tvirsektion, lutning eller mdjli-

gen dess skrovlighetsgrad.
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47. N8grs praktiska metoder och formler for berdkning av olikformig

stroming.

Den olikformiga strémningen visar sig vid ett ndrmare teoretiskt studium
vara synnerligen komplicerad och matematiskt svarbchirskbar. Det faller utom
ramen f6r detta kompendium att gd vidare in pd de i de foreglende avdelningar-
na behandlade problemen, De bha medbagits £or att ge en viss bakgrund till de
praktiska berdkningar, som i olika sammanhang lkumma vara nodvindiga. Ur prak-
tisk synpunkt kunna vi behandla den olikformiga rorelsen under foljande rub-
riker: 471. olikformig strdmning i vattendrag med varierande tvirprofil och
472, olikformig strimning i kanal med regelbunden tviarprofil. I detta senare
fall kan djupet d& antingen vara kontinuerligt vixande, ddmning (4721) eller

kontinuerligt avtagande, sinkning (4722).

471, Olikformig strdmning i vattendrag med varicrande tvArprofil,

Tkvationen

”@E _ dZ_\LdX d {V‘g\;. (l)
ds ~ ds s \2g / ¢

kunna vi tydligen enligt i avdelning 43 gjorda vtredningar skriva

2 2
q L od (v-\

e T e [ | (b)

CzAaﬂh ds \2g ¢

dér I betecknar vattenytans lubning mot horisontalplanet. Denna lutning mdste

vare lika med bottenlutningen (~~ ) + vattenytans lutning mot botten (“E%g)a

Saledes

- (25 (c)

Om vi nu betrakta tvenne sektioner 1. och 2. pd avstinded ATl aAs frén

varandra, si kunna vi 14ta elvationen (b) med viss approximation gilla for

A
strickan A1 i stdllet £f6r en bestdmd sektion, dir den under antagna Forut-
sgttningar dr stringt giltig. I formeln infdra vi d& medelvirden for de hydrau-

}
liska parametrarna for strickan ifrdga., Detta utmirkes pd foljande sdtt med

indexs istéllet £or g skriva vi qy ,27 i stdllet £or C skriva vi Cl 5 OeSeVe
9
MulblplICQr% vi ekvationen med z“»l kunna vi sdlunda skrive
2 2
q., . Vo
Oh =1 AT = - %92 Z:i7»»4hmwwgl (3.104)
fl 5 1,2 2 2 R 2g
N 192A1y2 hj«2 )

9

Denna ckvation kunne vi ocksd skriva, om vi beakta att



q_ .~
’V ? pard -—-2—-1 8
1,2 A192
Under formen
2 v 2l
2 - 2
Ohyg = Ly AT+ L (3.105)
. P 2
1,2 Cl » By
: 9L_ l92 |

Denna ekvation kan betraktas sisom den fdr prakbtiska berdkningar l3mpade
formen av vir differentialekvation for olikformig strtmning (ekv. 3.93).

Bkvationen utsiger, att forlusthdjden pd strickan AL dr lika med friktions-

forlusten plus dndringen i rdrelseenergi. Forindringen 1 rdrelseenergi &r

tydligen positiv, d8 hastigheten Skar (sinkning) och negativ, di hastigheten
minskar (ddmning). Detta innebdr att vid avtagande hastighet skulle en "vingt®
uppkomma g /;hf skulle vara mindre &n friktionsforlusten pd strickan AT,
Erfarenheten 1,2 visar emellertid, att s4 ej dr fallet utan att den frigjor-
da rorelseenergien forbrukas i tkad Virvelbildning (turbulens) . Vid dimning

kuma vi ddrfdr sidtta

2 2

v, ..L"'V.
A 3 0 (&)
2g

Detta forenklar i hog grad berikningarna vid ddmning. Ar uttrycket (a) déremot
positivt kan det ej forsummas. I detta fall mdste den okade rorelseenergien
med nodvindighet tagas fradn vitskens potentiella encrgi, vilket endast sr mdj-
ligt, om vattendjupet avtar.

Formeln (3.105) férutsitter givetvis, att man valt A1 s8, att vatten-
djupet entydigt vixer eller avbtar inom strickan. Vidare bdr skillnaden mellan
Al oohA2 ej vara stdrre &n att for berdkning av friktionsférlusten stromning-
en kan med tillrickligt god approximation antas vara likformig mellan sektio-
nerns med medelhastigheten

v - Vi+1+vg
i+l ,d 2

Berdkningen av hf f6r en striacka 1 med hjdlp av formel (3.105) sker pa
foljande sHtt:

Wan uppdelar strickan 1 i lampligae delstrickor A 1 under aktgivande pd
ovan sagda. I en scktion 1. kinner man alla hydrauliska storheter bl.a.

d, Fl’ Ve Rh s Cq och man vill berikna vattenstindet i en sektion 2,, som
ligger pd avgtandet fﬁig frén sektionen 1. i strémmens riktning. Man antar
pd forsck en viss hojd pd vattenyben i sektion 2, och beriknar Foy Vo th och
02, For att detta skall vara mdjligt fordras i allminhet vissa uppndtningdarbe-

ten, sévida ej sektionsformen Hr konstant,
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Med hjdlp av dessa virden kan man sedan boridkna

v1+v2 Cl+02

v192 = s g 0192 = ST 0.8V

De berdknade medelvirdena insittas i formel (%3,105). Om det hirvid visar sig,
att 1>hf1 ( Ar like med den antagna hojdskillnaden mellan vattenytorna i sek-
tionerna™’" 1, och 2., dr den berdknade hojden riktig. I motsatt fall miste
berakningarna upprepas, tills Onskad overensstimmelse uppndtts. Dessa pass-—
ningsberskningar bli ofta tidsddande och besvirliga, Nagot numeriskt exempel
medtages ej, utan hirfor hinvisas till litteraturen och till analoga men enk-

lare exempel under ddmning och sénkningl

472, Olikformig stroming i kanal med regelbunden tvirprofil.

Btt par viktiga specialfall av olikformig stromning &r ddmning och sink-
ning, I det forra fallet vixer vattendjupet kontinuerligt i stromriktningen
och vattenytans lingdsektion bildar en démningskurvas; 1 det senare fallet av-
tar vattendjupet kontinuerligt i stromrilkiningen och vattenytans lingdsektion

bildar en sdnkningskurvs. Berdkningar av damnings- och sinkningskurvor Hga i

vissa fall speciellt intresse for jordbruket, di det giller att avgdra, huru
ett ingrepp (anliggandet av en damm, sektionsfordndring etc,) kommer att in-
verka pd torrliggningsforhidllandena uppstromns féretaget, De 1 foregdende av-
delning skisserade berdkningarna dro Hven anvindbara for beridkning av dém-
nings- och sinkningskurvor, Emellertid lkunna hir betydande forenklingar ofta
goras, did man rdknar med konstant bottenbredd, sléntlutuning, bottenlutning
och skrovlighetskonstant, Vara berdkningar och hirledningar begransas till
dessa praktiskt viktiga fall. Detta mojliggdr ocksd en integrering av var
allmiénna differentialekvation for olikformig stromning. Med hidlp av dessa
integrerade uttryck kunna tabeller uppridttas, varigenom rékningarna ytterli~
gare underlattas och gdras snabbare. Vid noggrannare berikningar #r dock pass-

ning medelst formeln (3,105) den enda mdjliga.

A72). Dimning och ddmmingskurvor, Dimningay och dimningskurvor kunna

uppkomma av olika anledningar. I figur %.74 visas ndgra vanliga fall. I 3.74 a
beror diamningen av att kanalens lutning minskar vid ofdrdndrad sekibion ech
vattenmingd. T exempel 3,74 b beror didmningen av att vid ofdrindrad lednings~
soktion och lutning vattenméngden Skar pd grund av ti11f1ldde och i ¢ slutligen
démmes vattenytan upp 1 kanalen av en sjdyta, som ligger hlgre Hn vad som gva-

rar mot likformig stromning i kanalen., I fortsittningen betecknas det variabla
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djupet med x, det djup som svarar mot likformig stromning, det normala djupet
med hn och uppdamningen x—hn med u, Sektionerna indiceras frén ddmningspunkten
och uppstroms.,

Det dr tydligt att vattendjupet dr storst omedelbart intill den d8mmande
sektionen (sektion o). Vattendjupet avtar sedan kontinuerligt uppstréms sek-
tionen O.

Detta innebdr ocksd, att vata arean avtar och att hastigheten vixer. Som
f61jd hirav okar vattenytans lutning successivt for att vid I = o~ asymtotiskt
ansluta sig till den od&mda vattenytan. Didmningskurvan &r konkav uppdt. Prak-
tiskt brukar man dock anse, att ddmningen upphdr i den sektion, ddr ddmningen
u endast utgdr 1 % av det normala vattendjupet hn. Avstdndet mellan denna sek-

tion och sektionen O kallas praktiska hydrodynamiska dimningsvidden Id‘

Fig, 3.74

Endr hastigheten avtar i stromriktningen, kunna vi i ekvationen (3.105)

forsumma den sista termen vid passningsberikningar av ddmningskurvan. S8ledes

Ah = 5—=—— nl (3.106)

¢ R
1,20y
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eller £y él, v2
b=/ &b, A (3.107)
i=0 ;+1,1 i=0 Ci,i+1 Rh”

1] 3

Vid passningsberdkningar av ddmningskurvan kan AT t.ex, sdttas kon-
stant = 100 m eller 50 m. Observera att eckvationen (3.106) helt enkelt ar

de Chezys ckvation skriven pd annat s&tt och med medelvirden for en viss

stricka insatta istdllet for virden for en bestémd sektion! Bevisa dettal
Aven under de forenklade antaganden, som hir gjorts betrdffande ledning-
ens form blir passningsberdkningarna relativt arbetssamma. De komma dérfor
cndast i undantagsfall till utforande, d& noggrannare resuldd Onskas. Sdsom
redon tidigare pipekats kan under vissa antaganden om ledningssektionens form
ckvationen (3.94) integreras. Flera sddana integrationcr finnas utforda under
olika antaganden om ledningssektionens form och om tilldtliga approximationer.

Till pd demma vég erhdllna uttryck hora bland andra Rihlmanns, Tolkmitts,

Schaffernaks, Bubenbeys formler for dédmnings- och s@nkningskurvor.Det skulle

fora for léngt att hir upptaga dessa mer eller mindre invecklade uttryck till
ndarmare behandling, Sdsom ett exempel pd en teoretiskierhdllen funktion for

berdkning av ddmningskurvor anfdres Tolkmitts formel

hn " h -
1= 7, i (f)-F(%——)J (3.108)

g

dar F‘(%;) symboliserar en funktion innehillande uttryck av naturliga logaritmen
och are tg med det variabla djupet x som oberoende variabel.

Formeln (3.108) har hirletts av Tolkmitt under férutsittning av att tvir-
snittet &r paraboliskt och att dagbredden kan approximativt sédttas = vdta om-
kretsen p. Mdnga naturliga vattendrag tendera att utforma ett parabelformat
tvarsnitt. Gravda kanaler med trapetsformat tvirsnitt kumna ocksd approximeras
till en parabel. Se figur 3.75% I formeln (3,108) ha de ingdende storheterna

~ de i detta kompendium

vedertagna betydelser-
na, Det &dr dock att ob-

servera, att hn betyder

det normala vattendjupet
i den till kanalen eller
vattendraget anpassade

parabeln, Parabeln an-

| passas sd, att dagbred-
den B (se figur 3.75%)
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blir densemma, medan djupet bestdmmes av villkoret, att parabelns yta skall
vara 1ika med den givna sektionens yta., For berdkning av hn erhdlles hirur

den 18ttt deducerade formeln

_ 3 b Zn(Bib) 3
hl’l = 2 QB = /;_B ()ollO)

dér En sr det normala vatbttendjupet i kanalen.
My att underlitta den praktiska anvindningen av Tolkmitts formel finnas
tabeller upprattade Sver funktionen F(-iw) . Tabell V i slutet av konpendiet

; .. . " n X p
dterger ctt antal sammanhorande virden joie! N och F(E-).

h,
For uppskattning av den prakbtiska hydrodyﬁﬂmiska déﬁningsvidden‘id anger
Tolkmitt formeln
. ho hn+uo
I A (3.109)

Ern tredje met:d att bestimma dimmingskurvor dr att approximera den dimda
vattonytan till en porabel (uppdédmningekurva enligt Poirée). Metoden dr enkel
och gor i mdnga fall forvanansvirt goda virden. Vi behandla metoden genom att

formulera och losa ett exempel,

Ex., 3.79. Vattenytan i en regelbunden kanal med bottenlutningen I1 (= tgwx)
uppddmmes 1 en punkt. Uppddmningens storlek &r U Hdrled ett uttryck for upp-
ddmingskurvans form under antagande av att den kon gpproximeras till ena gre.-
nen av on parabell Over uppdimningspunkten antages den uppdémda vattenytans
lutning bliva Io (= tgf ). Vid vppddmaingens ovre dnda antas den uppdimda vat-
tenytan tangera den odimda.

Ldsning: Vi antaga parabelng ekvation vara
: 2
¥y = a+bx+ex

med koordinatsystemevs origo forlagt i skirningen mollan den odémda vattenytan

och den dimmande scktionen, Se for Svrigt figur 3%.76!
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Vér uppgift &r att bestdmma konstanterna a, b och c, s& att de i problew
givna forutsitiningarns uppfyllas.
l, For x = 0 erh8lles y = u = a

2, Deriveras ekvationen erhdlles

varay fér x = 0 y' = I (enligt forutsdttningarna).
%, Bestdmning av tangeringspunkten med forutvarande vattenytan. Hédr gil-
1 S&ledes om Xy ir tangeringspunktens abscissa

I t2ex) = I (a)

ler y! = 1T

Ordinatorna skola dessutom vara lika fOor den didmda och odidmda ytans ekvation
(se fig.b). Alltsd

i e 2
I,%y = u I X, +ox, (b)
Elimincras ®) ur dessa ekvabioner erhdlles
2
¢ - (Il"IO)
4uo

Diamningskurvang ekvation approximerad till en parabel blir alltsd

| (1,-1)°
| v o= u L i — X | (3.111)

Uppdédmningens storlek u i en godtycklig punkt blir = differensen wmellan

den ddmda och odidmde vattenytans y-virden, Siledes

N2
(1)
u = u +(I ~I )X+-m?Lw~"X2
17 4u
o
eller 16“11 2
u = uo(1+~«éuo x) (3.112)

Uppdédmningens lingd erh8lles ur ekvationen (3,112), om u sdttes = O,

D& crhidlles

I0"11
X

2u
o)

0= 1+

eller

X = I _; (30113)

Specialfalls Om uppddmningskurvans lutning Sver uppdimningspunkten anta~

ges vara = 0 eller IO = 0, forenklas ovanstdende uttryck. Uppdamningskurvans
ckvation blir B

- u +iﬁ£m 2 1111

Jo=1, 4uOX: (3.1117)
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Uppdémningen blir T
1 2
u = uo(1-§gf°x) (3.1121)
Och slutligen blir ddmningsvidden
2n
x = ~«f-9~ (%.11%")
1

Anm,: Tédnkes ett horisontalplan lagt i den démda ytan vid sektionen o,
skir detta plan den odimda ytan i en punkt ovenfor O-sektionen. Avstlndet ih

£111l denna punkt kallas hydrostatiska ddmningsvidden. Av figuren 3,75 framgdr,

att avsténdet dr

O .
h - 'EE‘Z (5»114)

Jamfores detta virde med det ovan fir parabeln orhdlina (vid I_ = 0),

kunna vi formulera regeln: vid parabelapproximation (vertextangenﬁens lutm-

ning = 0) av uppddmningskurven #r den erhillna dimningsvidden = dubbla den

hydrogtatiska démningsvidden.

Vid passningsberdkningar av ddmningskurvans forlopp kan det ofta under-
latta rdkningarna, att forst gbra berdkningarna med nfgon av formlerna (3.108),

(3.,110) eller (3.110') och sedan medelst passning forbittra de funna virdena.

Ex, 3,80. En kanal med trapetsformat tviArsnitt ubtmynnar i en sjo. Vid
hogvatten démmes kanalens vattenyta upp av sjdns vattenyta. Uppddmningen &r
vid utlsppet i sjon 0,5 m. Kanalens dimensioner Zro: bottenbredden 0.5 m, slint-
lutningen 1:2, Bottenlutningen #r 1.5:1000., Vid likformig strémning dr vattenw
djupet i kanalen vid hogvatten 1,0 m, Konstanten C i Mannings frrmel kan sdttas
= 50, Berdkna enligt passningsmetoden vattendjupet och vattenytans héjdlage i
kanalen dver ett O-plan, som ligger i kanalens botten vid uwtloppet. Hojdliget
anges for 100 och 200 m} Skatta dven démningskurvans férlopp medelst en l&mp-
ligt approximerad parabell

Losning: ¥Foljande allminna formler behdvas (se dven figur 3,771). Slént-

lutning l:n

2 1
"""""" 5 D .
q = A<CeR,-I" (Mennings
fermel )
A = h(b+hen)
p = b+2h"\f 14n®
Y
Fig. 3.77 h = p
2
Vi+1 i -
Lh = =3 . AT (3.106)
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2, Ur uppgiften om vattendjupet berdknas q.

)

A = 1(0.5+2°1) = 2,505 p = 0.5+2 V1 = 4.972;

2 5

2.50%30°0,5028°+ 0,0015°

(@)

2.50 )
Ry = 7575 = 0:5028; a

= 0.755.873+0.6324 = 1.837 m)/s

No
|

b. Det dr limpligt att forst skatta med en parabel, vars vertextangent
dr = O, Parabelns ckvation blir (formel 3.,111'). Obsl origo i skirningen mel-

lan O-sc¢ktion och botten,

O,OOlS2 2
— % X

Med hjdlp av denna erhdlles 1ldtt foljande data

= LeH+

Avsténd x Bottens Vatten- Vattenytans
hojdisge dJjup hojdldge
0 0 1.500 1.500
100 0.150 1.361 1.511
200 0.300 1.245 1.545

¢, Passningsberikning av delstricka 1, 0-100,

AI = 1005 h = 1.500; Enligt b sdttes h, = 1.36. .
Saledes
hlyo = 1.433 Flso = 1.43(0.5+2°1.43) = 4,805
D) o= 0.5+2Y/2,045+8,180 = 0,5+2°3.21 = 6,92
9
~ 4.805 _ . oy o 2e831
W 0=T.00 = 0631 vy o= .55 =~ 0583
[
C, o= 30 V0,70 = 30°0.943 = 28,29
9
—D
I o= =P - 0 00025
? 29.3°°0.6943
Ahg = 0.025
1,0

Med hjdlp av detta virde kumma vi berdkna en ny parabelapproximation.
Vertextangentens lutning kumna vi sdtta till 0.025:100 = 0.,00025, Ekvationen
blir d& (formel 3.111)
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s
Yy = 1»5+o.00025;c+£h£%?£§L~Xz

Denna ekvation mdjliggbr nedanstiende Oversikt

Avstaind x Bottens Vatten~ Vattenytans
hojdlage djup hojdlage
0 0 1.500 1.500
100 0,150 1.383 1.533
200 0.300 1,281 1.581

d« Ny passningsberdkning av delstricka 1, 0-100.

Med h

S8ledes

= 1.500+0,025-0,150 = 1.375 m:liéé;ELLQQQ ,

1
6T = 1005 By = 1.5005 By = 1.375; by = 14438

Al o= 1.438(0.5+2°1.438) = 4.855;

H

1 /= 2 . 2" . L A4.855
P o 0.5¢2Y/To438° +4-T436° = 6.931; Ry 5= ¢55% = 0.7005

b o
Vl,o“ 7,655 = 0s37843 0190 = 30 ,0.,7005 = 28,29

S
4
I, o= 0'578 — = 0.000257; Ah, = 0.0257
Y 38.29°0.7005 1,2

Djupet blir 1.500+0.0257~0,1500 = 1.3757
Differensen 1,3757-1.3750 = 0,0007
Vidare pagssning sdledes ej nodvandig.

©. Passningsberdkning av delstrédcka 2, 100-200,

- » 1.28141.245
T - 1005 h, = 1.376; h, = +=88tle2dd 9 oes. y _ 1 300
A 30y = LOT63 by 2 35 M o= 1S
Ay o= 1.320(0.5+2°1.320) = 4.145
?
e ,145 i
P o = 0.5+2.640 VE= 6.4035 R = 242 _ 06475
_ P ~ . _ i ~ 1@83 _ .
Cp p = 30 V06475 = 300,903 = 27.909; v) 5 = $3IL - 0.4432
SNYEES
I 5= A = 0.000390; Ak, = 0,0390
TP 27491 206475 1,2

Djupet blir 1.5257+0,0390-0,3000 = 1.2647
Differensen mellan furmet och antaget djup blir
122647142630 = 0,0017 (1.7 mm)
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Vidare passning ej nddvindigl
De hdr for delstrickorna 0~100 och 100-200 genomfdrda berikningarna kunna
naturligtvis fortsdttas uppefter kanalen, stricka fdr stricka, tills den ddmda

vattenytan med tillricklig noggrannhet ansluter till den ursprungliga, odidmda

vattenytan (genomfires pd Svningarnal)

Ex. 3.8l, Ber@kna de 1 exempel 3,80 sCkta dimningarma med hjédlp av
Tolkmitts formel (3.108)1

Losnings Formeln lyder

— hn [
] =2
Iy

- h -
0 X
F(3)- B (5)
) n n.l
Det mot parabelformat tvirsnitt svarande normala djupet hn beriknas

C 3e1e(4,5+0.5)  3e5 1
n” 44,5 = Ted.E T T.p = 0833

h
Givna virden insittas i formeln. Siledes

5 04833 [ ,1.500 £\
= 50015 P EiEs) T (5Es)

2, 100 m fran didmningen

Q) = P(1.80) - F (=)

i

0.833 0,833
X .
F(O.837) = 1.740~ 0,180 = 1,560
X -
0.855 = 1964; X = 1;j7

b. 200 m frin dimningen

0,30 _ .
N P(1.80) -7 (

X
57853
F(5f§§€) = 1.740-0.360 = 1,380

X
m’g = 1.491; X = 1025

Svar: Diammingarna bliva u, = 1,37-1,00 = 0,37 m och
u, = 125 = 1L.00 = 0,25 m
De olika resultat, som fromkommit vid genomrikning av exempel 3.79 medelst

passningsberdkningar och medelst olika teoretiske formler, ha sammanstdllts i

tabell 7 »
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Fig. 3.78

Om t.ex. vattenytan i sjon péd figur (3.78 c) skulle sinkas djupare dn
vad som svarar mot den undre streckade linjen, skulle detta icke ytterliga-
re paverka sinkningskurvans forlopp. Istédllet skulle ett fall utbilda sig i
scktionen 0. Derivatan g§ dr d& = —~eo i Overensstidmmelse med vad som tidi-
gore pavisats. I motsats till vad fallet dr vid ddmning, ddr den maximala
ddamhojden kan anses teoretiskt obegrinsad, séd #dr den mdjliga sénkningen be-

grénsad till vidrden Over hn—hc. Detta innebdr ocksd att den maximala sink-

ningsvidden inax9 deves. avstdndet fran sektionen O till den sektion, ddr dam-

ningen endast utgdr 1 % av hn’ ar begrinsad., Tolkmitt anger hirfor formeln

<
max

o

(3.116)

o

1

nir vattendraget kan anses ha paraboliskt tvarsnitt (eller kumma approximeras
till ett sddant).
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Losning: Tolkmitts formel for uppskattning av lmax lyder

1 _30m
max 4 I1
Saledes
T b o 160 1 1.500 och
max . 4 0,005 ’ MEX
2 Oo)
1 = 15000
X5, 05

Svar: De sokta sénkningsvidderna blir 150 m, 1,5 km och 1.5 mil.

Ex, 3.84. Bevisa att formeln

POk

- bVg b (1)

dr identiskt lika med formeln

N

2 s
g = s __ﬂ,b\/Zg . hl (2)
3V/3
om e = 1 och de ingéende storheterna ha de i kompendiet och av figuren 3.79

givna betydelserna.

Losning: Av figuren framgdr att

h) = h_+h (a)

= .:.y"’;‘s\’L s e sgge e Vidare dr enligt ekvation
- T "'i
. :#T\ Gh s s (3.97) och i avd. 44 gjorda
;% P \\\ utredningar
- Y h, = 2h (b)
SIS 710 L TNy .
%7 = eller hc
7 h =5 och
2y
7z 2
TIA =g, (c)

Fig. 379
Vi infora detta uttryck pa hl i den andra av de givna formlerna, S&le-

des (p = 11)

NN
mlw

3‘/31)\/’2 \/g (—) h

3
-yl wg:h2=bvah

Q polkw

/27

Genom denna substitution har slledes ekvationen (2) givits identiskt sam-

mo form som ekvation (1). V.S.B.
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