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rEN AGRONOMISKA HYDROTEKNIKENS OMF.:'\...rr!~~p':~ _OCH INDELNING • 

.11.~onomisk hydrotelmik kan definieras sem läran_ .. o?:._Jl<:ermarkens va~tenhus­

hållni~och metoderna för dess reglering till _J~~<l:b.~e.ts ga~. Den agronomis­

ka hydrotekniken har i vidaste mening till uppgift att bidraga till utforskan­

det av den miljö 9 vari våra kulturväxters rötter leva, och att utifrån den 

härigenom vunna kunskapen reglera densamma. Härav följer att ämnet behöver 

utnyttja och göra tillämpbart erfarenheter från många av natu~etenskapens 

d~mäner. Dess egen grundläggande forskning tillhör f~amför allt ämnena markfysik 

ooh hydrologi. Den agronomiska hydrotekniken har häl~id i kanske högre grad 

än andra närliggande delar av jordbruksvetenskapen att beakta alTens och grun­

dens egenskaper. 

En djupare förståelse av markens och växternas vattenhushållning kan en­

dast erhållas i den mån som resultaten utnyttjas från de områden av växtfysio­

logien och ekologien, vilka syssla med kulturväxternas rotsystem, vattenuppta­

gande och vattenavgivande. Vid de tekniska ingreppen är det viktigt, att de in­

om dessa områden framkomna resultaten beaktas. 

De allmännaste och viktigaste satserna ur ~~_~~~kaniken bilda underlaget 

för den telmiska delen. I vissa sammanhang äro dessa även av grundläggande be­

tydelse vid studiet av vattnets rörelse och fastläggning i marken. på detta äm­

ne ooh de ovan nämnda har den tillämpade agrono~_is~~_pY~F~telmiken att grunda 

sina ingrepp och regleringar. 

Såsom en relativt fristående men icke därför mindre betydelsefull del står 

dct sooialt-rättsliga frågekomplex, som sammanhänger med ämnet och som finnes 

sammanfattat i den §venska vattenlagen. I detta sammanhang spela begreppen kost­

nad och båtnad en betydelsefull roll ~ då de sta tliba stödåtgärderna utformats 

med hänsyn till förhållandet mellan den beräknade nyttan av och kostnaden vid 

företagets genomförande. När f l era intressenter ingå i företaget fördelas kost­

naden efter vunnen båtnad. 

Det är här ej nödvändigt att ~tanna vid den närmare definitionen på och 

innebörden av ovan angivna vetenskaper. Såsom samlande mål och gemensam rikt­

punkt för undervisning och forskning inom ämnet agronomisk hydroteknik bör stå 

en oavlåtlig strävan efter att vidga vår kunskap omå!~~rmarken såsom vattenmaga­

.~i:r::._C?c_~ __ livsmilj ö för kulturväxternas rötter. Endast i den mån, som denna vår 

l<:Ullskap växer~ ökas ocl<:så våra möjligheter till förnuftiga och planmässiga in­

gripanden i markens och växternas vattenhushållning. 

För det ovan i korthet definierade och betydelsefulla området av jordbruks-
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vetenskapen infördes i mitten av 1930-talet av ämnesområdets förste företrädare 

vid Lantbrukshögskola~ 9 professor H. Flodkvist, namnet ~gronomisk hydroteknik. 

Härvid frångicks den tidigare från tyskan stammande termen kulturteknik. Genom 

den nya namngi'rningen undTeks den oklarhet och mångtydighet, som den gamla be­

nämningen innebar, samtidigt som ämnets omfattning och centrala innehåll pre­

ciserades. 

Denna presentation av ämnet agronomisk hydrotelmik visar, att detsamma 

lämpligen indelas i tvenne huvudområden~ A. grundli=i:G:.gande eller naturveten­

skaplig del och B. tillämpad eller praktisk del. Dessa huvudområden kunna se­

dan bli föremål för en mer eller mindre långt gående uppdelning idelområden. 

Ämnets grundläggande del uppdelas lämpligen i I 8~~~e~tär hydromekanik och 

~~~clogi; markprofilens vattenhushållning. Omfattningen av och innehål­

let i dessa båda discipliner framgår av den i respektive delar givna innehålls­

förteckningen. Den vidare uppdelningen och systematiseringen av ämnets till­

lämpade del genomföres i annat sammanhang . 
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L Inledning. 

ll~ Några definitioner. 

!1ydromekanik är_ läran om vätskors jämvikt o~~ .r.ör_eJ_f?.~' Den moderna hydro­

mekaniken är i hög grad baserad på en kombination av experi ment och matematisk 

analys . En allmän strävan är att med hjälp av dimensionsanalys (se längre 

fram l), dynamisk likformighet o.s.v. försölm ge utförda experiment ökad bärvidd 

m.a. ord att slå en brygga mellan den experimentellt och praktiskt inställda 

hydrauliken och den klassiska hydrodynamiken, som utgör en gren av den mat ema­

tisko. fysiken . 

Hydromekaniken indelas i hydrostatik och hyd~05~n~~~k. Hydrostatik är 

läran om vätskors jämvikt. Det är en exakt vetenskap, vars l agar kunna härledas 

rent matematiskt utan anknytning till omfattande experiment. Hydrodynamik är 

läran om vätskors rörelse. Denna kan i sin tur indelas i kinematik el l er geo­

metrisk rörelselära samt kinetik. I kinematiken undersökes och beskrives rörel­

sens geometri, d.v.s. huru kroppar i detta fall vätskor röra sig. I kinetiken 

studeras rörelsens ~rsaker och omvänt denav dem betingade rörelsen. F~ån den 

a llmänna mekaniken erinras om att härvid de hypotetiska begreppen kraft 9 tr~­

?~~ och materiell punkt äro av fundamental betydclseo Hydrostatiken b etraktas 

ofta som en underavdelning av kinetiken. I hydrostatiken äro de accelererande 

kro.fternas summa noll. 

Våra studier i hydromekanik avse att l. ge allmäL träning i deduktivt­

mat emo.t iskt tänkande .ch metodik 7 2 . bilda underlaget fär de dimensioneringar 

och beräkningar 9 som behöva göras i den praktiska delen och l. ge vissa grund­

begrepp behövliga för studiet av hydrologi en. 

J2. Vätskors ~ekaniska egenskaper. 

Hydremeko.niken har fått sitt namn av det grekiska ordet för vatten (hyd~r). 

Hydromeko.niken ho.r också sin största användning på vatten och ur agronomisk­

hydrot eknisk synPUW(t är det den enda vätska som intresserar oss. Vi komma lik­

väl att försöka göra våra härledningo.r och diskussioner med hänsyn till ett mera 

allmänt vätskebegrepp, då detta tillvägagångssätt ölm::c användbarheten av de här­

ledda satserno. so.mt vidgo.r förståelsen för den strävo.n till generalitet, som ut­

märker vetenskapen i o.llmänhet. 

En vätska kan karakteriseras ur i huvudsak tvew1e olika synpunkter: 

.1~_ .E101elsYlarteoretiskt, d. v.s. genom o. tt o.nge vätsko.ns molekyl byggnad 9 mole-
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kylernas rymdkonfiguration, uppträdande, inter- och intramolekylära lcrafter 

etc. och ~ utifrån ett studium av vätskans mekan~.s.l~a __ ~ELenskaper såsom seghet 

eller viskositet, sammantryckbarhet, el ast i citet m.m. Den första synpunkten 

skall närmare belysas i inledningen till hydrologien, då vattnets förhållande 

i jorden i hög grad måste bes tämmas av dess mo l ekylära byggnad. För hydromeka­

niken är den senare synpunkten den viktigare. 

En vätska kan definieras såsom en mat eriell, kontinuerligt sammanhängande 

kropp, som - i motsats till en f ast kropp - är kälmeteclmad av delarnas 

lättrörlighet i förhållande till varandra. Det t a innebär; ~tt en vätska bjuder 

endas t ringa motstånd vid formförändringar. En vätska salmar bestämd form men 

har i regel bestämd volym. Formen rättar sig efter begränsningen av de t kärl, 

vo.ri vätskan befinner sig. 

r stort sett överenss tämmQnde med ovan givna al lmänna definition av be­

greppet vätska är denna; en vätska är en kropP. s_l?.~ .i. statisk j ämvikt icke 

_~~~upptaga någon skjuvspänning. r en vätska utjämnas a lla t angentialkrafter, 

likgil tigt huru små do än äro 9 förutsatt att vätskan tillåtes komma i jämvikt. 

Delma egenslmp särskilj er de två tillståndsformerna .fas~. och flytande . 

Figur 1.01 v i sar en schematisk bild av t venne metallstavar förenade medelst 

/.­
. I 

'--r -~ .. _-..:_ .. __ . _ .. - ' ._ -.~. ~ 

,/-- .', .. 

. , u .. • ___ • • ___ ..... ,\~· .. --' ··. _ ... __ ..:.. ___ ~.--._-------~-_. _ _ •• ------~-• • - ..... ------ - --.-- ••• 

Fig. 1.01 

ett nitförband a. 

Krafterna Fl och F2 
sträva att föra sta­

varna isär medelst en 

parallellförskjutning • 

Vid jämvikt balanseras 

don i nit en härigenom uppväckta skärspänningen av i niten exi s t er ande molekylära 

lcraft er , kohesionskrafter. Tänka vi oss ni t en ersatt med en vätska 9 så skulle 

även en infinitesimal kraft fö r orsaka en kontinuerlig rörelse. 

r vila kunm således vätskor icke upptaga några skjuvspänningar (givetvis 

ej heller dragspänningar). När olika vätskeskikt befilina sig i r el a t iv r ör else, 

har det emellertid visat Sig, at t t angentiella lcrafter upp träda i gränsy torna. 

Dessa förorsaka energi förlust8r vid vätskornas s trömning. r analogi med den vid 

fasta kroppars rörel se uppträdande friktionen kal l as denna föret eel se vätskors 

inr.e_J.!,iktion eller viskos itet. Den kommer att mera ingående behandlas längre 

fram. En vätska, var s inre friktion är så stor, att den e j kan försUIIlIIlfl,s , kal­

las sgji ell er viskös. 

Ofta betraktas gaserna såsom en underavdelning nv vätskorna . Man talar då 

om vätskor i egentlig mening och om gaser. De egentliga vätskorna skilja sig 

från gaserna bl.a. däri, att de förra ha bestämd volym, de senare sakna bestämd 

vol ym, en vätska kan ha en f ri yta, t.ex. ytan aven sjö, gaserna däremot fylla 

hela det rwn, i vil ket de befinna sig o.s .v. r fortsättningen ha vi ingen anl ed-



-3-

ning att närrnaro syssolsätto' oss med gaGer, men det kcon vara intresGont att 

bär pålloka, Gott Gamma lagar gälla för gasers som för vätskors rörolse UllP till 

hastigheter på Cg 170 m/s (;::~:·600 km/h). 

Medan gasorna äro i hög grad sammantryckbara? komllrGssibla, kunrJ.8., vätskor­

no, vid de flGsta praktiska llroblom betraktas såsom osammontryckbarn. Så äl" t ,ex. 

o f I 2, l "lm' O 05 °lf ~ fö:r v;:"tten nv O C volymminskningen' ör yarjo kIl; cm 'sryc (Q . lng. 00 av 

don UrSllI''lmgligo' volymen. Vid stigando temperatur blir sammantryckbarheten ännu 

mindro. Borttages en tryckölming på en vätska återto'r den ful1ständigt sin U:>:'­

sprungljgavolym 9 d.v.s. dess _elasticitet är fulJ}so!n,l.iH. Som en följd av deGsa 

ogonskaIJeT 1mn en vätskas specifika vikt betraktas såsom konstant. 

Matematiskt dGfinioras samband.ot mollan en tryckölming och motsvarande 

volymminslming hos en vätsl\:a av ekvationen 

d,~ll" dll 

dV 

V 

k 

dV 
dp == - kV 

tryckökning (i kp/ cm
2

) 

vo lymminslming (l 9 m3) 

totO,l ursprunglig volym 

sammcmtryckbarhc-csmodul 

])'ör vatten är k =, 21000 kp/ cm
2 

• 

121. Den idenln vätskan. --_ .. __ ._----

(1.01) 

Inom don allmänna molmnikcn sllelar bogreppot i3:~_e)_J~.0.2P.. en viktig roll. 

Denna idonlisering av verkliga kroppar möjliggör i månGa foll en större enkel­

het i don matematiska behandlingen av rörelse·- och jämviktsproblem~ Bortse vi 

från de verkliga, vätskornas inre friktion och sammantryckbarhet erhålla vi inom 

hydromekaniken ett motsvara,nd" begJ.'epp den 2-,deel}:.:'c . vä t..§ls''':l:.n. Många av hydr::,dyna,­

mikons klassiska, matematiska undersölmingar gjordes på denM tänkta, idGella, 

vätska. 

Trots a,tt d.et i många fa,ll visa,t sig svårt att l)ringa de erhållna ekva,tio·· 

norna till övenmsstärrm181se med experimentella reaul tat, ha likräl värdefulla, 

a,llmänna resultcct erhållits. I många fall kan en mcttcmatisk a,nalys vara en eko­

nomisk och värdefull metod för uppHwl<:ondet och förstL\clsen av "certain trends" 9 

vilka icke så lätt fra,mträda vid ett rent empiriskt stud.ium. 

J.t. Dimensioner och ellf1~ter. 

För att i möjligaste mån undanröja den oJdccrhet 9 som uppträdande'! :::tv olika 

enhets,system förorsaka:r 9 skall här i knrth8t det i detta, kompendium ::;,nvända en-­

hotssystemet diskuteras. Någon utförligar~' behandling är ej möj Hg att ge 9 u'ca,n 
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len intresserade hänvisas för ett mera ingående studium till gängse läro- och 

uppslo,gsböcker (s e även längre fram~). Vid lösandet av problem är det alltid 

bäst o.t t konsekvent räkno, under nnvändandet av ett sys tern och att omvandla 

givna data till detta, omsåbehövs. Önskas svaret givet i en mera speciell 

form, kan en reduktion sedan företagas. Vid användandet av engelsk och ameri­

kansk litter atur med där ofta uppträdande från våra avviknnde enheter eller 

sorte~, är säkerhet i omräla1ingar från den ena enheten till den andra nödvändig • 

. ~J)~ Ac:.cel erationslagen . 

Grundläggande f ör mekanikens enheter är Newtons 2 . lag? accelerationslagen. 

:Dmma lY'.:8 r~ acceJ.eratj.onen är proportionell mo_i.._~e?- YOF.Pmde kraften och rik­

_~0~:-lJ:i.P-:f,'S den r äto, l i nl e i vilken kraften verkar. 

:Denna lag ha r närmare studerats i fysiken. Vi repetera här endast för sam­

mo,nhangets skull dess innehåll. Befinner sig en materiell punkt i vila? eller 

rör den sig i en rätlinjig bana med likformig hastighet 9 kunna vi därav draga 

don s lutsatsen ? att antingen verkar på densamm~ inga lcrc,fter eller också hålla 

de varo.ndra i j ämvikt. Är rörelsen föränderlig , vo,r e s ig förändringen avser 

hastighetens storlek eller riktning j måstesnlcraft ellor ett system av kraft er, 

vilka sonare kunna ersättas med en resulterande kraft, verka på punkten ifråga. 

Verkar kraften i tangentens riktning, får man en .~~p:~o.n_tialacceleration9 d.v.s. 

hastigheten i bano,n kommer att öka eller minska; verkar däremot lcraften i nor­

malens riktning, ger den upphov till en normalacc~~~F~~j~~9 d.v.s. en föränd­

ring i punktens rörelseriktning . 

Enligt _'?}lJ?e.rE?si~ion.l3l_a~.Il är dessutom kraftens verkan oberoende av om 

andra lcrafter samtidigt angripa pun.1den samt av dem materiella punktens förut­

varande rörel seti: l ståndo 

Matematiskt kan k.gen foymuleras 

F = c'm'a 

där F den verkande ~aft en (vektorstorhet ) 

c en kons tant , vars lTJJlleriska värde beror av de valda enheterna 

m en skalär storhet 9 kroppens massa 

a accelerationen (vektorstorhet). 

13_2 __ ~_Må: -:;tel1:0-.2.!e~~t_m§.j;_~tal . .L. dimen_~_i..<2!1:1?fgrml-_er. 

Fysikaliska storhet er angivas kvart i tativt genom att deras storlek i för­

hå llande till en bestämd storhet av samma s l ag bestämmes. :Den senare storheten 

kallas då !n.jl~_!~I1:h8t eller kort och got t enhet . :Det o.nt al gånger den valda enhe­

ten innehålles i den uprmätta s t orheten kallas storhetens mäteta1 9 således 



Mätetal 
storhet 

EDb.et 

Storheten l',an alltså sägas vara produkton av mätetal och en..htet. 

En okvation, som definierar den valda enheten mcct hjälp av andra enklare 

onhotor lmllas enhetseknltion. 'r .ex. (h "" tinmw) 

lkm 
h 

l 1® 
l h 

(1.02) 

En ekvation, som endast anger ett samband. mollarl fysikaliska storheter 9 

kanas .st.2.E.hetsekvat~~. 'I'. ex. 

l 
v "'t' (1.03) 

I derma Gkva tian är ingenting utsagt om de enheter 9 i vilka v, l och t skola 

mätas. 

Divideras storhctsokvationens båda :membra med oIlhetsekv'ationens motsvaran­

do membra 9 erhålles en storhe~nhetsekvation. T.ex. 

(1.,04) 

Med hjälp av dessa l,"kvationer kunna omvondlingar lätt göras. Antag t.ex. 

att l mätes i lan och t i timmar (h) m8n att v önskacJ angiven i cm/s, huru lyder 

då storhets-enhets ekvationen? 

Enhetsekvationen blir 

/ 
100 000 CIll 

lkmh=- 3600~-

ellor 

cm/s 

Följaktligen 

Kvali tativt 8J.1.ger man en storhc-)t genom dess dimonsion i form aven dimen­

sionsformel , varvid man brulmr utgå från visSL;' mer aller mindre godtyckligt 

vo,lda .:fundamentaldimonsioner? ·Lex. längd, tid och y,:.:raf't eller längd 9 tid ooh 

masso'. ~n enh~.nsion är pro~den av :fundallle!l:t.~l.<:;:np.eternas potenser. Hä:r­

vid betecknas mass2J.l med M, längden med 1:. och tidon med T. 

I detta arbete definieras grundenhe"terna eller fundamentalenheterna (dimen­

sionorna) sålunda~ 

Enheten för längd 9 l m ••••• längden vid OOC av d.en internationella 

prototypen för metern. 

Enheten för Il!.~sE-....L.:l kilogTaIl!. ••••• maSS11n ~'_v den internationolla 

prototypen för kilogrammet. 
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Enheten för tid? l sekund 0.0.9 84~00 nv ett medoIsoldygn. 

Nred hjälp cw dest"la grl1ndenheter och Newtons lng definieras enheten för 

YJnft ~ 

}?nheten f~!'So'ft j l k:iJ.s?.gramlzro'ft (l~Bi} .ql),o.l".._l_kilopoESiJ18?l ••• 

••• den kro'ft 9 som åt mO,ssO,n l kg ger en acceleration av 
2 

go = 9.80665 m/s • 

Kro'ftekva tionE:::n får formen 

(1.05) 

Vid prO,ktiska beräkningar kan g i o'llmänhet avrundo'o till värdet 9.81. 
o 

Enligt svensk lag är mO,ssa = vikt. En kropps vikt får ej förblandns med 

dess :1!..;z;ngS9 som är utt mått på den kraft 9 vnrmed jordon attrahero'r kroppen. 

på on ort 9 där tyngdkraftens accelero'tion är f!1 blir tyngden Q o,v en kropp med 

mO,ssm m tydligen enligt (LOS). 

I do flesto' fnll? då noggro'nnheten ej behöver VQra fJtörre än några promille 9 

kO,n faktorn fL sät-Gns =c L Vi lrunno' då sägo' 1 att .<?2l. ].zEOPP9 vars !!lasso, är m kg 
go 

.11~r_t;yp:€;den m kE. 

Bland övrigrol system erinro's om ..9-g-s-syst~:rg~J. 9 där kraftekvationen har den 

enklo' formen F == m·a. VidO,re 8rinrO,s om G-i!)r.[!;L3YJ3_tePl:.()J:.~ där lcro'ftenheten är 

don krO,ft, som åt JIlD,ssan 1 kg ger en accel:;;at~~v l m/s
2

• KraftGkvO,tionen 

hO,r även här formen F = m.a, KrO,ftonheten kal1o's .1.Jtoyct~oE och betecknas med ~. 

Av ovanstående erhålles lätt 

1. 
1n =: 9.81 kp 

och aUtså lnf.,00.1 kp eller ln?",tyngden o,v l hg, 

Med hjälp o,v dossa grundonhoter och defini tionsekvo'tioner eller fysikaliska 

so'mbc.md härledas sedo'n övrigo' enheter. 

r~x. 1.01. Vilken dimcmsion har o'ccolerationen? 

,:Lös.:l=L1}f2~ AocelerQtionen definiero'S nv ekvationen 

dv a =: --
dt 

Dimensionsekvationon för accelerationen blir då (kantig parontes markerar di­

mension) 
1 
T 

- T 



~E~-.1.0~_. Härled dimensionsuttr;yc1{:et för energi~ 

;LC"SsniI11i: :Energi är allt, som 1ean omvandlas tUl arbete. Arbete Tf{ de-

finieras av ek:vationen 

w ~.I (~och I vektorer) 

Härav 8rhålles 

[~hbete] 2 -'2 
M-L' _2' .-L . 
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TL'obell l innehåller en sammanställning av någr~l viktigare mekaniska 

storheters betE:;ckningar och dirrwnsionsformler. 

Tabell l. Några viktigare ~~al~~s~a 

storheters beteckningar och dimensionsformlor. ,------ --~--_." .. -- -... -----'---------, 
I'i;nensions~ I Vanligt.:;;n använd enhet sterhet 

f0rmel I 
!'._--- , _______ ~_---":~-........)._-_-----l. '.'-" ........ _. __ . 

i Geometriska 
!-~--~ .. -----

iT,ängd , 
'Yta 9 Clrea 
I 
!Volym 
i 

'Höjd, förlusthöjd , 
11~~e@.atiska 
i 
:'rid 

Varv pr minut 

'Hastighet 

Vinkelhastighet 

Acceleration 

Tyngdkr e acc. 

Vinkelaoc. 

Kinemat isk visk. 

B'löde,. 'rätskeföring 

. ).Y.:n.:..'":~ i. s 1<fJ, 

Kraft 

yts:pänning 

'1' iith e t 9 sp. vikt 

Spoc. tyngd 

Viskositet 

'1'ryoJs: 

1 MeteT 9 m 

L
2 

'l' t 2 KV~'CQTo.:cme eT, m 

3 3 I, Kubikmeter, m 

L Meter, m 

T 
-l 

T 

LOT- l 

T-l 

-2 I, 'T 

Sekund 9 s 9 t imnJ.a 9 h 

Vm::v pr minut, r.p.m. 

Meter pr sek. m/s 

Radianer pr sekund 

Meter pr 2 I 2 sekund 9 m s 
l' '1,.-2 Tt " " 

2 
9 (9.81 m/s) 

'I,- 2 

1 2 ''11-
1 

1,3 "1'-1 

M 

Rs.d.ianer pr 
2 

Stok 9 cm /s 
3 3 

m/s? om Is 

sekund 
2 

O.s.v • 

x) Obs t :B'ör att i formler och vid beräkningar kunna skilja bokstaven 1 från 

1 9 när 1 står ensamt ooh 'betecknar längd 9 användes be!.8ckni:qgen.I för 

.. ~ä~ngd;. 
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Längre fram lwmm8, vi c},tt i. E~tt fjiin,kilt 8,v::mitt s-cuder:1 den hjälp för lö­

sc~ndec av mekaniska problem) som dimensionsbecroJdelscr kunna ge. ]Jon här giv·­

na :fl'amställningen har avsett !J.tt aktualisera visso, begrePIJ? och vi. konuna att 

:L fortsättningen utnyttja denna genomgång vid behov, 

Det kan vara värt att observerä 9 att (j' enligt det föregående 'blir nume­

riskt ,= och s C == ~ 'J ~(!). Dimc)Ylsinnen är dock som synes en annan, och 

vj.d många härled.ningaf och diElkussioner är det nödviindigt att hålla dG båda 

begreppen isär. I det telmiska systemet ~i.r ,'1 oa 9.81 ggr större än '; (se t.ex. 

J.Jundbergz JJärobok i bydromelGJ,nild) • 
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~ • _Hyrir$s t~ tik. 

Hydrostatiken har redan definieruts såsom läI'cn om väti3kl"rs jämvikt. Den 

är såsom vetenskgp mycket gammal. Dess grundsatc-ler formulerades redan undor 

antiken. Att en vä"tskc:.cbE)finner sig j jämvikt ~ imlObär ("tt ingn relativa för­

skjutningar av vätskecJlementen förekomma. Detta bc"byder också, att inga sJ\:juv­

lr.Taftur existera i vätskan. Det l\:ärl) i vilkt3t v~_tskan be;finner sig, kan där­

emot deltaga i olika slag av rörelse. Vätskans jämviktsförhållanden studeras 

då med avseende på ett med kfirlet fast förbundet koorelina tsystem • 

. ?J.....!...J30g:reppet vätsketryck. 

En vätska kan betraktas såsom bestående aven seor mängd partiklar eller 

element i kentakt med varandra. J<'igur> 2.01 visar en sådan partikol inuti en 

vätsl-ca 9 som befinner sig i vila rela t iv-t ett mEJd vätskans begränsning fast för­

bundet koordinatsystem. 1'0. krafter 9 som hålla detta element i jämvikt) äro 

\ 

Fig. 2.01 

nermalkraft_o.:t: f:cån omgivande element samt 

:på elementet verkande Jlass1g'after (krafter 

proportionella mot olementots llk'1SSa såsom 

tyngdkraft, contripetalkrafter etc.). En­

ligt Newtons 3. la,g mås te dessa krafter 

naturligtvis sva:ca mot i elementet existe­

rande spärmingo'l'. På figuren ha dessa kraf-

ter streckats. Jämför för övrigt aktiva och 

passiva kr'Qftorl 

Om DU dA beteclmar et t y tel ement kring 

en godtycklig pmlld B och dP den på y tele-

montct verkande normalkraften, så utgör kvoten 

el]' 
P "" (2 01) dA -. 

det på ytelementet verkande vätsketrycket p i punkten J3. p kallar:) ibland s:eecA-

.Li.-!"~_ .t!X.,.9ket till skillnad mot totala trycldao.ften på en yta. Vanligtvis kallas 

Il dock enbart !EY..2ket. lord kan såh)des trycket. dO..:t:.~n.i_cras såsom trycklaaften 

Jl~;_~: __ ;z,tep.!Le-.t. Det angGs oftast i 19.?/cm
2 

(kgjCJ:t
2

) eller' .~~t~~osfärer. Här skiljer 

man mellan fysikalisk atmosfär", l a tm =o l.0333kp/ cm
2 

och teknisk atmosfär == 
2 

l at == l kr;>} cm • 

Om trycket övc"r E,n störrE:) yta A kan anSE:)S konstant 0= p, km tydligen totalD. 

trycldaaften omedelbart erhållas ur okv. 2.0l genom intogTa tion. Således 
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och 

(2.02) 

.?)l:.~_J:r:ycke~s c,EeJ.'oende av riktnin~o 

Vi skola nu bewiEJ8, följande sats~ ::L vo,rje pU221~:t. _~n_uh en vätska i relatiT 

.:Y~.~lo, __ i:!::E. storleken av trycket oberoende av dEm. bet.:r:.8:1~tp:.~~. riktningen. 

J~åt pcmkten B vara o:rigo i ett rätvinkligt koordiYJHtsystem enligt figur 

2.02 och låt den oändligt lilla tetraedern BCDE: reprosentera ett vätskoel"ment ~ 

som o,vskär sträcko:rna cl:x: 9 dy och dz på koordinataxl<1rna. p ,p och p beteck-x y z 
no, trycken i respektive axelriktningar och p trycJi:.et mot den sneda t etraeder-

ytan CDE. 

Tryckkrafternas storlek mot begränsningsytornc;, framgår av figuren. ]'örutom 

J 1<:' 

}ilig. 2.02 

o,ngripes vätskeelemen-

tot äVen av mo,sslcrafter 

t ,ex. tyngdkraften. Un-

der det att tryckkro,f­

terno, äro Jlroportionel­

la mot do ytor de an-

gr1po" äro masskr[1fter­

na propor"tion81lo, mot 

olementets volym. Tet­

raedery"torna äro små 

av 2;dra ~rdningen1 me­

do,n volymon blir liten 

av 3: dj o ordn.ingon. En­

ligt differontiallmlky-

len kUnn!l därför mass-

krafterna försummas vid cl:x:, dy och dz ._,. O. TryckJ.croXterna lTI!~ste därför vid jäm­

vikt gC) resultaten = O i samtliga au;lr1k"tningar. 

])e vinklar, som normalen t11l ytan eDE =, dA bildo"r ml;d koordinataxlarna 

:x:? Y och z 9 beteclmo, vid med . och 'l' Gen.m ett studium <1V vinlcelförhållande.-

na i figuren erhålla vi följande projektionsokvationcr 

dydz 
2 

dA eos (I, 

dA cos 

(n) 

(b) 

(c) 

Jämviktsv:i.llkoron för de på tetraodorytorn::.c ,cngripande kraftiJrna ge d8ss­

utom olcyatione:rno. (d) 9 (0) och (r) 



p:iA eos ( o 

pM eos /~ o (El ) 

o (f) 

Kombineras dcsszc båda ckvO,tionssys"tmll, erhålles 

Så18des~ tryeket i en_g'odtyckligpmJkt :~!lUti en.~1i~ska är ljJm i alla 

E~l<::.t_~:hg_gar::. I cm annan punkt Bl uv vätskDXl råder i [~llmän:tH)t ett annat tryck 

:Pl? s om dock äY€m är oboroende av I'ildn:i.ngon. Vr:.i tskGtrycket ändrar f3 ig såled.es 

cmdaG-G med .rten 9 är en ren ertsf\mktion ellu:r .:e...C:PE~..:.~n~;!E;.Nlatematiskt kan 

detto, symboliskt uttryehls mod ekvatillnen 

Dc ovan härledd,:, satsernil gälla ävon för vätskeoloment i omedelbilr berö-­

ring med en filst kropp, t. ex • kärlväggem • Tryek-.;t är sålunda obfJI'4/end8 ilV viig­

gems lutning oeh är alltid riktad vinkelrätt mot väggen. 

SatSt3Yl orn tryok:ots oberoende [lV' riktnin.gon. g~illor fÖ.T' ideel1o, -vEitskor så-

väl i vila som i rörelf..::e. För viskösa vätskor gäLLer donsamm,:. endo.,<3t 9 om ingg 

f ormförändringar u ppträdil 9 ty endas t i sådc\,Dg fall f örclVinna tungen tiillkrilft er-

D.c!" il 

_?I?~. Nivåytor. 

Vi hD, OV8Jl fUilll.it? att trycl\:ct i on vätsl([t är en kontinuerlig funktion av 

nrtskoordinaterna x, y oeh z eller 

p == f(X 9Y9 Z) (2.03) 

Om i de:rm.il ekviltion p sättos '" PI' erhålles 

Pf" f(x 1y,z) 

vilket geomutriskt botyder cm yta fysikaliskt ],j'll'!::JderiGerad av att på denGamma 

överallt råder Gamma tryck P1. I<;n sådan yta kallaf) en pivåyta ol1er 5L~­

:~t~~~Lto;x) • 
Om differen~3en i tryek..<:e,p 1f)ellml. olika närligg::mdc n:tYåytor all tid är den-

8f.\Jllllla 9 kommer avståndet ,6..n mellan nivåyterna ,-;,tt vara omvänt proportionell t mot 

tryekfal1et eLler tryekgradienten ~. 
/\n 

x) Vid närmare be-trilkiilnde och av 'rad som ovc~n se,g·ts framgår, att en nlva-. 
yta :i.. varje punkt är vinkelrät mot dc i punkten uppträdande masskrafter-
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Vi skola nu härleda de allmäml.a villkoren för att ett vätskeelement skr111 

befinna sig i relativ jämvikt 9 d.v.s. villkoron för att inga förskjutningar mel-
I 

lan de olika vätt3keelementen skola uppstå. Dessa cl,llmänna ,jämviktsvillkor upp-

ställd8s i mi Hem :~v l700-talet, för första gången av dem store schweiziske ma­

teme,tikern Leonhard Eulel~ (1707-1783) o 

Vi. betrakta i en homog8n vätska med täthet,m ~ ett prismo,tiskt element med 

kc'"ntlängderml dx 9 dy och dz. Trycket i punkt8n (x 9 y, z) är p. re längs de po­

sitiva axolriktningarna verksamma masskrafterna boteclmas med X, Y och Z. Yi 

uppställa järrrviktsvillkoret längs x-axeln. Den åt högcr riktade t ry c kl\: ra f ten 

fås lätt till p d.y dz. Tryckgradienten i positiva x--<:"xclns riktning kan tecknas 

~ (= partiella derivatan av p med avseende på x). Parti01la dtf':ferentialen ux 
eller förändringen i tryck d vid förflyttningen sträck:-m dx läIg2 ~ax:eln blir 

-~~dx. FöljaIdligen 'blir don åt vänster riktade trycklcraften (:LD+~dx) dy dz. 

Vid jämvikt skall gälla 9 då masskraftEm blir q dx dy dz X 

pdydz + q-dxdydzX - (p+ ~-dX) dyd:a O 

HyfsiJ,s denno, ekvation erhålles 

h ex ~X 

Z I~ 

Fig. 2.03 

, 
,'-'-)0 ) of 
di~ clx: dy , z. i 
. i 

I 

I 
! 
I 
l 
I 



-- _L' I -~ 

::Cör dc övrjgcc axe1riktnJYlget:rn'1 (;;2:'h~~llet onetloget uttryclc, varför jämvikts-

villkoret blir 

( ,-~ D 

I--'~~ 

J ,:p 
"1 6. y 

I 
: t- p ,---­l (:; z 

-

eJ X 
) 

( a) 

\~ Y (b) (2.04) 

(~ Z (c) 

lord uttryckt desset ekvationer 8;~t !.~ycl~/;Eet_~icmt~0@:ngs. axlarna 

(1J) med dy 0ch (c) med d", O()l ac'l~;r2.,s dE.; u]JlJkomnet dcvettionernet led för led 9 

erhålles 

~; Xdx + C? Ydy +? ZdCj 

Av deUet följ el' 

== QXdx + C)'Cdy +"; Zdz 
) ) " 

(2.05) 

funcl. 2Jn U Yl.-[.[\ l o lCV'::ct ion v 
~~--' .. _~~~" . . _. . ... -- -- -~.- , . . ~.~ 

TDftersom d) ,;;T CD fullDtiindjg differcmtinl (DC difforentiet1koTkylenl) 

måste ävon högra mcm~=n,']l vara dE.;"ti:.lal1JYl" Vibo-G(;)ck,.;.l,::e denna differontial med, 

dJl... o ,Då [:::::102:' 

(" .(-:(J c _ 

l (,'y' 

) ~_(fL. 

r' 
l ~ 

Ydx + Yey + 70,2' 

(2 0 06) 

II ( c) 

och är :.!..iksc:l ]J en funktion ,::ev ortc>Yl. Fysikaliskt rC]Jre-

'I'ydligcn gt~118r 

.] 

erbålles fl == 3- ]J + c 
.,' 

mas s en'lu t ,F'unk-Lj.cnen ilar don egenslm-

lika med kraftens f;torlek 

(2 -_ 07) 

Ett v~'llkor för att on viit2ka skall be:,l102- sig i ji',mvikt i:~r 2c.t",; dd; E,xic"toroT 



_?.:?)_~ Några tiL~äm}2ningauå bydrostatikuns.fu.?_d_2"mop.~t_alckva tion. 

2211. En vätska under t;yngdkrnftcns invcrlm:Q-.. Om z-axeln sruCl.Jllan.fallbr 

med bdlinjen blir Z '" -l (egentligen ::E. '1) och X "" Y '=' O eftersom tyngd­
go 

kraften salmar komposanter i horisontalplanet. Hydrosto:cjJmns fundamental(~kva-

tion reduceras dc'l till formen 

dp = -1 ·CSdz 

Integration ger (l· ~ blir tydligen", O' ) 
p "" - iS"Z + c 

Omkastas z-axelns riktning och ufbytes z mot h, erhålles 

(a) 

(b) 

(2.08) 

;g;~!_.?-.Ol. Huru hijg måste en Hg-pelare vara; fäT rett åstadkolllrna ett tryck' 

av ]. teknisk atmosfär? 

En teknisk atmosfä:c är = l kp/ cm
2

• Om pularens höjd an tages VE\'-

i-'a x m 1 erhålles 

x'lOoO.01013.6 = ]. 

x = 0.735 m = 73.5 cm 

:EE..'_,2.02. Huru stort är det absoluta 

ytan i en ångpanna, då ångans övc;rtryck är 

dcmde tmnperi-ttur är 0.865 kg!dm3• 

tryckot i kpjcm
2 

1.5 m under vatten-

j :? 
16 kp cm -. Vattnets täthet vid rå-

'1'rycket blir 16+15°0.01"0.865 

j?2l2. Vätskeytan i (m t;ank~ söm rör sig Illed l.:L.;lS.f.o.r.!l1igt accol~Ferad rörelse. 

I ett öppet kärl (Hg. 2.04), SOIll rör tlig rätlinigt :L on viss riktning med aCC8-

lorationen a 9 befinner sig en vätska med specifika vikten s. Massenheten i 

ton A utsättes för tyngdkrafton J3. kp samt de :cv Qccelerationcm förorsakade g , 

Qktionskrafterna Fh och F
v

' rctta
O 

ger i överonsstämmelse med ekv. (2.05) 

För en :~tyåyta är dp 

Integroral 

För x o erhålles z 

( a) 

O, varför 

d;z; 

z 

z 

------ • x+c 
O' 

J;;?+sino. a . 

(b) 

(c) 

(), E;lcvipotontialytorna okvahoI1 blir f,åledes 

( d) 

:punk-

re-
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T:r'y'ckcts tillväxt med djupet erhålles ur ukvettiollen (c) i dl\Vations­

systemet (2.06) 

(o) 

Om z räknas från dun fria vätskeytan för varje )(~ crhc1J.les ur dennet el\Vation 

och fig'uren 

Genom integration ochkonstantbestämning erhålles slutligen, om :;; ox'sättes med 

h och axolriktningon omkastas 

])CHma ekvation kan även skrivas 

'p' '" P
O

+}' (1+.2: s inc)'.) h 
. I g 

!r 
>1 
7',", 

<I 
'~ i 
• i 
: :;;:(' 
<l 
> I 

/. i 

iii .. . ,y, . /n· 

! 

f',. ,,' !'. 

I 
1'/ --

r 
/ V 

Fig. 2.04 

l1§:.gra _~3EJ1.qJ l ~ 

~, .. =:.-.Q. Nivåytornas LkvCLtion blir 

a z=z--)( 
o g 

1"/ 

l:': 

05 ~~/')O{ o 
.. i-' >", 

1/ 
i,.- ./" t 

i;~{():·_~ 
i, 
~'; 

och \Jkvationcm för tryckets tillväxt :ned djupet får formen 

Är här a 

P "" P + .l-'h o il 

z=z -)( 
o 

(1.v.s. nivåyt':ll'l1aS lutning blir 45 0
• 

(g) 

(2.09) 
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o 
el,= _~CL Nivåytol'nas ekvation bUr 

d.v.s. de äro horisontala. 

'l'ryckets tillväxt mod djupet blir 

P + 'x/(l+§::)h P o () g 

o 
c-J,=:"'._-:30' Här blir z z och således nivåytorna horisontella. Tryckets 

o 
tillväxt m(;)d djupet 'blir 

SIlociollt gäller 9 om a =. g 9 att p =. p 1,11 och således trycket oberoende av 

djupet. Vätskan beter sig 9 [Jom om den vorE: utan tyngd. 

3_?13. Vätskai (jtt, kärJ...l._~~ot~. Det cylindriska kärlet i, figur 2.05 

o.;ntagef3 dolyi.s vara fyllt med vätska. Bringas kärlet att rotera kring en fast 

axel, visar det sig, att vätskytan sjunker vid centrum under d8t att den EJtigor 

vid sidorna. Efter inträtt stationärt (d.v.s. obercende av tiden) tillstånd upp­

träda inga förs.kjutningc),T i vätskan rulativt kärh,t och alltså det mud detta 

fast förb1mdna koordinatsystemet. på grund av rotat ionsf3yrmnetl'in 9 kan uppgiften 

'behandlas som ett tvådimcmsionell t problem. 

:B'ig. 2.05 

gdz 

2 rl 
OJ ,-

Z '''' ---x +c 2g 

I,lör (jn okv'ipotontialyta är dp == O. 

Masskrc>"fternQ äro här centifugalkraft8n 

2 
v je ;::: 
gx 

o 
(a) 

och tyngdkraften pl~r :ru:.tSf3enhet 

(b) 

Hydrost~),tikens fundamuntaldcvation gOl' 

sålodes 

o = O 
) 

f t 
o.~ dz 

g 
o 

(c) 

(o) 



Om x. Sätt8S 

" JG· 

O o:chåll os c 'cc och 

--'~----:r-'\ ! Gl' 2 , 
r_z_~_~_~~~- ~ ________ j (2.10) 

~l:-:v:..:::-g omen y) c:;o:::L'_CC tt n:\..y"~t o~Q1.c-,:,"~Lro ~!.9..:.t} o~s 20"~~_()J o idel' • 

?_JS.~_?' 03_< 3cvic:;a o,tt vätskoytc:m c:;junker 1iko, mycket i contruD som den 

stiger vid kär1k:mturnet räJmcct från dun ursprung1igC'- nivån vid det i c1Vdel-

ning 2213 behandlo,cle problemet' • 

~.~s~L~s:: Dcn urc:;prui'1gl:igo, nivc"m botockuCl,f.'l J1lQd h. Att rotetticYlspo,rabolci­

dons vo lym"~~:' h'HJ~'tul ~;.v Jen 0:11sl:rivna cylinrlorns volynl DJJ,to,ges vccro, beko,nt 

från I'1L' .. -cumatikcn (n.'i:rL;cl =ormc:ln\ '), j',:vd de l)et8clming~"r, c:;om införts på figur 

2,,06 uppstäUes 

'7l :::-21l, '= !r::.
2
H '-'~5-1(r2 (H-.z

o
) 

vilken lätt hyf SelS till forr:lcm 

(a) 

som äVGn kan skr:Lvas 

:B'ig. 2.C)O 

urs prung'l igD. ni • 1\ 

h--z 
o 

(b) 

(c) 

Av donno, olwation synes, att vätc:;ke-

ytan i contru:n sj1.'L..VJkcr h-z och att 
o 

dun vid krcntern:, stiger H-h o:",h att 

C'E:!E)SC. difforunC:;8r äro 1i1<:[.t stora. 

Inc:;ätto.s i elev. (2,10) x. r~ er-

;aGn oftorsnJYl z ,~2h-H 9 erhålles 
o 

CCLom sul)Sti"cution 

2 2 
IL·-h "'J~)g r - (e) 

f) 9 hUc.°Ll högt 

erhållss för ~Cd8 

2 2 
,,, S!.L .,~--h-·-z 

o 

s 'l;ig'()r vid kDJl tOTliC'- över don 

(f) 

med Y.'ndiun r ~~r fyl2.d mod vatten. Den för-

Dättos i rot~).tion med vinlcclhaD-[;iEhctenu.j", l r",ldicmj fl. Huru mycket va ttC)11 rin­

r8r\::d.rvid ut ur 

F:LgLlr 2 007 ~_?I:E....:!EJ; ~ 

c:;tåndo Enligt dc; ~~ 

tt ~~nticnär~ til1-

gtil1rl. 

H-z 
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Ii1 ig. 2.07 

.2]..:l~. Try Gklc~E-.:f.t e-::D:::.s::...::::~.::.::..=::.: 

eller, enär i dutta fall 0.) = l, 
IL 

<Tf r ' V = ~---
4g 

Svar~ Dun utrunna volymen är 

1(r4 

4g 

Vi skola mI här18da några viktiga satser om vätslwtryck mot plana ytor. 

I figu:c 2.08 må linJen BC va:CEt skärning~m aven s ådan yta vinkelrät mot pappe­

r(,ts plan. lem eregEjl-

PigG 2.08 

ekvati ono rna 

Nu är enligt figuren 

vc::.rför 

dF' pcL-\ == X • i) • dA 

~I = Y"Goso< 

dF ,,"c~'· Y' cos(/,· dA 
(, 

bundna ytan A må vara 

on del av denna yta. 

på ytans BC vänstra 

sida befinner sig (jn 

vätska med specifika 

tyngdon y. I övrigt 

torde; kO"rdinatsyste-

mets läge och övriga 

betoGlmingar framgå 

av figuren. x-axeln 

ligger i skärnings,­

linjen mellcm BC och 

vätskeytcm. Vi kunna 

omedE:;].»art uppställa 

(a) 

(b) 



IntugrcraL 

F '" ) .. ~ cose"" fy. dA 
~. tY j 

(d) 

Integralen.! y 'dA är tydligen ytan A: s rnoEl.ent med [evsuondu på x-axeln, Men en­

ligt mo};:am};:cm gäller 

(e) 

ullcr i ord lidet hole,s moment"" summan av delarnas rJoment ll och sålud8s 

11'= \COSU[Y dA ",,:l/COSl/ey 'A 
l/ (J. o 

..." 

(f) 

Nu är unligt figuren 

Y 008(;1 = r", o r, o 

80m infört i (f) ger 

(2 ~11) 

o 
sa~ J)etta viktiga rusul tat kan i ord uttrycl\:as Den hydros to, tiska tryck-

.k:l'.[cX.tul2. Pl.0t en :ela!~xta är lika med t.'[rlgden av (;n . .Y-Ei:t_G]~pl:l'2:..J?..2..L-§_om hDT ytan 

.:tJ_l_L?a_~_ och ytans ~~L~dplmkts2vstånd. till d8n __ f2?j_?-__ v.:Ei:~.skC;)yt:::m !j.11 hö~jc~. 

E!:.._ 2.05., En halvcirkulär rärm.a fylld m8d v:"ctten kan stängas medo1st en 

lucka av motsvarande form. Huru st.Jr är tryckkrafton mot luc};:8n, när dcm är 

stängd? 
4r 
Jir.' Den hoJ-vcirlrulära ytans tyngdp1illlrt ligger på djuI)ct 

tontrycket mot luckan blir alltså 

Vat--

11' l'~~' .(i("r~. 3. r 3 
3jC 2 3 

Obst Härled formeln för halvcirkelns tyngd]J1illld~ 

lC~!...2.06. Ett stort öpput avloppsdike med bottonbredden b, dagbredden B 

samt djupet h s 1\:2,1 1 däTillKlS upp m(jdulst cm spåntvägg • Huru s tor blir tryckkraf­

-Gon mot damm cm 9 när diket är hult fyllt med vatten? 

~_i2.sn=h!J.1i: Bdeclmingar och antaganden frc,mgå av figur 2.09. 

~'ryckkraft(m på ytelementet (se 

figllron~) blir 

dF' 1.x·ycbc (a) 

ellor 

F' .. - ,/~YQX: (b) 

1ikformigL1, figLlrer ge 

J3-b (o) y - B--- x . h 
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TryckkTaften är 

.9..:-1J f .<:.I e~m 12 eJ;. ~ b 2 Dl? 13 - 10 m och [l == 2 m go:!' 

F 10+4 ·4 ·1000 9330 k:p --6--

.23~.! __ rrrY0{~c .. ~~~.J.:.:r_1lE1_0ch dess läf'~. 

T}'..Y.?~~(L~.Jnlln dofj::lliGrQs såi:l0m ::mg:r'e12}lspunk~tgJ.: .fö.r_!'.~2J.:..ltant0I!- till samt­

lies:::, tryckkrQftcr på on yta. 1,äget av d.c:tta tryckcentrum härlodes i anslut-... ___ s.... __ .. _ .. ____ . __ ~. __ .... _. __ 

ning till figur 2.10. Vi bestämm[l, först dc,;ss y-koordinat G11cr dju}lläge. För-

utsättningc::,rna överensstämma mod dl; fÖT figu:r 2. OEl [:m.gi vn:}.. Beteckningarnas 

bdydcls\O torde i övrigt tillräckligt tydligt framgå QV figuren. T
c 

är y·tan 

Lzs tryckc<:;ntrum. Enligt dofinitionen skall tydligen tryckcontrums y-koordinat 

uppfyll Q villkoret 

:B"y == ('y dF 
c ,,/ 

(a) 

där ];1 är tryckkrQ:fton mot ytQll L.o Med hjälp ay figuTons bGtookningaT kunna föl­

jande substitu"tion8T och omforrrmingar göras 

\
. o h • A ~ y == fy- 1 • b • dA 

::. '{ o c." ( 

,Y'YoCOS()! oA·yc =Jy'~"'y cosrj"dL 

A'Y'y =J(~2. dl\. 
o C . 

(b) 

(c) 

( d) 

Nu är enligt mUkonikun.[y2dA ,= I yt,:m I\. ~ s tröghc;"(:;nmoment med D.vsecmde på 
x 

<1J\:oln x. Vidare gäller, att I är förbundc;t mled I 9 t:cöghetsmomentet kring en x o 
Qxel gonom tyngd}l1mktun PQrallell mod x-axeln, medelst 82cmbnndet 

Således gäller 

2 
I == I +y oA 

x o o 

r---"'--:J" ......... -.. -------.. ---.. . 
, 2 I r t y M o 
I Yc"" Y~;A = YO+Yo'l\ I 
l_ .. _._ .•. ___ . _____ ._ .. __ . _____ . 

(2.12) 

Av ekv:.:;,tioncm framgåT 9 att tTyckcentrum alltid lir.mer 1ägru än tyngdpunkten. 

I speciullr.\ fELll kUilln de sammQnfalla (Vilka?). 



Fig. 2.10 

linj e p~!'r:::tllo11 med vätskeytan och vars tyngdpunkt liggr:H> djupGt h. 

R8ktangelns dimensioner antages V:::T~'" dc :9å figur 2.11 införda • 

.!Jv denne. fr~lr:Jgår även övrigabctccJmingar. Om )c'-.;kte.ngelml tröghetsmoment med 

avsc",nde på 011 a:x:el genom 'I1

0 
och pQ,l'allEcll mud ej antages -bekant 9 

~:mvänd0S formeln 

Antages I bel,2nt 
o 

erhålles oTIledulbn,rt 

I o 

2 
h-+-2.--

12h 

1 rJ c_ 

Sålcdefl 

y c 

a 

l 

h-I~ - 2 
: y3 

ha 

h-E: 
2 

3 (a) 

(b) 
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F~x.!..,_?..08. En dLunu ~~v sten (.>,= 3 lcgjdm3 ) med Y.'cktongulärt tvärsnitt ho,r 

cm höjd LW 1.5 Dl och (;Yl. bredd av 0.75 m. Hu:r.u högt kan Vi;;ttnd stå på ",no, si-

dan om donso.mI:1o. ut,-cn att risk för stjälpning skall inträff::1, d.V.f3. uto.n o.tt 

rc;sul toyande tryckkrc"ftcm motbC1sen sk::1l1 fe.llo. utanfö:c' mullGrsta -trodj ode len 

~ösning: :rå figur 2.12 finnas behövligCl bGtcclming::,Y.' infördo.. 1'.11::1 bGräk­

ningar hänför:;, sig till l längdmct8r flY d.o.DJI:lcn. Vattnet 2Jlt::1gos få stigo. x m 

högt. 

v. \/, ______ ~z.. 

F 

/ 

I . r { -0 
I 

:F'ig. 2.12 

l $0 tn 

I 
I 

_::3.Y.E:::E: Vattrwt får f3tå 1. 36 n högt. 

G 3-15-7.5·10 3375 kp 

}j1 1°10x·10·5x 500 
2 

x 

2 
2x a 

y = h+ -12h 3 c 

Likformig::1 trianglar ge 

..-:»_O.Q!C 
2 

3375 

0.125 
x 
3 

x 3 2.53 

x 1.36 

Vid I:1er::1 orogc1hundna ytor är tryckcentrums Hi.G'c oj b8stämt enbart genom 

kännodomen om dc;ss y-koordim,t. Vi vilj::1 för fullständigbotcms skull även bo-

stär:rrD.o" tryckc8ntrurw läge:: med Lwsocnde på deEJS x-koorc1ine:t. BetroJdo. återigen 

figv"r 2~lO\ Enligt don givna dofinitioYlE;n på tryckcontrum måste gällo. 

eller 

mon h 
( () 

v::1rför 

ellor 

yeosj 
o 

(2.13) 

Intugr::tlenjxyd;.\ ko. 11 o. s inom muki:,nikon .c~!J:!.~.i.f:;~g:L~lrr~C?~_g,t, d18r ,~!.§._ 
.E.:r.()_?:u;\~. och teclmas Cxy ' Or!1 ytan il har Gn Syr:1J110 t:ci.::'..xol }larJ,l1ell I:1ed y-axeln 



och donna tillåtas sal'll:1i:mfn,1la i118d f3-,nnrm triax81n,. blir C 
J' 7 xy o (Bevisa dattal). 

S" a är i::111uänhd fa11ut vid praldislm til1äm-pning::\r. 

ut::m närmura diskussj_on anföreB äTen för y och x. föl.jande samband~ 
c c 

" 2 (' 2 r' (" 2 
Y -- J..Y~ _ ,u dA _, ,j y dxj-y 

c - yo·A - (ydA - (( ydx:dy 

x c 

'- )) 
r r .~ 

_ el xydi\~ _, ,j xydA _ Jj xydx:~ 
- y o_A - J ydJ.'\. -,.n' yCLxdy 

o 

(2.14) 

(2.15) 

Vidbustärmw.:mdct uv tryckkrO,ftcms ~,-torlek och rH:tning mot Em buktig yta 

är det läupli 15Q't utt först söka d(;ss horisontale, kompof3ant F och dess vertikala -" x 

kODI)OScmt F • . y Doss2. s[unmansättafJ sadc:lYl till rer.mltontul1 F, varEl ::m'-bringnings--

punkt liggor i skärningspunkt an mellc:\.Yl riktningslin.jcrnu för r,'x och I~. Resul·-

to..ntens storlek och riktning äger dock i nångo.. 1':::11 rrdndre intresse ful dess 

horisont()llu och vortikala konrponcnter. Vi här10dg fön,t F och Fl genom en on·-x. y -
kel .jänviktsbotr.:::.ktclso. 

Botr::lkto.. figur 2.13l Kurvan AB må vurrl skärninC;c.;n ::lV en buktig yta. vin·­

kdrät mot papperets plan. I övrigt gälh;r Qet G
l 

är tyngck;n av volymen BCDE 

(b,Jrälmingarna QVS() längdenhcten~). G2 är tyngden :::v voly:r:lOn ~\.BC. F x är tryck-

krc.ftonpå ytoni\.C och 1<', dUl. av 1<'_ uFpväcktcc r(;a'~tionskr::d'ten. 1<' är don rev 
- :xl Je Yl 

tYilgdcrntl G
1 

och G21JI)pväckta ruaktionskraften. :B löljl1ktlig",n gällor . för jämvild 

Iv 
"-'j' 

I 

l 

I 
i,": 
I .J( 

! 
1--· 
l 
i 
~ 

:B'ig. 2.13 

J~ 
x 

l 
1<' och F = G +G 

x Yl l 2 

]i' kan tydligen beräknas 
x 

till storlek och riktniDg 

GDl:igt tidigare härledda 

fornlc;r för tryok not pla-

na ytor. Och således ävon 

lord kan rosultatet 

formul8ras så~ den hori-

_~,o_Y!:.~..c::}lL~...:tsY.9kkr8.ften på 

._?~~ buktig yta. är lika med 

.d_0 _____ ~ryck , som vätskan 1?-J::-

.öY~~_J!å ytans vertikala 

J?!-C? j eJ~!..=h.o n • 

:BI är till storleken lika mc,d tyngden av volymcm jlK~D och dess anbringnings-
Yl 



-25-

puruzt lwn buräkm1S DGdolst en momentelcvation 9 då G
l 

ooh G2 tydligen äro anbringa­

do i rospoktive volymurs tyngdpunldE:r. I detta fall km momentekvationen med 

figurens beteckningar slcriva(~ 

aller 

Xl"Gl+x2oG2"" (Gl +G2)x 

x1oGl+x2oG2 
x"" ------Gl +G2 

(b) 

(c) 

lord kLen lagen OD dun vGrt:L:k:c,l=l trycl\:krQfton på on buktig Y tO. formuleras 

:y.c:.r_t.~l~0_'yätsk8p8l2~ro2 SOD nedtill b Q gräns as C',V ?_Ull.13:\y'p':Q.ytan och uPJ!"cillE 

_dennQ_x:t.?:.~ J2roj8ktiop på dE;n friQ vätskoytan j li)~g:i.l.t.i.g:t . .o.0 vätskan helt fyllor 

A()~_~2.1?_u~ elI e2:. .. st . 
:OOSSQ s::tsljr lemma även härledas genom ()n betraktolse Qnalog med de 9 som 

·-I/J ~', 1;/ 

x 

.. J ___ I 

I 
I .. . .' .' .... 
; 

)( .'J 

Fig. 2.14 

:F' ",,\,jYdA Sinl./.==y·.jYdA =.f'.y'./\ x ,. o Y J ö y 

givits vid härledningarna 

QV formlerna för tryck 

mot plQnQ ytor. :Betrakta 

figur 2.14! Med de inf ör.'­

d8~ beteckningarna, vilkas 

betydelse frQmgår av figu­

ren 9 erhålles omedelbart 

okvr\, t ionelTh'1 

dF' y •. , ·dA (a) 

dF' y'e;"dA sin(/ (b) 
x 

dF' y·,S-dAcoS e!, (o) y 

EkvQtionon (b) ger vid 

intogro'tion 

där IL är d(m be-brakto'de; y tons projektion i vertikalpl;:::,nL:;t samt y dnnno' proji-y o 
corad~ ytO,s tyngdpunkt. 

Elcrahon (o) g,jr 

n , 

F'y =)\!Ydi1.00S "J-,<=;)!ydAx == » 'V 

onär J yd/I·x tydligGn är vätskovolymen V öVt;r den b()traktade ytD,n. ])0 erhållnO, 

~c(;sul taton bekräfta de tidigo.:ro på annQn väg l;rhå11n2. och du sammanfattas i 

olcv;::ttionerna (2.16) och (2.1"r). 

Ji' 
X 

'..y 'A 
.j o (2.16) 

(2.17) 



E!~:\:.~._?_.Q2. Härled !.J:rk=\J,!Ode~!i9.:?:LE med hjälp C'>V lo,go,rno, för te'yck mo~ 

buktiga ytorl 

I figur 2 0 15 må le beteckna un kro},p r,lOd fullständigt godtyck--

lig form 9 vill<::en nedsänkts i (,n vätr3ko,f),v specifik::::' vikten s eller sp8cifilm 

tyngdcm );. M8d figurensbetockningaT OCJ:1 und,;r 2,nvänd~mdot av lagarno, fÖT 
(.J 

tryck mot buktiga ytor erhålles lätt, om }i' '" c päl1l1.ingon i dcm tråd 9 i vilkon 

L. är upphängd 9 F; = r8sulterC'.J1.do nedåt:~'iktade tryckkrL.l,:fton) Fil = resul ter::::.nclG 
f- .. -.. __ ...... ---..... -.-.. ----- ... - ............ _ .. --.. _ .. _. __ .......... _. __ .......... , 

1-
1
:---r'!c:jc- I 

'vi ; /. 

" 

" I 
; I 

Fig. 2.15 

uppåtrik!;ade tryckkraftEm och 

G '" kroppens tyngd f3amt fordl'an 

järwikt beakti1E! 

F+:B,!J " F r +G 
y Y 

Men ITU är 

(a) 

],I! oc' (V r -:·V) och Fl = \ V 
Y Y i\ 

vD,rför ukvah_on (a) över[)h ";:Ll1 

},,+ I (V l +v) =.\ V'+G 
\: 

och slutligen 

(2.,J3) 

Således ~ Kroppen förlorar lika mycket i vik.t DOEl dun unr1'11'.t __ ~2n'l ... ~v :,c '~0'" 

,11~::'ssan väg0r (Arkir.wdes ~princip) o 

;g;..!~2.1Q. En cirkclforencl lucko. Jll(;cl 1 m di2>mctc~:'9 placerad i vi:~C'''':;8n J~iJl e:l 

vo.ttenbo.ssäng, är Törlig kring en horisontell axel genom lucko,ils cen'cTuIll? GO:~ 

liggur 3 m under den fria Vo,ttEmytan. BcstäFJ det nOFon-G 9 som 

Qxeln i d(;t ögonblick luckan ölJpnas. 

J.::..~ni:~!J~g I30kckningarna framg,l ay fip,ur 2 0 16. Cirlml;ycalls trögh8tsmomLnt 
r-> 4 

lcring un c1iaoe-ccr är /C!J:"_ (Hä:rl8c1 dottQ,~) o All -cså g~i.:U()r i d8tta f!::cH 
4 

I 
o 

y c == y (} y-':7: 
o 

Tydligen blir det sökta momentot 

('1 2 1 
l\I=!. ·005 °3' 48 

Svarg 49 kpr;lo 

3 + 4~ 
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3. H;ydrod;ynamik. 

Tjäran om vätskor i rör"lse bEmämnes hydr' o dynami k o Donna vetonskap har i 

sin historiska utveckling åtföljt övriga delar av mati.Jtlatisk fysik. Dess egent­

liga f:camkom.st skedde först sedan den materiella punktolls dynanik utvocklats 

och först sedan infini t8simalkalkylen införts 9 d.v. s. of ter Newton. }<'1 era fors­

kare hada tidigare förgäves sökt lägga grunden till en rationell hydrodynamik. 

lott brov skriver t.ex. ~j}ei: "Jag har furmit det mindre svårt att upptäcka 

lagarna för himlakropparnas rörelser trots deras ofattbara avstånd än att un­

dersölm rörelsen hos det flytande vattnut 9 vilkan dod~ för'siggår framför våra 

ögon. II 

En vätskas partiklar påverkas i varje ögonblick av sin ~mgivning. För att 

fullständigt kunna beskriva en vätskemassas rörolse; vorG det därför nödvändigt 9 

att varjo vätskeelements rörelse i varje ögonblick kunde bostämmas t.ex. på så 

sätt, att man angav dess koordinater x, y, z i varje ögonblick som funktion av 

tiden. För praktiska uppgifter kommer det dock icke ifråga att följa de enskil­

da partiklarnas rörelse. Det är mera ändamålsenligt att vota, huru stora hastig-o 

hot och tryck äro i varje punkt av vätskan. Wirför är dot nödvändigt, att do 

tre hastiGhetskomponenterna och trycket i varje punkt av vätskan :franställes 

som funktioner av tiden. 

År 1755 uppställde; Leonhard Euler allmänna rörols81agar :för ido olla vätskor 

och lado därmed grunden till den moderna hydrod.ynamikon. Vid tillänpningen av 

dessa lagar, vilka uttryckas i l;tt systE;m av partit)lla di:ffGrentialekvationer, 

på natll"Cliga strömningsförloPP9 uppstå emellertid stora svårigheter. Dossa äro 

dolvis av matomatisk natur~ men bero framför allt på dL; icke idGala förhållan­

dena hos verkliga vätskor. 

Man inriktade sig GmellElrtid på att på t00rotisk väg finna liknande uttryck 

giltiga för den viskösa vätskans rörslse. Detta lyckades för fransmannen Navier 

år 1822 och :för engGlsmannEln Stokes år 1845, vilJm uf-pställde de efter derr!be­

nämnda Navier-Stekeska ekvationerna. I dElssa har tillkor:u:J.i t ett lud 9 betingat 

av att oj endast tryck:k:raftGr och mas Elkraft sr uppträda vid vätskurörelsen utan 

även friktionskrafter. 

])Eln i rummElts alla tre riktningar sk8Elndo strömningen, dun tredimensionellq, 

kräver naturligtvis den största matomatiska utrustningon" I de fall strörcmingen 

salmar hastighetskomponElnt i en viss riktning, d.v.s. är plan eller tvådimensio­

!l:,o}l, blir problemet något enklare 9 men ävon här uppträda b8tydand0 svårigheter, 

om vätskan är S0g eller viskös. 

Mot ovannämnda svårighetor står nödvändighQkn av att få fram telmiskt an­

vändbara lagar för de strömningsförlepp, som förokoITillla i naturen. Det visar sig 



-29-

då, att man myck8t ofta kan använda sig av <,tt ondiDl:nsi,on8llt ås1cådningssätt, 

varvid man 8ndast 'betraktar de i ströIJ.ningcms huvudriktning uppträdande för­

loppen och inskL'änkE::r sig till m8delförhållanclcma. GunoD tillfogande, aV8xpe­

rimcntcllt funna kocfficient,,;r hrine,ras här8fter du toorct;iska härlbdningarna 

att i Döjligaste utsträcJming öV8rensstärwa m",d d8 vurkliga förhålland~ma. 

Efter denna allr.li=inna öV8rsikt 31cola vi nu fÖTst s Gud0ra några nödvändiga 

och användbara rörelsobogrepp, d.v.s. vätskerön)lscn3 kinumatik och sedan i 

nästföljando avsnitt härleda några för dl:n idb(';lla vätskan gällande rörolsc­

okvationur. 

I närmast följande avsnitt skola några viktiga b8gTl:pp ur den gooDetriska 

rörelseläraxL för vätskor diskuteras. IIärvid bortsus såludcs tillsvidare från 

dc verkande krafturna. Vad som eftersträvas, är un rent guometrisk beskrivning 

av hur rörels8n försiggår • 

. ~l-.l. Bankurva q väg, s trÖDhnj e • 

Vid en beskrivning av huru un vätska rör ~Jig har v:Lssa gecJ:lOtriskt dofi-­

niorado linj 81' och ytor fått en s pec ieH b8tydL;ls(;. ~:'~(;.~:,_,?n vätsl;:e'f?artikcls d-, 

.1.2.E._dt, vätskeuler.j(~!n't~~l]-~f.örstår I:1B:.n saml!lanf~!J;_n~j:rl:g:u.n~ av de~varandra )wn-, 

_tJEY.:..~Yl,igt följ~~8n9 partike~2),8mentctl_~}1;,d.c.:r: .. rördst)Yl konDor att ix];::. 

_t8~..5?::. Experimentellt :kunna bank't)I'ver göras synliga Iwdulst införandv av fiirgiiIJY1o, 

alwniniumpulvor o.s .v. i det strömmand8 medi"t. :Damf.'lpartiklar i luft8n och för-­

oreningar av olika slag i strönmande vattcm kunna ocks'i glO un uppfattning on 

partiklarnas banor. 

Avståndet mellan tvenne punkter på banan längs densanna kallas partikelns 

v~€i' (uller bane18ment vid infinitisl:mala avstånd) , Med partikelns nedelh8.stig­

hot menas kvoten m811an den på en viss tid tillrygcalagda vägen och tidon själv. 

HastighE:ten i (,I;t visst ögonblick eller dEm E!2~Gnta.:t1.il:.,..Q:~~J:ghut(;n är första de­

rivatan av vägen med b.vseendu på tiden. Hastighuten är (:n riktad storhet, d.v.s. 

un vektor. 

~E.:..._I?_trömlinj~_iir_~n liE;jOj sOlE i var,j~unl~:L,a.:t1fis:.r..:.~f!..~.i~_s riktning? 

d.v*s. i varje punkt av strömlinjen är den där rådandL; hastigh~)t()ns riktning 

tangent till linjen. So figur 3.0ll 

Botrakta. en serie av vätf:1keIlartiklar i ~"tt visst ögonbliok: T '" t
l

, Antag 

att vid varje partikel hafltighc·;t;svektorn tänkL;s upp:citad. :Dessa visa då varje 

partikolD momentana hastighet. Uppritas i, detta ögonblick un s8rie strönlinjur 
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Fig. 3.01 

utvisandu hastighetens rikt­

ning i varje punkt av vätskan, 

l;rhål1c;s en s .k. ströLlbilc:J:. 

VicJ. en annan tidpunkt 

re '" t 2 ha pa rt iklarna l ängs 

sina oankurvor förflyttat sig 

till andra lägon. Figur 3.01 

åtc;rgcJr un sådan partikols 

(a) läW; vid två olika tid­

punl<.:tur. Uppritas även vid 

dot senare ögonolicket ströD­

linj l;rna t;rhå1108 i a11män-

het on annan strömoild. En oankurva hänför sig tHl on oestäLld partikc;ls rö­

:rLlso ollor föd'lyttning unde:er en viss tid., 8n Eltrönlinju därcr:1ot uppvisar dun 

mOLlC:!lltana hastighetens riktning i Gtt visst ögonblick. TVd ströLllinjor kUillw 

aldrig skära varandra (varför?). 

Idotta arbGte kommer vägen längs en banl<':Lu'Va i alln~i.nhct att butecknas 

nod s liksom ävsn strömlinjerna. :Den IaOm0ntana has·cighui;cn längs bank.urvan 

(ollor strömlinjen) kan då t0cknas 

ds 
v '" dt 

y!}_~ station:ira ströDYlingar j s t r..2!yö r j r....'::!.fLE<:'!~.!3_systCL1~ 

9!.n~_?_1} strömni~ti~tt tillstånd) iclm J~I..§t.s_J~G_?:.~t_:Lden sg,&(LS_SEö~~:hnf-;(;n 

Y2:_I~.31J;_~_i~näl:'.. Hastighut , täthet, tryck dtC. b0hå11a sina värdon oförÖYldrade 

vid de olika punkterna av vätskan, d.ov.s. alla t de_r_i'y~~or äro =._Q. :Däremot 

kan naturligtvis de för s tröDYling(:!ll lmrakteristiska vö,l'duna variora från punkt 

till punkt, d.vos • .9J:'t§deriyatorYl~_~.!::.Jl. Motsats0n till stationär strömning är 

.~SlfC_}3_~§l-ttsm~~ (variabel). Eft(oJ'SOlJ vid station?:r ströLming ströntildcn ej änd·­

ras nod tiddn 9 konD.a ·bankurvor och s trönlinjcr att saun.anfalla. 

Om l::lan inuti Gn vätsk.a i ströuning betraktax' Gn b c.; gr i::ins ad dc.;l i ströuning­

ens riktning och låtcrbegränsningcm utgöras av strönl:Lnjc;r 9 -..;rhå11es ett Etr_?l~­

rör ellen' cm 3.!TJ?0tub (vLJktortuh). Vid stationära strörmingar nåste enligt det 

föregående öVGralJ:t i strömrö:rct fra.G1rinna sar:lLKt vä;1:;s lcvC1bingd • 

Ibland är det möjligt att genom lämpligt val av ycfurunssystoLl ('-·'ordinat­

system) överföra en ickG stationär strömning till en stationär och vice yersa. 

Så t.ex. kan en observatör från en båt iakttaga stationär r::trörrming Jz:ring båten, 

.G1cdan en obs8rvatör från stranden iakttar icko sta+ioniiT' strör:ming 9 all tcoftc"C'C'oLl 

båton kooillor ochpa::;::::Grar, TJiImand", gälleT t.ox. cm OlJfJCTvatör, sem från on bro 
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iakttar strörmingen kring on bropulare och en annan obfJc;rvatör, SOD från cm 

passerandu båt iakttar sar::JI:la strör:ming. 

}13. 1agranges respektivo Eu10rs n:l8tod att b0s1~1~~_va ",n vät.skas rör81so. 

1'vå huvudLlctodcr att 'beskri va en vätskas rörclsu har uppfur.J;l.i ts; 1agranges 

respc:khvuEulers Dot_O~. l,agrang(;s (Joseph, J.Jouis Lagrangc. 1736-1813) netod går 

u t på att beskriva den enskilcla vätskepartikelns rörolso. En beskrivning av don 

enskilda l)artikolns bankurva skulle vara ,,,tt exeDpel på Lagrangus notod. Man 

SÖ](l;r l:1ud andra ord att b(;stäFlua partikelns läge SOD funktion av initiallägst 

och tiden. På SamlJa si:itt sök8r Dan bestämBa tryck, hastighut , acceloration etc. 

längs banan • 

. ~:~)S_:lJ3 metod inne-bär 9 att de för ströI:1ningen kan.ckteristiska storheterna 

beskrivas såsom funktioner av läge och tid. Botrakti-J> t.,--,x. strö:oningen i röret 

A vid soldionen J30 figu.r3 .02. Den parabelfornado lmrvan BB' C visar hastighetens 

fördelning i tvärEmiHet. Oli-

Ji'ig. j.02 

ka partiklar el1c,r element pas­

sc:ra oavbrutet s dd:i. on en , ;:len 

nan ld.i,nn'JT icke vilka f,loDent, 

SOJ:J. i utt visst ögonblick passc>­

ra soktionen Den hastighet 9 );18d 

vilkl;l1 de passeTa sekt:i.onen, kan 

däremot anges, såvida hastighets­

fördelning är känd .• 

. !Ulnänt innobär Eulers DO-

tod, att .hastigheten, trycket 9 

.§l-_qg_c!_l.2.:r_ationel!: 9 tä-U:~_SJtcn m.m. SÖkE1S [,l or;] funldion(;r av koordinat,,;Tna x 9 y o<.h z 

samt tiden t. S;'{J''1boliskt kan alltså i anslutning till figUT 3.03 t .8X. hastig­

hetcnskonrponentcT i punkten P uttryckas llGd ()kvationo:rna 

y f
l

(x 9y,z,t) x 

y f 2(x,y ,z, t) (3.02) 
Y 

v f3(x~yy~,t) z 

där vx ' Vy och V z äro hastighetskoDponenterna längs res pcl::t iv", koordinataxlar. 

:Dotta ekvationssystem kan i vektor-·form sl<:Tivas 

-- -.. .-
v == V +y +v 

X y Z 

Härvid använde c, ott s treck öve~_ res:20ktive bOl!;-~ för att angu; el.. tt deSel..DIJa 

måste uppfattas SOll yekto~cr.. 
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I allmänhet vari"mlr hastigheten vid en vät DkaEl Dtrömning både mod distan~ 

f:lOn längs ",n strömlinj" och L1ed tiden, således 

y 0= -f (" t) ~- ,;:) '9 

rrillämpas på detta uttryck r8glcrnn för bilcL,mdi:.:t av partiulla do:dvator 

och totala differuntia18r, erhålles 

dv 
.\ v. (~v 
-,- d s + -(~."-.,---i~ d t :' .. s ~ 

DividE;ras dutta uttryck 1(;(1 för lud mud cH, erhållus 

dv 
cH 

C"v ev v -:--+ -,--
OS ()t 

(3.05) 

(3.06) 

-if k2,11aEJ här totala accderat 

och '-~l Je!<:ala '§-..2..~leratione:r::o 
kal11:1s konvo1<:tiva acculorationGn 

" 2 
kan även skrivas J_....2 v 

:-2- (5 s o 
:B"ysikaliskt ang'cr uttrycket d.en accc;lera-

tion 9 som en purtkt måEJte ha för att från ha[~ti,-,h,;tcn v und(cr vägen ds kom.ina 

upp till hastig:hl3tun v-I-dvo 

(']v 
"'(::,"":'6 anger hasti(\'h8t8ns vkx:ling mr:;d tid0n i 8n viss punkt. Vid stationär 

strömning är '" O. 

~I'otala acccluratioYl(;n a .~~ är ~;n vektorstorhut 9 va:rs vektorkomponenter 

en1:i.gt ekvation (3.02) böra te:..:clmas 



-a 
x 

dv 
__ )1: 

dt och 

-a 
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a 
z 

elv 
z 

dta 

- - -a +a +a x y z 

Såhdos giHl0r 

Ur ekvationerna (3.02) erhålles enligt diffurcntialkalkylon 

a "" x 

a 

l·: 

dv /~v ;w x ',: X ',x 
--- V --,- + v 

dt x c x y y 

dv /\v cW _:z: '-' y v~ v -'- + dt x ')x yoy 

elv )"V ::\vz Z '" Z 

dt 
y 
x~x 

+ v 
y c>:' y 

:B'ör stationär strömning gäller 

(\v ,\v ,:")'1 
x ,j y ,-~ z 

() t' Öt ~t 

3l.5. Kont inuit et sel\Va tionen. 

>,v )y 
" y :-Jl + v ~ +-z C}z 't 

(3.08) 

~~)v ;::,.y 
L Z -- z 

+ y 
z~~i + ,<)t 

o 

I ett rum, clLä:1c en vätska strömmar, betrakta vi ett prismatiskt elerlent 

A mod kant l ängd e r:rw; dx, dy och dz (se figur 3.04~). Vår uppgift är att försö-­

ka ge on matematisk fornrulering på lagen om massans oförstörbarhet cllur i 

detta fall) att den i det prismatiska elemc,mtct A imjtrömmandc massan måste 

/. 

\ 

Fig. 3.04 

vara lika l~ed den 

från 01 01:10 n tet u t-

s trölllr:li-lndc; massan 

minskact ned nassför-

ändringen i elcmcmteot. 

Tätheten butraktas 

här sem variabel 

() är on skalär oller 

en ron punktfunkticm) , 

I anslutning 

till figur 3.04 upp--

ställa vi 0n balans-

rälming för massför­

ändring8n i clBl'18ntot A. 
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Längs x-axeln gäller 
,,\( r,') V ) 

r~ V dydz- ( ~ .. V ~~ clx' dydz 
J x .l X C',x ) 

(a) 

Längs y-axeln gäller 
dC> v ) 

eN dxdz- ( (:; 'f" -I . J Y qy) clxdz 
, y' y (J Y 

och längs z-axeln 

."V clxdy-( (ly > z l Z 
(c) 

Smnmoras dessa uttryck ~rbållcs för ti.den dt massförändringon 

( d) 

~~\(,' 
Undur tiden dt har~)ändrats lJud beloppet ~t dt (Tänk noga igenom ut­

e, 

tryckott) , vilket gor massförändringen 

, .' (' ~\ (;-' V y) e) ( !~-) v) 2- ( (~) V Z ) \ 

-~\'t dtclxdydz= .... <~x -+- C1yl.-+- z jdxdydzdt (o) 

ollor slutligen 

Detta är dEm gonorellt giltiga };-.ontinuitets(;-;kva!=!:.o;t~~, vilkon i många grenar 

av don matumatiska fysikEm spelar en stor roll. 
'\ ,", 

Vid stationär strÖnming är ,~;\ == O och d\Vationen (3.09) får formon 

lY C~, v x) c) ( <ej v) r.' ( ? v) 
--,,,...---+~-+- "" O 

x c' y 

}i'ör egentliga Etskor (alltså e;j gaser) kan 

1s.C?llE!_!.(3,}~t. • Då gälleT 

i allmänhut betraktas såsom 

!'----:;;Y:;'----- c"V~-, ----j. 
l -,- -+- +~" - == O 
~._ C x~ ______ :.~ _____ ~ .. __ , ______ , .. I 

Vid plan strqpming oller .tvådimensionoll gäller att v 
z O 9 varfÖr lcon"ti-

nuite"tsel\Vationen ytterligaro förenklas och kan skrivas 

Vidparal1u11s'~'ömning eller endimcHlsionell: s-'crönming är v 
z 

fÖr kontinuite"ts(jkva"tiomm antar dem onkla formen 

v 
y 

O, var-



ollor 

som intugrerad ger 

,,,,'0 y 
"" x 

<JX 

dy 
x 

dx 

o 

o 

v "C konst 

Observe:ra att en endimensionell st:rör;ming fordra:c att alla st:römlinjer 

[3,1"0 :pa:rallella, Aven en så enkel st:römning, som don i figur 3.05 å"tc:rgivna, 

är strängt tagot tvådimensionull. Strömning8n antages här sIm i Gtt plan, ];len 

dc;t är tydligt att t.l)X. hastigh(-;;tsvektorn y har l<:ompol1.cmtur både län.gs x­

axeln och längsy-axoln. 

}i'ig. 3.05 

;t1.6-,,_-1i1öre~~.!.~..J?.~~ rakt c }_s o s ätt 2 1:10 ?:'-' lvärd ()i .. LJ~ ij 0..0. ' 

Vid tekniska tillämpningar av hydroneJmnikc;Ds sEctsur har d,,~t vi::3at sig, 

att många problem, som i yc;rklighc,ten äro tr&-· ollor tvådimonsionl;11a, kunna 

l)ohandlas som endimcnsionl;lla. I ställ8t för (ltt rälm[l mod från punkt till 

punkt variurando värdun av dem söld!l storhotc)Yl rälmar ]Jan nod ned_ulvärdcm. 
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._-----------_._-------_.--_._ .... 
Fig. 3.06 

Figur 3.06 utgör en längdsektion aven rörförminskning. strömningen genom 

donna är i själva verket tredimensionell men, då strömbildon i alla diameter­

plan längs röraxeln är lika, kan densamma även strängt matumatiskt behandlas 

som tvådimensionell. Vid de flesta tekniskt vikt~a till~pningar göres dock 

ytterligare förenklingar 9 genom att rör~lsen betraktas såsom endimensionell 

och undast d~ i längdriktning8n gående variationerna undersökas eller beaktas. 

Denna förenkling är så mycket rr.o r nödvändig som hastighetsfördelningon ofta är 

okänd eller mycket svår att ange (jfr längre fram under begreppe t turbulent 

strömningt ) 

I anslutning till figur 3.06 erhålla vi för medelhastigheton T det gene­m 
rellt giltiga uttrycket 

81101' 

(3.11) 

Om vätskemängden dQ antages passera sektionen l undor tidE:m dt säges ~ 
vara flödet (= vätskoföringen) ell er den momentana vätskemängd, som per tids­

enhet passerar rörsektionen i ett givet ögonblick. Om strömningen är stationär 

gäller tydligen 

För v gäller då även m 

dQ 
dt = konst tl 

(3.12) 

Då det av sammanhanget framgår 9 att vi avs e medelhastigheten, komma vi att 

särskil t längre fram utelämna index m. Man bör dock alltid vara klar över skill­

nadun mellan medelhastighet och v erklig från punkt till punkt och från ögonblick 

till ögonblick (pulsationer) varierande hastighet. 



-TT-

3161. Kontinuit8tsckvationon gällande för m..0.d:0.1.ha.s.tighetlell v fl o 

Betrakta figu.r 3. 06 ~ Om vi bot8clma rörsekt ionens vid l area med Al och 

vid ~ med A2 samt vätskans täthet vid 1. och .?. med Y:~l resPQldivo '\2' gäller en­

ligt J_ag0:t1 för massans oförstör'barhot 

och om vätskan är inlmmpressibel, d.v.s. ~:\ == ~;2 

[;~l~Al ~ Vm2 .A~J (3.13) 

Produkten A'v är tydligen lika med den vätskemängd som per tidsenhet passo-

rar utt godtyckligt tvärsnitt o Således gäller 

Vid stationär strömning är proclukton av .l."!..~F~sp_i_~_t. ,o.?h motsvarande medel­

.g,':l:.~~t.~gh?t konstant == f Lidet. 

~_3 .OL I en konisk rörförträngning av vidståcndo (figur 3.07) dimen­

sioner ökar <l (= flödet) från 5 l/S till 15 1/'3 undor 5 88k. Iluru stor är den 

lokala? konvoldiva och totala accelerationen (medel-tal) i rörtvärsnittet? 

&i:?§2~~ Tydligen gäller för den lokala accolerationcm i A 

--~.--_. -----

1-\ 
rC-~r 

_+ I ..... -)- S 
J ID:;;. S C fri 

Q:::::IOO) t l\( , l .,.:=~~-=.Å;;:"" 

'-'-r_ f<~ 

:F'ig. 

Den konvektiva accelorationcn i A blir 

c)v 0.005 v-- == ---els ---2 
' .. ' 0.1 

If --
4 

2 

, 
nv 
(~t -

0.015 
-2 ~ 

n 0.1 
4 

5 

och i B 

0.005~ 
-2 

" .. ~ 0.1 I" --"-
1..". 

_ 0.005 
--2 

--,0.05 n--
4 

5 

0.040 16 
== 0.0025 '5rt 5'f('., 

== 1.02 m/s
2 

12 
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på analögt sätt bcrälmas den konv(~ktiva accderationcn i B till 9.73 m/s
2

• 

Totala aocelerationGn i A 0.26 + 2.43 = 2.69 m/s 2 

II II i B 0= 1.02 +- 9.73 ",10.75 m/s2 

Observera den konvektiva accelerationens betydcUld-.; storlek~ 

F "" l t" A ""l-L dv O 06 / 2 ÖV 2 43 / 2 h ..e.Y.:.9-_I.:: or se~ lonen ga. er: dt = ."- o. s , v cY'~G" == -. m s oe 

dv 69 / 2 f"" B d v 02 / 2 dv o 77 
/ 2 t dv 10 7h / 2 d-t 2. m s 9 ooh : or . g -~t '" 1. m s , vd-t == ;;. ) L1 S sam dt == .) m s • 

g.! 3.02. Vid un viss plan strömning ä.r. hastighotc.:n v i varje punkt riktad 

från origo längs radius VGc:tor. Uttryck V
x 

och Vy med hjälp av koordinaterna 

x och y samt vl 

L,ö~'p-:i.ng~ M(~d dc på figur 3.08 införda beteokningarna erhålles lätt 

v "" v cos ';'r= x ....... 

Y'y ------

./ 
01.. 

;g~x._.J .03. Vid 10m tvådimensionell strönming o.dlctll tV<Jnn,j plattor A och B 

är hastiL;hetsfördelningen i en godtycklig sektion given genom en parabel Ded 

maximal hastighGt v o.itt emellan plattorna och hast:ighut,m O vid ·plattornas 
Elax 

insida. Sök medelhastigheten uttryckt i v t 
max 

1-!..2.?_ning~ I anslutning till :problemets formulering har figur 3.09 uppritats. 

KoordinatsY<3temd läggvs lämpligen så som figuren visar. Parabelns ekvation kan 

tydligen t0clmas 

Fig. 3.09 

,.., 
cC 

V = V .- cx 
rM,X 

+­där för x ,= - h 

v = v 
Dax 

vilket gOl' 

c == 

h
2 

O c == 

D~ t analytiska uttrycket ±'ör 

hastighotsfördelning8n blir 

f'öljaldligen 
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v max [ 1 - (~) 2 ~l (3.15 ) 

Enligt e~wation (3.11) är nu nwdolhastigheten y def:i.n:Lcrad av 0lcv,xtionen 
hl 

v m 
,) Vt'LA --_.-

'A 
)~.l'dx 

2h o l 

v 
m 

2 
v -- v 

m 3 max 

o 

E~~_l~' En rörförträngning tänkes formad i övorUlwstät'lmelso Ded den 1'0-

tationsyta 9 som uppkommer, om cirkelbågun AB i figur 3 .10 rot(~rar lcring x-axeln, 

Ange: hastighetens variation vid. un vät~'lkas strömning genom rörförträngningen 

som funktion av x~koordint),ten1 

1:,ö~ning: Den till cirkelbågen hörande fullständ.iga cirkeln har tydligen 

s \ 
\ 

\, ~ip 
~: 

Fig. 3.10 

ekvationen 

x
2+ (y-l.OS) 2 0= l 

Löses y ur denm, ",leva tian (jrhållos 

y = 1.05- \/;.=~rr'i 

Av figuTcn erhållus lätt, att y är 

lika med den variabla rörradifJn. An~ 

tages vidare flödut vara Cl 9 (jrhållos 

det sökta uttrycket för v till 

Cl 
v 

Don föregående dislmssionen bar givit oss viss"-' rent kinuI:latiska grundbe­

grepp, villm äro lika användbara såväl vid boskr.ivningun i:W idu811a son viskösa 

vätslmrs rörelso. Inom kinumatiken är (;n nmt r:Hltunatisk bdmrulling av problumen 

ofta möjlig och givande. Vi komma likväl ick:0 långt i förståulscn av vätskornas 

rörelse med hjälp oN rent geometriskt matunatiska bcgl.~oPP' Lika viktigt SOl;) dut 

är att lmrma entyd.igt besl<:riva en rörelse, lika viktigt är dCjt att förstå dess 

~E?E'Ce~. Vi måsto med andra ord införa ett dyr22!.:Ji?]zY. butraldulsosätb, där röro1-

SenEl orsaker äro lika v:L1ctiga som, rörelsml själv. Här spccla dc) från stola kroppars 
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mc)kanik hämtade bugroppen kraft, tröghut, !r~ktion Dofl. avgörando 1'01101'. Don 

allmänna mekaniken är un nödvändig grund för hydrody.nar:J.iklCm likElom för bydro­

l'lokanikon överhuvud tag8t. Detta torde ha framgått av do hittills givna dis­

kussionerna och det torde bli ännu tydligarE:) i fortsättnj.ngun. I don l.cor.Jrlando 

framställningen liksom i det föregåt;nd8 skola vi dock försöka att på natur­

ligaste si:itt endast anknyta till vissa elementära Dekaniska begrepp. 

I närmast följande avsnitt införes det dynar:1islcD., bGtrakte1sesättet först 

på on ideell vätska, varvid de i strömnens huvu.drildning uppträdande förloppen 

huvudsakligen betraktas. De härvid erhållna ukvationorna ku.l1l1a sedan J-:lodelst 

införda lämpliga experimentellt bestämda korroktionstorm0r och koofficienter 

tillämpas på viskösa vätskors strömning' • 

.3_?~!.. R.örclseokvationer~a för_~~l vätska h.ä:r!förda.-.!.:ill .. Jl.aturliga 

koordinater. . -

Om en ku.rvas egenskaper studeras r:J.Gd hjäll) av förflyttningcm ~ längs ku.r­

van och don i varje punkt mot kurvan vinkelräta normallm ~ ti11 krölm.ingscent­

I'UIn 9 talar man Or:1 paturli.ga koordinater (nat. paranGtorfranställning). TIe i on 

viss punl.d uppträdandu egcnsl\.:'1pcrna äro då funktioner av ~, ~ och i. OD vi be­

tockna cm allmän Ggonskap med c (jfr Lö. avd. 3l4~)9 gäller såludos 

Vi skola nu undor utnyttjande av dessa koordinatOl'l1ppställa rörolseekva­

tionorna för un idooll vätska 9 som undIJr tyngdl{.raftcns inv(orkan bofirmur sig i 

J~':L8:.~2::.?~~lse. Inuti on sådan vätska betrakta vi i ett visst ögonblick ett vätske­

olomcmt A (so figur 3.11 L) Elumentets bana sammanfe,llol' mOEluntant mod den genom 

c,lementot gåonde strömlinj en s. Elementet må ha formon av cm parallellepipod mod 

kantlängderna «.::\ s, ..6 n och L\ b. 4 s är parallell med den gonom A gåondo ström­

linjens tangent i A? 6. n är parallell med k.rölmingsradi.en H och .1 b är vinkelrät 

mot papporets plan. Vätskans specifika tyngd är J och täthet,? • Med de på figu­

ron i övrigt införda b(~te()kningarna9 vilkas botydels0 dJur innebörd tillräck­

ligt tydligt torde framgå av figl1ren 9 uppställa vi nu rörolscokvationurna längs 

tangontriktningon och längs normalen mot krökningscontrum. Vi använda Newtons 

krafte1cvation undor formen (1.04) 

Elementots yta viru~elrätt mot särbAs 

mot n 6A "" L\ S' L::. b n 
Sålodes gi:U1or längs s-r:lktn:Lngon 

,(\ n' Ab och dess yta Yinl.<:elrätt 



Ji'iguron gOl' vidare 

eos ex dZ 
as 

Här är tydligen enligt (3016) 

T == f(s~n9t) 

varför 

l ('1,"' .• As'a. _. • ... - • !C., _.- ' .. ' . t 
g) s 

o 

C\:;y c::. y w. y 
-'-- ds +-~) - dn + _V_ d t 
dS on ch 

vilket ger tangontialaccelorationen 

a :::. .9:'E.~ -~Y o .9:§' + dY dn~ ~Yt-
t dt c:JS dt ön dt er 

mon 
dn 
dt är tydligon '" () och såledos 

( j fr för övrigt aYd. 314l) 

dy dy 
Y ö-; +Tt 

(a) 

(b) 

(c) 

(e) 

(f) 

-------------~--~-_.-_. 

l 
-+ 
I 

, I 

x 

Införus detta uttryck på at i ekvation (,;,) sont ~iyen uttrycket på eos IX 

on1igt ekvationen (b) och hyfsas lJc-vi"tionen
9 

erhålles 

() \y d Y ,...0'- (y_~ +_._) 
g 6 s cH o 

(g) 
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--- --------------- ----------------------- --------------- -------------------+-

Donna (;l0Tf);tion kunna vi mul tipliceI'a med ds och in t",gI'0I'a längs ",n strön-

linje. Vi erhålla då 
f----------------------------------

2 pv 
~"+'c'+ 2g j 

o 

(' (j V 

J

, dt 
ö-t c (3.18) 

I donna ekvation är ~E~t längs den botl"aktadco strönlinjen. 

För rörelsen länge, normalen lTlOt krökningscentrum gällor tydligen 

2 
v 
R 

dp A ' l ('::'''A -6A ·-,-'-6n--.,/\-- °l.'.ln'Slll{)i_ =. -,_o 'r''-' .. o~n·' 
n ej n \i n g n 

o 2 
v 

mc;lmniken är centripetalaC'colc)rationon a R c _ och ccmtrifugalkraften 

Figuren ger vidare (vid närE1are betralctandu) 

. dz 
S1I1tÅ =. on (b) 

Vi införa detta i ekvationon 
l (a ) samt föronkla så långt S01'1 nö;jligt. Härvid. 01"-

hålles 
2 ' 

~ +- O (~ =. t_o_;_--__ I (3.19) 

Elwa.tionerna (3018) och (3.19) äro sålunda rördscokvationorna i naturliga 

koordinater för en ideolJ_ vätskas rörolsu j_ 8tt plan (plan rörulse). ])~} lmnna 

sägas vara en form av EulGrs allmänna rörel[3eolwa.tionor (se längT'" fraL1~) och äro 

av fundam,mtal betydelse för hydrodynamiken. Don av oss gj orda härledningen har 

genomförts und_er vissa fönmklande: antagand8n. MlJd. I'olat:ivt små föI'ändI'ingar skul-· 

10 det ha va:r'it möjligt att göra häI'10dn:ing8n fullt gGncrel1, d.v.s. med hänsyns­

tagande till <:)11 tI'(,dimc;nsionell kurva (stI'ömlinje), med ~: variabel och under hän­

synstagande till (!Tl godtyckligt verkandu masskn:cft. Vi skulle då ha ()I'håI1i t ek­

vatione:rna (3.18) och (3.19) undt,r en llKTa allmän form. Då tyngdkraften i dc allra 

flesta fall äI' don l)r:Lmärt ve,rksamrna masskI'aften och v2,ttn",t t .8X. praktisld taget 

osammantI'yckbad äro dock foI'merna (3,18) och (3.19) för våra behov tillräckligt 

geneTolla. 

Bcrnoullis okvation. 

Betrakta en _:L:t?l~Fe..§ .. ~_tb..2l ~ friktionsf~ri vätskaEl E~Et..i(:..l2iir~rörcJ.:~.2. längf-j en 

st_r.()!~l_~nj_~_ elleI' i ett stI'ömI'ör 9 vaI's radio är så liten att v ~~ v gäller för 
T:1 

samtli.g2. vätskepartikla:d I ekv2.tionen (3.18)? ;-:ix då 
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'Clv' 
c dt =o O 
ö-t 

od.t dU.nsamma överg'år till form8n ('!b~_l __ ~ __ ~ 15'0 -if» 
-r---· 

1\ l" i +~+z ]wnst J 
- _._-----~---------- ~_ .. ~_ .. -

(3. 20) 

Datta är Bernoullis ekvation (1738). l'ot är viktigt att hålla, i minnet 9 

att man vid de flesta tillämpningar c;.,V dcmna ekvation måst\:) rälma ned p.ledel­

värden för en större se}C-Cion. Vid t.ex. tillämpningen av Be;rnoullis ekvation 

IJå 011 vätskas strömning i rö:c räknar man i allmänhet mod rörets cGntrumlinjo 

som en etrömlinje och inför i ekvationen m8d8lvärden gällando för hela rör-
2 

arean. Gonom att multiplicera termen v
2 

med en faktorC'Z. , S"nD. varierar nellan 
g 

1 och 2, kan en korrektion införas för dem typ nv hastighetsfördelning, sov. 

existerar i röret. 

3~2L De enskilda krmernas 'betydelse i B~[_1!_?.u}..::1...is _.s:~l];. 

UndQrsöka vi dc enskilda tc::rmcrnas retydcolse i Bcrnoullis l:l:cvation undor 

formen (3.20) finna vi~ 

[z} '=- L 

L 

samt 

Samtliga termor ha siil"d.es dimensionon L (längd) och kunna uppfattas som 

höjder övu:r on godtyckligt vald jämförc"lsonivå dlur utt O-plan. 

Z kallas geomGt.~.:..isk h_()j.§. och angbr partil\:ulns olL.::r sektionens höjdläge 

öVt:;r dl,t valda horisontella O-plnnut. !,) tallo.s tryckhöj d och ang,)r höj den 
$j ------.-~-_.--- • v 2 

av den vätskopelaru ned. specifika tyngden Il"' som gt.,r trycket '," vid hasen. 2 
- '- .g 

är don från fasta kroppars r:wlmnik hekanta har3tighC:ts_hözjdon. Tenna anger, från 

vilken höjd en partikel utan -begynnolseh-J,stigbjt lJ.åsto fnlla fritt för att uppnå 

hastigho-G,m v. Mud hj~np av dessa t()l'r;wr kan tydligon Bcrnoullis dcva,tion for­

muleras så~ När en ideell vätska befinnGr sig i s~E:t~~_c~~:gix strör.:min~ är för alla 

~unk;."t9E_~tofter 'L~ strömhnjc summan av hastighctsh_ö,lcLc]l" -cryckhö,jdcn och dem 

K9.9!nct.:r.:.tE3_lf:..~ höj d~ll_~_ns ~n-t. 

Elcvntionen (3.20) kan grafiskt åskådliggöras så 9 SOD figur 3.12 viso.r. I)van­

för de goomotr:Lska höjderna ha tryck- och hastighutshöjd.erna inlagts. Totalhöj­

dernas ärJdpunktnr ligga på uti; horisontalplo.n, som ko.llas ifrågavarande strönlin-· 

jClS (strörrrt;u~s) .ideoll.9:.....Eivjl .• 
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Konstanten c blir tydligen också cm höjd och har å fig;uren betocknats med IL 

Multipliceras ekvaLiom::n (3.20) med Sf\V (V "" volym) OGh införes? J er­

hållGS 

V 
2 

9,6 'v 
-~ g- + pA V + Ö· z A V '" el 

o 
Undclrsöka vi nu dimensionerrw. på de ingående tornF"rna finna vi 

o 

I-PD.Y·V~J -._ -3 3 ? -2 2,-;-2 [ , " ""- -- N!L ·L· 'L-T "'" M.L 1 '" enerp] 2 g 
- o 

[p A'V]::: H,-1T-2'L3 _. lVlL~2rr,-2 - ( . "'J' 
LA M.w. . -.l .L -- enerpoJ· 

(3.21) 

I överensstämmelse med förut givna förklaringar och i ans1utninf~ tin meka­

niken kallas: 
n 
C. 

.f'6 V'v - vätskeelemontets kinetiska 

pLl,V 

X z.6,V 

Vi kunna således formulera Bernoul1is teorom sålund.a: Vid en idee1 vb-ttskas 

stant l J\V dotta se vi. att Bernoullis ekvation endast är en 

ens ofCirs törbarhot (termodynamikens 1. 
-~--'------------------'~'-----~------~--'~~--'--'--'----'--'----"~--
huvudsats) • Det kan lmnske vara av introsso att påpeka, att många berörings-

punkter exi.stera mellan hydromekanikon och tormodynamiken. Stlrskilt blir detta 
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fe,llot i den mån hydromckanikcn även int:ccEJSe:co,r s 

rö:c,-,lseo 

Fig. 3.13 

Läge 1. 
. 2 

Fe)l .A V l'v1 Ho,stighetsc·mergi 
2go 

T:cyckenorgi 

Lägescne:rgi 

fö:c go,SCI'no,s jämvikt ocb. 

Ex. 3.05. Härled 

1Jurnoul1is ekvation u.ti­

från en enEJ:cgib8t:caktel-

Lösning: I det 

strömmand<::; mediet betrak-

ta vi un st:cömlinje och 

på denna två punkter l. 
och ~. Längs st:cömlinjen 

rö:c sig vätskeelementet 

,Q,V. ~)e i öv:cigt figur 

3.13~ Vi hmna uppställa 

följand~) schema. 

,;LA~~ II 

2 
f2"D.V2V2 

Om nu strömningen sker utan förlust8r? d.V.1:1. ä:c friktionsfri, måste enligt 

lagon fö:c unergiens oförstörba:ch",t gäLla 

2 ,°1 ' t1 V lOY 

2g o 

811er 

+ ." • 6 V +~' o b. V • Z .t'l l (\ l . 1 l 

(3. 22 ) 

Vid d8nna härledning hal' ej p fö:rutsatts va:ca konstant. Denna (:;}evation kan 

därför 1Xt1V ända s vid expanderande go,f3crs ~-3t:römn:i.ng, 

~,~ 3.06. I en ho:risontal :rörledn:Lng är vid d-t ställo vattnets hastighut 

1,.5 m/s ooh trycket 3 kp/cm
2

• Huru sto:rt ä:r tryck\:Jt på utt annat ställE'9 vo,:cs 

~nea ä:c 5 ggr mindre 9 om ingen enGrgiförlust o,ntagus ägo. rum. 

I::9s~ing: Vi tillämpa t:!kvahon (3.20) och ant2,ga d.ut sökta trycket vo,:ra 
2 

Il kP'; cm samt motsvo,rrmde hasti.ghd v 



2 
V 
-+ 10:p +Zl 

~~g 

Kontinuitetsekvationen ger dessutom 

oller 

och således 

Svar~ 

A l 5'A - -, v . . .,. 5 

v 7.5 m/s 

7 52 l r:: 2 
• - oJ 

:p "" 3- = 2.725 
2'9.81·10 

2 
Ilet sökta trycket är 2.73 kp/cm • 

1f.~. 3.07. Vid en vätskas strömning genom dt rör vd mnn, att hastighoten 

i va:cju punkt aven godtycklig sektion är un fu,uktionav punktens rndiel1a av­

stånd från rörcentrum. Berälma vätskeströmmens hastighotsenorgi i scktionenl 

~ÖsninB:~ Vi kunna mod givna uppgifter sym'boliskt skrivn (so figur 3.141) 

x 

J.i'ig. 3.14 

v = f(x) (a) 

där x radiella nvståndet 

från rörnxeln. För kine-

tiskn 8nergien gäller en-

ligt B(;rnoullis 
2 

pdV'v 
d'iYJ '" ---

2g 
o 

okvntion 

(b) 

Om vi blJtrakta den per tids­

cmh0t genom ytelumuntElt dA 

framströmmandu mnssan 9 gäl-

h,r tydl igen 

dV = pV'dA (c) 

och följaktlig8n 9 om dV enligt ekvation (c) subst:Ltue;ras i (b), 

_.PdA o y 3 
d\V <.,,~. ( d) 2g 

o 

För hula sektionon \.;rhållos därför 

Vi[ =: rJ~3dA ~ r l'rf (x)]3 dA 
go go w (3.23) 

Om .f'(x) kan antagas vara symmetrisk med avseende på röraxeln, är 

dA =: 2 'iI x 'dx 

och integralen (3.23) får formen 
r 

w J'l [f(x) ]3xdx (3.2L,) 
o 
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Ex. 3.08. Tillämpa de i föregående exemfGl vunna resultaten på följande 

problem: En vätska strömmar mell an tvenne plana paral1el1a plattor, vilkas av­

stånd från varandra [il' h. Hastigheten varierar från den ena plattan räknat en­

ligt ekvationen (so även figur 3.15:) 

h Ymax ( 2) V =: ___ c_ hy - Y 

h
2 

a) Beräkna medelhastigheten v och b) beräkna ex, d. v.s. om v insättes i ter-
m m 

men för kinetiska energi en, vad skall då denna term multipliceras med, för att 

man skall orhålla verkliga kinetiska energien? 

W 
EJ 

Lösningl a) l anslutning till det föregåend(0 och till figur 3.15, erhålla 

--------,----.----~--~-- vi 

)/t 
,:-.~~":,';_'---....:'~*.~..=.-- ..... --::::;x:-...'"'!.;..-:-..;:::~-. .;.:;: 

"-, 
i v'\ , I 

.-------1.!.~=·---·-~1 v' "l c' .. 
'I 
J 

Fig. ).15 

v 

r 
v Oh "'i vdy 
m J 

och således 

l.rv 
max 

--0-
hL 

h 

Lrvmax I 
}/ 

o 

2 hv 
3' max 

b) Vi beteckna med Vi! kinotiska energien beräknad med hjälp av v och med 
m m 

kinetiska energicm beräknad med hjälp av v. Sl'lledes enligt exempel 3.07 

Vi! 
m 

2 
,(,) 1\ V'v 
I '-' m 

2g 
o 

7-
p. h 'V) 

]ffi ex ph 
=ex' ----

2g 
o 

2g 
o 

8 3 
-y 
27 max 

och vidare 

Vi! 
e 2g 

o 

o 

32 p' y 3 
max h 

J.hOg 
o 

Enligt problemets formulering skall ViT =: 'Jr , vilket ger villkors(0kvationen m (0 

ph 8 y3 Ph 32 :z 
G"'- . 2g '2i 

- ey) 
max 2g 70 max 

o o 
varav 

eX 5~. 1.51j , - 35 
_. 

2 r:'~ 
Svar: a) och b) ex "" J. 1.% v v 

35 m 3' max 



E;x. 3.09. En hävert har vidstående dimensioner och verkar under de på 

figur 3.15 angivna betingelserna, Vilken vätskemängd pr tidsenhet kan maximalt 

tänkas bli överförd? Beräkna dessutom trycket vid hävertens översta punkt A$ 

A 
-r-<~ '-""~-. / "1---

I I 
I . 

l. (', rn 

Fig.3.16 

p 

__ J _____ _ 

Lösning: Maximala vätske­

mängden överföres, om vätskan är 

friktionsfri, då i sådant fall 

inga friktionsförluster uppkomma. 

Vi tillämpa Bernoullis ekvatien 

på vätskeytan i det övre kärlet 

omedelbart utanför häverten och 

på den undre vätskeytan inuti hä­

verten. Hastigheten hos vätske­

ytorna kan sättas = O. Jfr dimen­

si0nerna! Således 

v = {2~g-' '" 4. 87 m/s 
och flödet q blir 

För beräkning av trycket i punkten ii tillämpas återigen Bernoullis ekva­

tion, där jämförelsepunkten är nedre vätskeytan inuti häverten. Således 

2 
v __ fp +0 '" 
2g O 

p "-' PO-l.7 

d. v. s. i punkten il råder l. '7 m undertryck. 

eller 

Tages S0m jämförelsepunkt (-jJla:') Övre vätskeytan, erhålles 

2 
v 

O+PO+O '" 2g + PtO.5 

p 

Bernoullis ekvation s normalen mot ströml en. I närmast fö-
~----------------_._.------.~--~-------------~._---------~-

regående avsnitt ha vi relativt utförligt diskuterat Bernoullis ekvation för 

rörelsen längs strömlinjerna oller banorna vid stationär rörelse. Vi ha visat, 

att den gäll er även i sådana fall, då en samling strömlinj er botraktas , ott 

strömrör eller ett rör, om medelvärden insättas i ekvationen. Detta gäller med 

bättre approximation ju mera parallell t strömlinjerna förlöpa, Besitta ström-
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linjerna däremot en mera betydande krökning, fordT'a[~ ett närmare studium av 

ekvation (3.19). 
2 

PV 
----n 

go 

Vi unders öka ett par enkla fall, som samtidigt ge oss en möjlighet att 

definiera ett par viktiga begrepp. Strömning:on antages vara statiniir och 

banorna cirkelbågar. 

Ekvationen U .19) skrives då Hi.mpligen (R 

2 
~J2. +ydz '" ,OV 
dr O dr g r 

'o 

konst. r) 

(a) 

a. Vi antaga nu att vinkolhastigheten för samtliga vätskeolomont är 

konstant '" OJ. Sål edes 

V "" (--vr ( b) 

vilket vi infö ra i ekvation (a) 

d d 
2 

p , Z Pu) r ( ) 
dl' + d dr "'; -g- C 

o 

Multiplicera med dl' ooh integrera från r
l 

till r
2 

(inifrån och utåt, var-

vid toclmet på z ändras D 
( d) 

och således 

U .25) 

,, _______ " __ ,,_, ,_., ___ , ~.,,, _,,". ,,,.",, _._". ______ "'''~ ... ,,_,, __ ,, ____ ... ______ '''_J 

Denna ekvation kan tydligen lätt transformeras Över till formen (3.26), 

som endast med avsoende på tecknet för p skilj Gr sig; frhn Bernoullis ekvation 

2e~ 'o 

(3.26) 

Om rörelsen antages ske i saITLma horisontala plan eller i övrigt olikhoten 

i höjd kan försummas i förhållande till övriga termer, övergår ekvation U.25) 

till formen 

Denna ekvation kan tydligen användas för att berälma trycket i en roteran­

de väts Jca , som befinner sig i relativ vila med avseende; på det kärL vari väts­

kan förvaras. Förutsättningen om don konstanta vinlmlhastighoten innebiir nämli­

gen, att vätskan närmast roterar, som en homogon fast kropp efter uppnått sta­

tionärt tillstånd. 
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Ex. ~. Huru högt kan trycl::et stiga i on ultracontrifug mod 

n = 40 000 r. p ,rn., då kärlet, som är fyll t mod vatton, har on di amoter av 

150 mm. 

2 
2 

f.i (/d 2 
:P=--r 

2g 

1 00 ( Ljo. 000'21() • 
_' __ ._. _-·, __ b_O_~-=-__--,-.. ...::....... J']/ 2 
00' •• cm 

27981 "o 

QQ_000"987°56.25 
9.981 

Ex. 3.11. En helt vattenfylld cylindrisk behållare, vars höjd är liten i 

förhåll ande tin diametern (d oc" 200 mm) roterar mod c-:>OOO r/m kring sin vertika­

la axel. Beräkna påkänningen i cylinderviiggen, som är utfc5rd i 1 mm p1å t. Med 

påkänning wmas belastningen di vidorad mod don yta, som upptar belastningen. 

I:ösning: Ekvationen (3.27) ger 
<) 

.

'1',,1'" 0.001' (200~~2 ) c. -10
2 

4000 '9.87 
1..' -~:-~m:r--'--'- 20ger=-9 / 

0 
2. 2L~ kp cm(-

b. Vi arrtaga att hastigheten fir indirekt proportionell mot radien. Så,lodos 

Vl v2 _. 
r 0 c: .. 1"1 

eller, om vi H';.ta v och r beteckna tvenne godtyckliga sammanhörande värden 

v '" 

Infcira vi detta uttryck på v i ekvation (3.19), orhållavi 

dr dz 
d~ + o dr g • 

o 
Multiplicera mod dr och integrera mellan 1'1 oeh r

2
! 

n ~ ... ) + VZ - ')'z 
.c: 2 l, 1 ()"2 t 1 2g 

O 

2 
mon nU är v

2 
varför ckv[~tionon följo.ktligon kan skri vo.s 

2 
pVl 
-- + ]J o. + .v Z ,. "'" 

20' '.L OJ .L 
'0 0 

2g 
o 

I- r + ~. Z .' 2 " 2 
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011 er 
2 
~ + ~ + z '" kons t • 

g o 
(3.28) 

Denna ekvation är idontiskt lika med okvation (3.20) gällando för rörel­

sen längs strömlinjerna .• Det är tydligt, att vid denna f:orm [';'1[ rörelse summan 

av rörelso-, tryck- och lägesenergi är lika och konstan~ör alla punkter i 

vätskan. Vi skola visa att denna rörelse 0.1' vad man kallar virvelfri (rotations-

fri) • 

10. t os s betraIda fig;ur 3.17 a. Våtskee10mentet A doltar i en vo.tskerörel­

se karakteriserad av att v '" c,)l' för samtliga element. Eftersom hastigheten 

växer proportionellt med radien r, kOllilller elementet I\. att röra sig så som figu­

ren visar. Men dwtta innebär, att diagonalen d i läge 2 har vridit sig relativt 

läge ~. Saken kan också uttryckas så, att elementet A har samtidigt med sin för­

flyttning längs banan vridit sig kring sin egen tyngdpunktsaxel. Detta betyder 

att tangentiella krafter ha vorkat, d.v.s? vi kunna vänta att denna strömning 

förekommer överallt, där viskositGton är hög ollor stora relativa hastighots­

differenser uppträda, t.ex. i närheten av fasta väggar. Strömningen kallas 

virvelströmning (rotationell). 

\ 

Fig. 3.17. 

Botrakta vi d1:).remot vätskool ementet,3 rörolso i b figur 3.17 J så giilJ.er där 

v '" 

Det kan visas att, fastän elementet såsom figuren antyder under rörelson de­

fO~=J diagonalen d hola tiden behållcr sin riktning ofcirändrad. Här föro­

kommer m,a, ord ingon rotation kring elemcmtets aXGL Rörolson kallas dtirför 

rotations fri. Densamma kan i sträng mening endast förekoIrillla hos ideella vätskor 



mon vid små hastighotsgr8.diontor och liton viskositet kan rörelson approximative 

anses förverkligad liven vid rnångll naturligll strömningsförlopp s.k, E.::~ontilll-

~.:~E~~~!.:12 ' 

rolse kan skrivas 

o 

Bevisa att on vätskoströmning , för vilkGn gäller 

'J 
V "" -r 

(c := konst,.) 

är rotations fd ! 

B'Jtecl::J.inf,"rna på fl gUl' 3.18 bohöva ingon närmare förk1 aring r~; 

Do go or.lOdolbart sDJnbandon 

\( 
~i/~ 

I 
I 
I 

1'x" ,13, 

(so fig, 3.19;) 

c 
v -

v x 

v 
y 

r 

c 

'" V CD:: ej..=: 

cox 
+ 2- 2 

x +y 

l 
I 

r:onom partioll dori voring 01'­

hållos härur 

2 2 
+ .L:::~ 

( 2 2) 2 x +y 

2 2 
Y -x + •. _----

( 2 2)2 x +y 

222 2 
Y ·,·x -y +x 

• C ~~._,~._.,_.,_...-.----. 

V.S.B. 

• C 

, C 

o 

Lufe strömmar i cm krökt r1)rlodning av vidståondo dimonsioner 

Cm 1u"tons täthot är f:3' kg/n3 och hastighGton i centrum 15 mls j 
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huru stor är då tryckskillnaden mellan ytter- och innervägg på rörat i rör~ 

kröken? Hastighetsfördolningon 

1~ .3600 

I\P -
e 2 r) 

---- (0.3 - 0.2"-) '" 
2! 9.81 

antas följa formeln 

~sninf?: Vi tillämpa ek\Ta­

tion (3.27) 

f " r '1,2 2 2 ' ...... ( ) 
--- r -r 

2g 2 l 
o 

Alla mått 1 m och kp. Sålodes 

U) '" 60 

l.lh kp/m2 

.3~22' Tor1co11is lag. Vi botrakts. on ideell vätska i on bohållaro mod 

aroan f, . På djupot h '.mdor den fria vätskoytan finnes on i förhållande till 
o 

f, litcm cirkulär öppning med arean 1\. Vätskoytan i behållaron hf",lles genom 
o 

kontinuerlig tillrinning på konstant nivå. So f. övrigt figur 3 .20 ~ 

p 

Fig. 3.20 

eller 

Enligt BornauIIis ekvation 

gäll or då för on strömlinje 

2 2 
Vo Po v" p 
-- + _ + h "" - + - (a) 
2g \ 2g \ 

;-----p.:-rr--, 
v "" II v 2 + 2g (h +-~- ) ( b) 

o l, 
Kontinui tetsvillkoret ger dossutom 

v· f, '" v .f, 
o o 

ollor v 
o 

A 
:=; - • v 

A 
o 

Införos detta i okw1.tionen (b) 01'-

hållos 

2 P -p 
v" + 2g(h + ~) (c) 

,J 
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Om fl. är mycket liten i förhållande till 

av l. Ekvatienen (3.29) antar då formen 

(I:: )2 ,kan 11. försununas vid sidan 
o 

i Pe 
v := \! 2g(h + -\ -: ( d) 

I allmänhet är Po p atmosfärtryckotvid vätskors utströmning, vilket 

gOl" 

Detta är Toricelli.::. lag (16L~3). Av denna framgår att ytströmningshastig­

heten är lika med sluthastigheten ~os en kropp, som_får falla fritt från don 

fria vätskeytan till utloppsöppninge~. En direkt tillämpning av enorgiprinci­

pen gOl' mora omedelbart sarmna resultat. 

~ 3.14. Mod vill((m hat3tighet utsträmmQr vatten under atmosfärtryck ut 

i VQcuum? 

~ö,sning, Torioellis lag gOl" 

v == \/2g =: \/;"9-:~-~r~~~~o' == \/20g '" lL~.o mls 
i:. 

~2.l5. I en vertikal vägg utmynnar ett horisontollt vn.ttenledningsrör 

l m över markytan. Vattenstrålen träffar den horisontella markytan 2 m framför 

väggon. Med vilken hastighet lämnar vattnet röret? 

Beteckningar och antaganden frEtmgå av figur 3.21. 

j, '.'i:. _) ;c\, 
._~ -' \/.., ,(- -;:;~-< 

I 

I 
? ,'y/ . 

I -:t ? In 
:':;: j( 

---_ .... ~-- ,,_ ..... ! 

Vi Hinka ess fÖljEt on partikel 

från Ii. ti 11 B. Tiden här för an­

tages vara t sek. Följande ekva­

tiener erhållas lätt 

(a) 

E':lr,Vc','t l' onw"n (c> ') ~" .c c.c kvadreras, vilket 

ger t 2 L~ Dotta införos i 

Fig. 3.21 
;-2 . 

y 

ekvationen (b), varur v sedan löses 
y 

v '" \/2':9':81'", h.43 m/s 
y 

Svar: Vattonstrålon lämnar röret mod hastigheton 1.j. .1.13 m/s. 

Ex. .16. Bovisa n.tt, om lika stora volymor Q av tvonno gasol' (ollor 

vCitskor) ro.r strc)mma ut ur ott kärl undor exakt rwmma villkor, så gäller 

t 
2 

l ~ l 
"" 

t 
2 

~ 
~. 2 
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där Yl och .)2 äro gn.sornas spocifika tyngdor samt t l och t 2 motsvarn.ndo ut­

strömningstidor. 

Lösning: Toricollis lag och kontinuitets ekvationen go 

oll er 

och sålodos 
o t e_ 

l 

~2 
2 

X -l 
V.S.B. 

3224. Om trycket i on strörmmmdo v~lts.l(Q. Dot tryck. som råder i en väts­

ka i vila kalla vl hydr~statiskt tryck. Om ingen strömning ägor rum i röret a 

-----------_._---
Fig. 3.22 

figur 3.22, ligga vätskenivåerna i kärlet b och tryckrören c, d och e på on 

horisontell rät linje enligt la~~ ko~ni ~9.5:. kärl. Dennn. linje samman­

faller med den i avdelning 322 definierado idoolla nivån. 

Vid strömning visar det c:.;ig nu, att vätskani våerna i samtliga tryckrör 

sjunker boroende på att on del av d(m tillgängliga tryckonorgion H Ö t,\/ omvand­

las till hastighetsenorgi. Skriva vi Bornoullis okvation undar forman 

visar det sig, att 

2 lV +P+öz == c 
·go 

samtliga termors dimonsi.on 

samma dimension som tryck. 

-1 -2 är [LV formon V1L T , d.v.s. av 



.Te::t:.2J:Ls:r}_J~,LJ~om visar tryck8t i dd~ strÖrnmand0 ,::.ä~t_sl~aE.:..2 kanas hydrodYl!E.:­

::E!:.:h'?l~~_~E.;y':ck" Det är det tryck som dOG strÖmmande; m"diut utÖvar på begräns­

ningsytorna (rÖrväggen) o Vätskenivåerna i k,ärlct b och trycl::rören (piezorwter­

rörem) c ~ d och e ligga nu ej längre på en horisontell rät linje: utan på on 

kurva 9 vars form visar sig bero av huru tvärscktionsECTcan hos rörc;t a variere\r 

längs strömlinjen s (su figur 3 o 22t) Kurvan kallas .hx~lrat~lisk tryckEn,je eller 

enbart .!!ycklin;l o. Vid icke ideellEC förhållanden är denna naturligtvis också 

beroende av den strömmande vätskans viskosj_tet och rö:cvägguns beskaffenhet 

(so längre f:cam~) o 

2 
PV Termen '-2"- kallas hastighetE;tryok. Den kallas ävcm stagnati.onstryok 01-

--- g -
lor dämpningstryok~ då den är lika med det tryck 9 s om UPl)kolnmer ~ om vätskeström-

rnon StoPPOB upp mot en fast vägg. 
2 

§u~man av P SJcJ:!: ;~ l::allas totala tr,yckd. 'J\)rffien;>(· z är en mot den teo·­
o 

metriska hÖjden z ckviyalcnt tryckhöjdo Om rörets contrumlinje är horisontell 

är (jz "" konst och sättes i allmänhot '" O, 

]Jen här införda tcrminologi0m är ej allmänt antaGon 11 tem dom>amma växlar 

i olika läroböoker. Ofta SOl' man t.ex. tormen 2::!.3:. kallas dynamiskt '~ryck. 
go 

Vi skola dook i fortsättningen använda oss av dc ' här införda benänmingarna. 

För näJ.mare stucliwn av metoderna för expeTj,mcmtell uppmätning av dc olika tryck­

formerna i en strömmandE.; vätska hänvisas till j, slu-[;vt av detta kompendium upp­

tagen litteratur. 

!'b~.2. 17.. Här 1 ud et t u tt ryck 9 s om anger huru tryck1 inj en vaT ierar genom 

den koniska J.'örsektionen il figur 3.23, när flödet är q. 

ncrna 

gor 

lVlecl de på figuren ~införda -bckckningarna c;Thål1es lätt 0kva tio-

x 

}i1ig. 3.23 

Il 
X 

y--r 2 

I-x (enl.likfo) 

(a) 

~. (on:l. kontinuitets-
x elev.) (b) 

Ur ekvation (a) erhål­

l(~s d8n variabla radien y 

till 

som inföTt i ekvation 

(c) 

(b) 
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c J som överför ekvation (d) till formen 

Hastighetshöjden blir s&ledes 

2 
v 
2g 

Trycklinjens ekvation blir 

C) 
L 

---q----
2g1c

2 (r
1

-cx)4 

2 
H--2-----. 
. ? ( )1+ 2gn- r1-cx 

( e) 

(f) 

Framställ funktionen grafiskt och visa att den är monotont avtQgrmde samt 

konkav nedåt: 

a Inre friktion eller viskositet. 

Vid all rörelse uppstår friktion, d,v.s, av de aktivt verksammQ krafterna 

uppväckta passiva krafter, frikt;~5:.~J::raft~. Dess a ~(rafter uppträda överall t j 

där relativa hastighetcldifferensor existera och verka läng::: de glidytor, som 

finnas. Friktionskrafterna motverka rörelsen och förorsaka onorgiförluster. 

huvudsakligen genom att ()vorföra mokanisk energi tin värme. 

Om en vätska rÖr sig i ett rum uppkommer även av friktionen förorsakade 

energiförluster. Dessa kunna s . vara av tvi\ f:lag 1. av friktionen mol1an 

vätskan och kärlväggen förorsakade energifC)rluE3ter och 2, av frildionen mel-

1an olik[1. vätsk:epartiklar eLLer vät"koskikt, som röra sig rolati vt varaudrfl, 

förorsakade enorgiförluster .. 1)onnn roenare form av frildion kallas viskositot 

01101' inre friktion. I allmänhet antar man. att det vätskoskikt, 80m befinner 

sig närmast den fasta begränsningsytan ollor väggen, iiI' fu11 ständigt adderat 

til1 väggen och har hastigheten O (boundary layer) . Vi skul1e sålodes vid en 

v~tskas rörelse alltid ha att göra med detta senare slag av friktion. viskosi-

tet. 

Vid våra hittil1s gjorda härledningar och diskussioner ha vi endast i för­

bigående omnämnt vätskornas viskositet trtan att nhirmare beakta dc krafter. som 

härvid uppstå. Detta ha vi kunnat göra. dels där för att de i statiken hrlrleddn 

lagarna hänföra sig t:Lll vätsko~' i relativ v:Lla J då viskosi teton för ccl1a väts­

kor är OJ och dc,ls därfC)r att vi i första hand Gträvat. att införa vissa för all 

vätskerörelse giltiga kinematiska begrepp och att våra dynamiska betraktelser 

knutits till den ideel1a vätskan. I närmaGt följande avsnitt skola vi nu något 

närmare studera :,::~sl\.Osi t~te~ ro el, beueppen dy.:::~~iG~ __ ~2:~!:or.E2~.§he! samt dimen­

sion~naly~. Så rUGtccde kunna vi sedan utvidga våra härl Gdda lagar framför 
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all t Bernoullis teorom att även gälliJ, naturliga vå tskors strömning. 

331. Definition av begreppet viskosi t:~t, enheter. 

Nowton fann, att don inre friktionon mellan två vätskoeloment är oberoende 

av normaltrycket mon proportionell mot de glidande ytornas storlek samt mo't has­

tighetsgradienten mellan dom. Betecknas ytornas storlek med AJ avst~ndet mellan 

dem med ,6 h och hastighetsdifferensen mellan dem med /)..v samt proportionali­

tets faktorn medp., så gäller tydlig;en fö r den tangentiella kraften F: s storlek 

ekvationen 

:I" "')L' 1"1. 6h 

-------------------_. 

; (),y 

Om hfc1.stighetsfördelningen såsom 

i figur 3.2h ej är linjär utan så 

som i figur 3.25 följer någon an­

nan kurva, rlli\ste ekvation (3.31) 

f3 kri vas 

Divideras ekvation (3.32) 

med A, erhålleE1 

'/'"" l/lv. (7, ,'''3) 
" 1" dy ./ ./ 

Det är tyeligt att 'i/ är en skjuv­

spänning (= tangentialspänning) 

med dimensionen k:c'aft/ytenhet. 

Löses ~ ur ekvation (3.33), erhål-

les 

. .••• l" -l -·1 
Den dynamiska viskosi tetsenhoten i e-g-s-Anheter bl1r dador ~ ·cm __ ~ 

') 

eller dY!2:..:.~_:cm{·> Enhetens namn är Poiso (efter P02-!!.Gt-~::L~~.~' fransk votenskaps-

man 1799-1869). En van1ig; mindre enhet är con~2:..p0.ise, som utgör ~:_~~Poiso. 

Vattnets ska viskositet är vid +20
0

0 i runt tall eenti se. 

En ofta i hydrauliken uppträdande kvot är dynamisk viskositet/täthet el-

ler kvoten ~~. Denna :kvct har därfc:ir fått ett särskilt namn ceh kallas 

kinematisk viskositet \.) (ny). Således 
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I c-g-s-enheter blir tydligen enheten 
2, -1 

cm s • Det kan vara värt att obs er-

vera att för vatten, vars täthot ju i allmänhet kan sättas =: 1, är v numeriskt 
2 -1 

lika medp. .,) i cm • s ':m.~~a':....?to~ (efter George Stakes, engelsk vetenskaps-

man 1819-1903) , 

Hos vätskorna sjunker viskositeten med stigande temperatur. Föl' vatten 

gäller härvid enligt !:~~seui~~~ 

0.0178 
..) ::: ----------

o 
1+0.0337't+0.00022·t

L 

2/ cm s 

I tabell 2 återges ni.\gra värden för viskositeten hos vatten. 

Tabell 2. Vattnets viskositet iStok, 

Temperatur V 1' emperatur J 

°e cm
2
/s °e 2/ cm s 

O 0,0178 20 0.0101 

10 0,0131 50 0,0055 

15 o. ol1L~ 100 0.0027 

30m jämförelse kan nämnas att luftens k:Lnemat:LsIG;\' viskositet vid 20°C är 0.1L+9 

cm
2
/s (obs! ca 15 ggr Gtörre än vattnets ": .. d samma temperatur) • Glycerin har 

vid temperaturen 3°C J" 33,[rO Stok, 

På de många i tekniken förekommande onheterna för viskositet finns ej här 

någon anledning att närmare ingå. De kOlllllW frnmför allt tUl användning i smörj­

ningstelmiJmn, och den intren serade hänvisas för närmare s tudium till l i tteratu-

ren, 

Inverterade värdet av viskosi tetcm benici.mnes fluiditet. 

Ex. .18. I am31utning ti 11 figur 3.25 antages hastighetsfördolningen vara 

2 
v '" 5y + 10y-

Y mätt i cm och v i cm/s o Beräkna ~.~~!.:!J:.~~t~~E!.:-di~E!:ton vid nodre väggen och 

8 cm från samma vägg! Huru sto:: (tr skjuv3pänningen på väggen, 0;:1 väts)wn är 
o 

vatten av temperaturen 20 C. 

Lösning: Don givna ekvationen för hastighets fördelningen doriverlls med 

avseende p& y. D& erhålles 

5 + ~?() Y ( a) 



dv == 5 för y ,,= O och dl v "" 5+20·8 = 165 för y 8 dy - ey 

Skjuvs})1inningcm på väggem blir 

"" P~ "" 0.010 (5+ 2 0y) 
') 

varav för y ,,, O 'D' =. O. O'jO dyn/ cm
c 

• 

,1rman fast cylinder, vars diamui;cjr är 10.02 cm. Om m",llanrUITlBlJt mollctll cylind.-
o reerna fyl1us med vatten av -!kmp",raturon 10 C och rotcctionshastighl;tun är l ra-

dian/s y huru stort vTidandu momontbuhövs då på dun im'G cy1indl;raxuln för att 

övurvinna dot av vattnets inre friktion förorsakade motståncL;t pr dm av cylin-

derlängden? 

-------·-----------~-~T 

0.0). < 
C rYl ) 

() Cu -'" l raY;' 

l' 
II 
II 

T 

l 
I 
l c/n-) 

1_ 

Fig. 3.26 

momentet. 

5 'F' dynem 

M 1311C '~:5 dyncn pem 

M 10.5 :rem 

Ex. 3.2.2. I 0n fast kropp gäller för 

skjuvspärmingon 

""- G·v t. --- () 

där 'r: == skjuvspänningen, G = fJkjuvGlastici t0tsmodulun och (} "" vinkolförändringcn. 

}i'ör snå värdun på ö'kan denna okvo:tion skrivas (s,; fj_gur 3.27~) 

~,. '" G • dx 
t, dy 

d.v.s • .0k,juvspänningon är t::roportiondl m.ot vi!l1~c;}!~~Eg,?12:..r.?:-Il:€.;:~. }30ViB['- med ut­

gång'spunl<:t från dotta 9 :l,tt i en vätska är sk:iu2EJ?}i:~nill.D\jnE.E9portionell r:lot vin­

.~.;..~:x_öEä2:l~~rjngcmB -1~~fJ t ighc t 1 

--I' 

(Iv 
-j 

I 
)L-I'";: __ ~~_~~'--.L~ _________ ":> 

:F'ig. 3.27 

x_ 

dv 
y, '''P-d .y 

dx 
y ,=,-
o dy 

(a) 

(b) 

Om vi duriyc:r~'" (lunna L:kv~l.tion L1Gcl avsocm-· 

de på tiden t ,~rhål1't vi c;tt lxttryek på 



-61-

~. _ ~ (dx) el (dx} 
d t - d-t dy =- dy '\ d t l 

vilkut insatt i ekvil-tion (il) ger 

~y (v) 

dv d~' 
/-1.. - "" /J, dt' dy . 

dv 
dy 

(c) 

I avdelning 13 hD, vi redan stiftat b8kantslw:p med vissa begrt::pp ur dimon­

_i'!..::~_on~:E_D.:lysm};, varför vi här kunna hygga vidaru på dat där genomgångna. Vid 

grafiskt och analytiskt angivandu av fLmktion,,11a s2.mband, där många variablur 

ingå~ har det visat sig synm;rligcn värdefullt att sammarLföra dos:':la :L di~­

"~OP8JJ?Se- gruppor. Härigenom nedbringas antalet tcrmur (:11:.;1' variablur i det 

slutgiltiga uttrycket 9 och de expc,rimentel1t tollor på ann2.t sätt funnil samban­

den bli oberoende av df'; valda fysikaliska enhcturnc.? eller uttryckt på annat 

sätt daras numeriska värd on ändras ej vid övc,rgångon från det ena enhctssyste-

mut till dut andTo.o En av dimensior.,sanalyc~ens huvuclupPGiftc;r äT därför att fin­

n2. ulh,r ange det lämpligastE::; sättet att arrangera. dc ing' endG v8"riablcnna 9 vil-

1<:8. an.tag'as varet l<:ända ~på fÖrrlClYld(l Den slutg;iltigCL forDon ]?å det sö:kta sunbandet 

kan däromot dimonsionsana1ysen ej ange. Endast 0xpc:rimentulla undursökningar 

kunna avgöra dotta. Dimcmsionsana1yscn ha.r också bidragit '1tt utveckla ratio­

nella metoder för omv::::.ndJingsräkningar vid övc:rgång frfLn utt onh,;tssystom till 

utG ann::d och för prövning av ulz:vationers fysikaliska giltigh(,t (m. avs. på di~ 

mcnsioncn) m.m, 

Do grundläggando id8erna i dimensionsanalysun gå tillbaka på Nowton och 

åturfinnas :i. hans -borömda w[Jrincipia". Dim"nsionsanalyson h:\r SE;dan utvecklats 

och förts vida.r8 av nånga frD.mstående matmuo.tikur och fysiker såsom FouriGr, 

§..!g}zu E!.. 9 BE:Y~:!:g.h9 Rcynolds ;n.:fL Ett vjJdigt bidraG h::::.r "LmdoI' sunnre år givits 

av amurikanaren ~:2-_9.~in~ gEmom hans s.k.?};' -tuC?!:'.ep:. 

Dimunsionsanalyscms användbarh(;t bEd.y Si:jS i dd följande; först ncd någTa 

m"ra ccllmänna t;xempc1 9 va:rvftcr 13uckinghams Te -tuoreL1. genomgås. 

9 att dc ingående termerna 

och såluduEl (ekvationons båda ncnnbra äro ur fys:Lkalj.sk synpunl\:t 2lncmsionslika. 

En sådo.Yl ekvD.tion 1mll8.s ur d_cnna synpunkt h~~:!.!.~ (jfr natumatikcns tern hono-

inom dun moderna hydrodyno.mik_en s ök"r nan ange alla s:::u;!band så 9 a t t 

du äro ur d:Lllwnsionssynlm.nkt honlOgunao Detta kan därcLlot knappast sägas OJ;! dGn 

äldre hydraulikon 9 som innc:hållur en nängd fo:rralur, vilka ur dim8nsionssynpunkt 
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~ro f~ga rationella. 

Ex. 3.21. Bevisa att i ekvationen 

p 
A 'I 2 "-v.) 2 
-- r 
2g 

o 

h~gra sidan har dimensionen av tryck och unders~k, i vilka enheter do ingli.ende 

storheterna skola inf~ras i ekvationen f~r att p s kall erhållas i kp/ cm
2 ! 

Lösn~: Vi unders~ka hög;ra sidans dimension 

I
·.. 2 2 

p ()).!- - -3 'r-2 L2 ~.rrr -1",-2 := 1.i /[, • . ., := 1I11-l 1. 

! 2g 
c. '0 

men 

[tryck J 

H~gra sidan har all dimensionen t . Om vi uttrycka alla storhetor mod 

hjälp av cm, kg o ch seko) beira vi erhålla p i kp/l).u
2 • Vi pr~va 

p 

fl (':Sf2.
3
) e} ( ... ~,~,) ,r2

( cm
2

) 2 2 
cm s (71( .. P w r 

p 

2g 
o 

?g., 
o 

2g 
o 

kg 
-'---2 
om II sc;k 

Ex. 3 022. I amori kansk Ii tteratur f~rekommer ett onhetssystem, som har 

f~ljande grl~ndenh(lter~ 1. enheten r~r massa 81ug, 2:. anheten för kraft po~nd 

och 3. enhoton fö:·".ccol~-ratioll foot/s
2 

o Detta g;or Newtons kraftekvation fo rmon 

V~rdet av g blir i dottaRystom 32.174 root/s
2 

noh vattnets t~thet 1 ,9L~ 
() 

slugs/oub.foot o 

a. Om go i metersystemet stittos 

amerikansk fot? 

eller 

l fot 

980.665 cm/s 2, huru många cm ~r då on 

b. Vilket samband råder mollan .~2:~.~ o'Jh kg? 

T ~snl' ng' F~ru+Cs?·'-t11inc(~3.rna ·t~l· l ~_" _~_ . .2. • v v..., ' oss att omedelbart uppskriva ekvati~-

nen 

1. 
nlugs 
----7.' 
root] 



Således 

varav 

1 .91.1. s l :3:.~~ 
foot J 

1.9}..j. 

1 slug 

7 

)0057 
kg 

1.94 

l ,9L~ 

r-053 
), . 

slugs ---7-
dmJ 

lL,,59 kg 

kg 
l -03 

dm 

Ex. 3.23, Är konstanten i den s.k. de Chezys' formal v'" C VRr"dimon-

sianslös? Bokstiverna betockna: v = hastighet, 
höjd 

I '" . liingd 

[c] 
LoT-l 

l. 

I,2 °10 

1- 'l "2 -. L T 

C =: konst., 
yta 

R =: ---- och omkrots 

c är således ej dimensionsfri , vilkot i.nnebär, att om c tir' given i ett 

visst [lystem, så Eindre.s i aJ.1mänhot deSfl numadska vtirde vid övergången till 

ett annat ell.hotfl21ystem. 

Innan vi gå in på en nl:trmare diskussion av Hur-kinghams 'Tt -toorom, kan dot 

vara lämpligt att medelst ett för många välkänt exempoJ. repotora några av di­

menflionflanalYflonfl grundtankar. 

Vi anta.ga, att man om on sv1:i.ngande (matematisk pendel) VGt, att dess 

flvängningstid t beror av pendelkula.ns .massa m, pendl:lllängdl:lll l och tyngd­

accelerationon g, Såiodes 

Enligt.vår forell'an p:J. ao~t okvationer, som ango fysikaliska samband, flkola 

vara ~.::.mog;~~.1~ i dimen.sionch'-insl:lEmde, nåst01 högra flidan i ekvationen (a) ha di­

mensionen tid. onär vlins~ra sidan har det. Dimonsionsformeln för okvationens 

(a) högra membrum knnnani symboliskt skriva 

( b) 

där x, y och z beteGkna de obekanta potenser, vartill m, I och g skola upphöjas, 

för att dimonsions1iJr het med tiden skall erhållas o11er i ekvations form 

T1 "' ,,1-ry+z'I,-2z 
lVi ) ( c) 

Fordran på att högra och vänstra sidan skola vara identiskt lika gOl' vid torm-­

vis identifikation ekvationssystemet 

x O (för mas san) 

y+z O (för längden) 

-2z l ( f()Y' tidon) 



Detta ger z "' -~-, y oo~- och x '" O, vilket tillåter oss att skriva vår 

ursprungliga ekvaU on (a) under formen 
1""'-...;0, 

t '" f(J~) 
V i~ ( o) 

Vi kunna såll~des vänta, att svangningstidon skall vara on funktion av uttrycket 

I sin enklasto form har denna funktion utsoondot (för on (:;nkol svängning) 

Experimentella undorsökningar och toöretiska analyser visa, att gonorol1t 

t =ii.,/r. r((f) 
~, g 

därtJ är d.s.k. utslagsvinkeln, vars dimension är O 4== båg~_). 
radlo 

Dot f'orogående exemplet har visat, att man genom on dimonsionsbotraktelse 

kan erhålla värdefulla resultat, som tillåta on viss förutsägE)lso, om formen 

på ett sökt fysikaliskt samband och om huru dc experimontollt bostämda värdo-

na böra anordnas. När antalnt variablor är stort, är det lätt att inse" att 

ovan tillämpado onkla motod orbjudor vissa sv[~righotor mod aVSGOnd .. 3 på möjlig­

hotGn att erhålla tillräckligt många okvationor för bostämmandot av do sökta 

oxpononterna x, y, z o ,s .v. Dot är här Bucldnghams 'i-i: ··toorom kommor till an­

vändning. 

Låt oss antaga, att ~torhot.::.~ q] J Q0' q3 ••• q förckoml1H:ir i ett visst 
- L _ n 

fysikaliskt förlopp och att dot funktionolla sam1)andot symboliskt kan c3krivas 

(3.36) 

Vi antaga dossutom, att dossa n storhoters dimensionsformlol' innohålla m fun­

damontalcnheter ( som för massa, längd, tid otc.). Under desse. förutsätt-

11: -toorem, att det funktionelle. sambe.ndet också 

kan skrivas 

=o O 

där varje '7(, betyder en oberoende dimensionslCis grupp bildad av m+l variabler "-------------------,""-----
9.' En genereLl härledning; av detta viktiga -teorom skall icke göras här, utan 

dess närmare innebörd skall belysas mGd någrQ exempel. Vid våra tillämpningar 

inom hydrfldynamiken blir m = 3, onär våra fundamGntalenhetor ju l:i:ro maSSQ, 

längd och tid. Vi utvälja tre q-termor, vilka vi sodan tillsammans :i. tur och 

ordning kombinera med de åtorstående n-3 q .. termorna. På detta satt erhålla vi 

n-3 grupper mod h q-termer i varje grupp. Do fcir varje grupp gOlllcmsamma tre 

termerna antas ha obekantf'l. oxponcmtor; !nedan den L_:d'0 för gruppen spociollfl 

termen införes med oxponenten 1. För varje grupp bestämmos sodan do obokanta 

expononteY'na ur kravot på dimonsionslöshdt. PÖl' don i:te gruppon skall alltså 

gälla 



där 'Te
i 

är ett dimensionslöst tal, qa' qb och qc de tre för alla grupperna 

gemensamma q-termerna, X.' J Y., och zJ' de sökta oxponentorna samt ql' don spoc:i.-
.l J. . 

ell t införda q-termen med exponenten l. På dotta sätt orhålla vi. n-3 re -tor-

mer, vilka ger oss möjlighet att uppskriva vår sökta rJ -ekvation C3 .37) . Ur 

donna kan scxlan varje 'Tt tänka.s framställd såsom ElD. explicit funktion av de öv·­

riga e11 er symboliskt 

(3.38) 

Vi belysa innebörden i -teoremet med några exempel. 

Ex. 3.2L~. Vid en vätskas stationära rördIso i ett rör kan man vänta, ------
att tryckfallet pGr längdonhet boror av rörets diamoter D, modelhastigheten 

v, vätskans täthet e och den dynamiska viskosi teton fl. Bostäm lämpliga di-

. l" l menSJ.ons osa gruppGr. 

~~~ning 1 Det funktionella sambandet kan enU gt dot föragå ondo symboliskt 

skri vas 

( a) 

Vi uppställa följrmde översikt av ing~lendo variabler och c10ras dimensionsform­

ler 

Variabel 

rrryckfall 

Rördiametor 

Hastighet 

Täthot 

Dyn. viskositet 

p 

D 

v 

Dimonsionsformel 

L 

LT- l 

-3 MI, 
ML"·l'l'-l 

Enligt~ -teoremet blir antalet dimensionslösa grupper n-m = 5-3 = 2. 

Vi välja D, v och p som genomg8.cnde primärgrupp och kombinera donna med p och 

/i". Här finns det naturligtvis olika möjlighotor att välja dossa tro, mon oi'­

torsom vi i fi:irsta hand äro introssorade (;l.V tryckgradionton J är dat lämpligt 

att ha p ingåendo i ondast on n' -grupp" I övrigt kan ondast ori'aronhot ('ch 

gängse praxis go vid handen, vilka storhotor ) som Himpligon sammanföras. Dot 

är naturligtvis också möjligt att pröva olika kombinationor och so, ~.lka som 

.förefalla lämpligast, Vi kunna såledos skriva 
Xl Yl zl x y --y. z - 3 z 

',(, D v fl P r.. l "L 1 T'l· rvr 1r.. 1. 
.l 

x y -y 
T

2 'I 2 'II 2 J-1 -.J .' 

( b) 

( c) 

Ekvationen (b) ger i'ör besUinming av xl' Yl och zl ~ i enlighet med [\tt Tt , 

skaLl. vara dimensioDCi l ö,::;t, ekn'lti ons Jy"temot 
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" I 
x J+Yl-3 zl 

o I 

) 
-Yl-2 o ( d) \ 

I 
l' z +1 O 

l 
,'-. 

vilket ger Yl -2, 2
1 

'" -1 och xl == 1, varför vi kunna skriva 

( e) 

Ekvationen (c) ger på samma sätt 

f X2+Y2-3zil 

J -y -l 

l ':+1 

O 

o ( f) 

o 

-L z2 "" -l samt x2 = -l och således 

. -.-l/~,_ 
1i. 2 "' D;p- ( g) 

Insättes detta i vår symboliska V. ··ekvation, erhålles 

d) (7'" ,/",,-,) (i\(D'P /vi,) 
,,, 1. 1 , ~2 C~ i' --2' ---

Pv Dve 

Enligt ekvation (3.38) kan (h) tänkas löst med avseende på ,7(; l' Detta ger 

( i) 

vi lket ä ven kan skrivas 
2 

_ {)V _"I ( (l,) P cc --- v] _L..... 
D 'l Dvp 

(j) 

eller om 

Dv;:) 

Vi skol a senare finna, att kvoten Dvp 1 l' ft- spe ar en synner 1gen viktig roll 

vid studiet av vfitskeströmningen i ror. Bftel' sin upptäckare kal1as denna kvot 

Reynolds tal R. Den slutliga formen på (3039) kan endast erhållas gonom nog­

granna experimentolla studier och undersökningar. Hedan D.U kmma vi dock omfor­

ma densamma till det utseende, som ekvationen vid praktiska tillämpningar i all­

mänhet har. Eftersom 
Pl 

P '" -r 
kan ekvationen (3.39) skrivas under formen 
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eller med strykand.e ElV alla index 

(R) i ... 2 
_. ;' .. V 
D' 

(3.40) 

Ex. 3.25. Ex. 3.2~, kan ytterligare generaliseras. Vi göra detta för att 

erhålla ytterligare övning i Jr: -teoremets användning, samtidigt som vi skola 

finna, att nya specifika k:voter uppträda. 

Vi antaga, att vid en vätskas strömning trycket p beror av två lineiira 

dimensioner a och b, av hastigheten v, av vätskans täthet fl, av specifika 

tyngden ~, viskositeten F. och ytspänningen C;z' eller symboliskt 

( fl) 

Här kan naturligtvis a/b omedelbart uppskri vas som dimensionslös grupp, 

vilket sknlle innebära att n 0= 7. a och b räknas tillsammans såsom endast en 

variabel, enär de äro storheter av samma slag. Detta skLllle ge n-m = 7-3 '" L-I,'I[ 

termor plus kvoten ~. Ur övnings synpunkt sätta vi dock n '" 8 och erhålla då 

8-3 "' 5 rt: -grupper. Såsom p;enomgående grupp eller kombination välja vi a, v 

och P • 

Följande l"ivel'sikt av i problemet ingående variabler erhållas 

Variabel 

Tryck 

Längd (t .ex.) 

Bredd (t.ex.) 

Hastighet 

'['äthet 

Spec. tyngd 

Dyn. viskositet 

ytspänning 

'le 2 

71.1. 
I 

Tf [' 
:; 

Dimensicnsformel 

p 

b 

v 

( ,; 
~, 

L 

I" 

LT- 1 

"·1Jl-3 
l' , 

ML -2T-2 

ML-1T-1 

-2 NiT -

Xl YL -YL zL -3 zL -1-] 
I,I o L~T .) .• M IL -I- • j\{J., T . 

( b) 

( c) 

( d) 

(e) 

( f) 



Uppskrivas villkC'rcn för dimensionslöshot hGsl~:' -termerna erhålles, som i 

föregående exempel ett ekvationssystem för varje ,-C -torm, varur exponenterna 

sedan lätt kunna erhållas. Denna utrfikning genomföres ej här, men resultatet 

blir 

eller 

(kontrol1ora ~) 

n' "'~; 
1 fl 

<',f 
'3 

(7) (~: 
el, :l'vp 

)1, 

avp 
och ",-r 

5 
(g) 

o 

1(~, är tydL.;;on inverterade viirdet 9Y det i för()~;ående exempel omtalade 
L~ 

~nel~.::'_ taL.~'· Inverterade värdet av'i'i> 'är en kvot, som uppträder 

vid studiet av vätsk:orön,lser med en f::i yta t,GX, vid studiet av vågrörolse. 
l Tagos kvadratroten ur orhiUlef; ott uttryck, som vi Gemu'e närmare skola 

studera och som benämnes 3 Froudes tal :7· Kvadratroten ur inverterade värdet 

av kvoten 11 h 
J 

har ävon ffdt ett spociell t narlln. Detsammn kal1as Web~~ ta~ lr~. 

Storleken avdetta tal har visat sig äga betycelse vid analysen a'/ sådana 

vätskerörelser, där uppträdande ytspänningskrafter oj kunna förscumnas vid si­

dan av övriga för rörolE;en bestämmandE) krafter, 

Tänka vi oss ekvationen (h) löst med avsoende p~ p. erh&lles 

p == p v 2 :;6 (R:F';nJ'~) ( i) 

där de angivna subs'b tutionerna införts " 

På grund av don ]comploxa l1'l:;;'u'en hos a strömnir'p;sförlopp och 

överhuvud to.get av problem i n 01;, hydro'11el<:aEikor har noclellstudier blivit 

ett viktigt hJ~ilpr1()dol vid lösanch,t av dc praktiska och teoretiska 

problem. Turbiner. ~~inor, pumpar, }']elo. lzy""ftverk och floder 

studeras i model~er ollor a~bil av de~ naturliga rodan existerande e1-

ler blivande konstruk~ia~cn. 

draget, Genom sDdaw"c [ltuc~ie~' har I'lycket al rote och :-'lateriel kunnat sparas, 

Ji'cj r att 1110del1undel'sö kning ar S10 1 n. vara mÖ j ~ i ga s te vi s s a Ii k:formi 

~..::~.~~~ vara uppfyllda, -::Jos [w. laga:: j'lÖ,jUf:';göro, de2 ~.:tom närmare analyser 

av erhållna data. '\/år nö.rmasto uppg:Lft l.i.l' att :c·?g: Ol; n'crmaro u:1den,c.ika .. huru 

dessa likformighetslf.l.[!;ar kunna f('r::lUle:C'a~l och vad de irnohä~'a. 

Det är för det första tydligt, att .~lYl~'::r:~s_~~~~.~:::~'oY'~2:.~~~~~ mel] an tvenne 

rörelsoföI'lopp måste in:ne bära att eomotrisk likfor~l o el ra .ert' Erfarenheten 

visar att cletta är en nödvändig fi5rutsottning, r;<?n o:;; t; den ej ;~r til1r~;ck1ig, 

Kvoten mellan de bestämmanrle ska 1 do:.--orla hos modellen och hos proco-

typon kallRs modellskalan. Detta s ju i Överens sti:irl'J1101s EJ med att för E;oo-
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metrisk likformighet mellan toex. två trianglar med sidorna a l' bl och cl 
respektive a2 , b2 och c2 fordras att 

k 

där k är en förminsknings- eller förstoringsfaktoro 

Låt oss betrakta en plan strömning kring cylindrarna Al och A2 på figur 

3.28. Här råder tydligen ge6metrisk likformighet (obs! alla cirklar äro lik­

formiga) , Det är tyd­

ligt, att för att 

strömningen skall kun­

na sägas vara likfnr­

mi g, måste även mot­

svarande strömlinjer 

vara likformiga, 

d"v.s. de två ström-

bilderna :'~~~ ste vara 

geometriskt likfor­

miga. Detta innebär 

då också, att hastig-

-----.-.-- heten i likbelägna 

Fig. 3,28 punkter måste vara 

likriktad (jfr definitionen på strömlinje!) Men hastighetens riktning är i 

varje punkt bestämd av r esultanten till de verkande krafterna. 

I många strömnings problem kunna de verksamma krafterna i huvudsak anta­

gas vara tre. Om enligt D 'Al emberts princip var j e rÖ:·:-··. ~>oproblem betraktas som 

ett jämviktsproblem, kan då enligt mekaniken den ena av dessa krafter uppfat­

tas som resultatnt till de tvenne ö'Triga. Det är tydligt , att om i varje kor­

responderande punkt av de två strömbilderna de uppkoIl1J1 :::' ]~rafttrianglarna äro 

likformiga , så r åder dynamisk likformighet o Villkoret för dY!1amisk likformig-

het kan då enligt germetrin och det föregående formuleras Sål P~ar.::~sk lik­

formighet innebär förutom geometrisk li!5formighet, att 10,r oten mellan tvenne 

motsvarande verksamma krafter i korr::spond~nde..E~~~er av modell och proto­

typ är lika (förutsr~tt att de uppträdande krafternas e.ntal äi: tre eller kan 

approximeras till tre). 

Olika likformighetslagar kunna formuleras alltefter de dominerande kraf­

terna. De viktigaste krafterna vid en vätskas rörelse äro ~_~.:91hetskr!:.fter:' 

2. friktionskrafter , 3. tyngdkrafter och 4. tryck~~af~er , De olika krafter­

nas innebörd torde tillräckligt tydligt fr amgå av deras namn, Från mekaniken 

torde det dock vara lämpligt att påpelm., att tröghetskrafter äro passiva kraf-
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t er, sem ' alltid äro lika stora som du aktivt O-ccclcr"r:cnc".e kraft orna, men som 

till sin riktning äro rakt motso.tta dessa. Om dGn O-ktivt angripande kraft en 

butecknas med E~ gäller enligt D' Alemberts princip 

F-m· ::t = O 

där ~~. kallas trögh8t skr~ft. Trögh0tskraft cr .ch friktionskraft er äro passiva 

~after~ som endast uppko~~ i samband med att aktivo., drivandc kr::tfter vcrl~~. 

Till dessa S8nare höra tyngdkraft en och tryckkrQft~~. Vid TIånga rörGlseförlepp 

spela naturligtvis även andra kraft ur en viktig roll såsom ytspänningskraft er, 

olasticitetskraftur ute, (j f r t. ex. problem 3.23L ) 

3431. ~ eynolds t al. Redan tidigare ha r Roynolds tal defini erats så som 

kvotGn ~~~L, där h är någon för strömningen kar2.kt eris t i sk geoTIotrisk diTIcn­

sion. I exempel 3.22 var dcnna dimension diamet 0rn hos d",t rör, i vilkut ström­

ningl;!n tänkt os förs i ggå och i exempe l 3.23 var d0t (;n ej närmare definierad 

liniär dimension a. 

Om en vätska s trömmar i ett rör eller un kropp rör sig i en vätska (gas) 9 

så a tt den är h<:;lt nedsänkt och inga fria vätsk,-,ytor dOltaGa eller behöva beak­

t as, bestämmes rörelsen av de tre krafterna: tryck-~ trögh~ts- och friktions­

krafter. I varjE.; punkt av den uppkomna strömbilden kunm vi såhdcs betrakta 

_trYCket som resultant till de övriga bägge kraftc:..r_~Q.:. _t..rögh~ts kraft och frik­

tionskrafto Detta i nnebär enligt det föregåunde, att t vå vätskeströTIllingar äro 

d . kt l-kf - - k d d kt kv t trögh..:::tskraft .. ynamlS l ormlga ~ om l orrespon eran (;; pun vr o 0n friktionskraf t ar 

lika. 

TrcghvtskraftEm är pr&portionell mot m - 8, eller mot e 'v"'lym 'accel er ation 

p ':L 3 ~ fl L3 .~ = P L 2v 2 

T 

Friktionskraften är proportionell mot p -A ~; oller mot JA- L 
2 ~ 

Den sökta dimensions lösa kvoten blir följaktligen 

P L
2
v

2 

fl Lv 
L-v 
--;-

men dutta är enligt det föregående dets amma som Reynolds tal, så l edes 

)I. Lv • 

Om tröghds- och friktionskrafter kunna anso_s._Y.D:r.a de bestäTImonde kraft erna 

vid tvonno vätskorörelser , mellan vilka geometris1!: .1.i}~~<J.~_migh\.;t råder 9 äro de 

även dynamiskt likformiga vid lika värden på Ruyn~~~~-B - Vid tillwnpningen 

av ekvation (3.41) insät t es i allmänhet moddhastiehc.:ten v . Reynolds t a l spc::lar 
m 

en betydelsefull roll vid klassifikation av ol ika strömningsförlopp i framför 
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allt rör. Det är tydligt att Reynolds tal i viss mån tillåtvr ",n bedöwning av 

vilka krafter 9 som dODlinGra ett visst strömningsförlopp. Små värden på R innc­

bär, att friktionskraftorna dominora 9 medan höga värd~n ~å R ange c..tt tröghGts­

kraftern2. spela en mora framträdandu roll. D0tta sl::'2.11 längre: fram !:lora in­

gå~ndo belysas. 

~~_ ..... 3.26. Om luft strömmar ml:ld en hastighGt c.v 30.5 m/s gl.:nom dt rör 

med diamet",rn 10 cm, vilken hastighL;t måst" då vid sC.IYffilc.. tryck och t emperatur 

luft,m ha 9 om diamotGrn ökas till 25 cm och dynamisk likfornighd skall råda? 

1:_?_~pinE~ Enligt 3 .41 fordras att 

mon här gälhr att J l = v 29 Ll = Dl 10 cm och L2 25 cm, varför 

10·3050 
~ 1220 cm/s 

25 

Svar~ Luftens hastighet 12.2 m/s. 

E~. 3.27. En i vatten h~lt n5dsänkt kropp skc.ll omflytas av detta med en 

hastighot av v m/s. En modell al' kroppen är 10 ggr mindro. Vilken hastighGt 

skall samma vatten ha vid provning av modellen 9 om dynamisk likformighot skall 

råda? 

~ösning~ Enligt (3.40) gäller 

eller 

L'v 
v 

v = 10 v x 

?'y'a2::~ Hastighden hos vattn~t skall vid provninG c..v filod811on vara 10 ggr 

större än den kring prototypen rådande. 

_~432. Froudes t2.1. Vid vätskors strömning i öppna kanaler och vid farty­

gens gång uppstå före"tl-0 1sGr knutna till \:::n fri vätsku~(ta (vattenyta). Vågrö­

rels",r uppstå, vilka innebära att tyngdkraft8n är verksam. De olike" vätskoGlo­

menton komma att intaga lägen både över och undor den vilando fria vätskeytan. 

Det visar sig~ att i sådana fall det redan i eXtJmpel 3.23 införda Froudes tal F 

angur villkorut för dynamisk likformighet mellan tvelTIle vätskeströmningar. Vi 

undersöka dess närmare:, betydelse. 

I exempel 3.23 erhöllo vi Froudes 
2 

F=~ 
a,& 

tal under formell 
2 

v 
~ a-V 

(a) 
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Sc,mbcmdut mollan p och 'X måste i dt godtyckligt unhdssystum kunna skrivas 

1=k O P'g (b) 

där k är en numorisk konstant. Kvot en ~ kan nlltså i ukvation (a) substituo­

rns mod kog. Såledos 

F 
2 

v 

2 
I allmänhot definie; ro.s FroudGs tal F som kvndratrokn ur a~g (k 

d~finiura slutgiltigt 

~ v 
F = 

-- v;;:g' 

(c) 

l) och vi 

De krafter som onligt e rfarunhc t6n i huvudsak b ustäflma en vätslms rörels a , 

när \Jn fri vätskeyta de ltar äro, tryck-, tröghc::t~- och .tyngdkraftor. Liksom man 

i de;t fnll, att ~n vätska rör sig hult inncslut~n i e; tt rör, borts e r från t~cd­

kraften, så bortsor l:lan i detta fall från friktionsl:retftc.irna vid uppställandot 

av d-Jt dynamiska l ikfonaigh", t s krav d • Vi kum1a, s å ludc.is u ppfatta, tryckGt som ro­

sultant till tröghcts- och tyngdkra ft un. Dutta innGbär då också, a,tt dynamisk 

likformigh~t är förvc..;rkligad, om i två vätskurörds~r kvotun tröghdskraft er: 

!Yn..Ed~a,fter är lika i motsva,r2.nd8 punkt ur av ströJ:1bildon. 

Tyngdkraftvn är tydligGn proportionell mot mo g ullur mot pL 3g och trög-
2 2 

hutskra,fton ha vi redan visa,t vara proportionvII mot pL v. Den sökta dimen-

sionslösa kvotGn blir 
222 

(,)L v v 

PL3g Vg 

Don dutta, är ju kvadratun på dat ovan dcfinicJTade; Froudc.is ta,l. Dot är alltså 

härmud visnt, att Froudus t a,l, vilke t rudan inludningsvis påpukats, angor vill­

k oret för dynamisk likformighet und0r ang ivne. b"tingds0r. Likformigh",tskravQt 

kunnet vi såludes forr:lUlera ~ Om tröghds- och t.Y_:t]jS..?-E'.a_f~t_(;;r kunna anses vara de 

~o~~ämmand" vid tvGnnu vätskurörelse~ mullan vilk~J~~o~utrisk likformighot 

~~dor9 ~o de även dynamiskt likformi ga vid lika ~~~~on 'Rå Froudes t e.lo Om mo­

.dull_un är mindre än prototypen, visar Froudes tal c,t t hastigh0tun skall vara 

nindr,~ kring modoll en än kring prototypen (j fr förhållc.:nd "na vid Rcynolds tal t) 

I sambc.,nd mud dl:n a llmärma diskussionen av dyne.lilisk likformighut påpokados 9 

att äV -Jn c.,ndra kro,ftor än dG här m8ra ingående; bvhc.,ndl;:,dc.i kunna v a ra av b e tydl: l­

so. D" t är såledus möjligt att härlGda ::mdra likfornilj11 0tskrav und0r b eaktande 

av dessa kraft er. I oxcnpe l 3 0 24 ha vi t. ox o no..nngivit kvoton 

YTub0rs tal, där hänsyn t a ges till uppträdandut c.v .Y...tsJl..~~-

v 
såsom 

kraft er. 

Ruynolds och Froudcs t a l äro dock de kansku vikti0c.,stu ~ och vår behandling av 

dum f å r räcka SåS0l11 ux omplifiering av d u viktiga t c.,nkc(iånga r j som ligga bakom 
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bogreppen dimensionsanalys och dynamisk likformighet. 

Ex. 3.28. En konstruktion l m lång skall byggc,s i vatten. Vattcnhastig­

heton blir v n/s. Den kraft, varmed det strörnmc,ndv vc,ttn"t gonom vågbildning i 

ytan påvurkar konstruktionen, undorsökGs nodelst on c, Ggr n indro nodel l. Huru 

stor skall vattonhastighe ton kring nodoll~n vara, om dynamisk likfornighwt 

skall råda? 

Lösning: I detta fall tillänpas Froudes likfornigh~ts lag. Antag att vat­

tonhastighoten skal l vara v • Då erhållas m 

ellor 

Sifferoxumpol~ l 

35. utströrrming . 

y 

v m 

v 
m 

./1--' 
V - .g 

Il 

y 

30 n, v = 5 n/s. Modullons längd l n ollar a 

v m 
5 

V3ö' 
0.91 n/ s 

30. 

I avdelning 31 ha vi infört vissa al lnänna kinenatiska begrepp och försökt 

skaffa oss bn ol onontär överblick av den rent goomwtriska sidan av vätskornas 

rörelse. Don kinematisko. beskrivningen av rörvls "förloppen utvidgad"s så i av­

delning 32 att omfatta ett dynamiskt betrakt elsosätt, där begreppon kraft, trög­

hot, massa ute. gav oss möjligheter :::ett uppställ :::. so.mbc.,nd noll an de rörelsen 

orsakandu krafterna och rörelsens förlopp. Dettn. betro.ktclsosätt tillänpades på 

dem id0.o11a vätskan, varigenom den ma t OJllC1tiska bohc.,ndlingon förenkl ades oeh vi 

mode1st ett r ent deduktivt förfarande kunde erhålla värdofulla sanband såson 

Bornoullis okvation, Toricellis lag o.s.v. I avdelning 33 dofiniuro.dos .egroppet 

inro friktion hos en vätska, och i 34 redogjordes för innebörden i termen dyna­

misk likformighet och ett par viktiga likformighotslagar härloddes. I föl j ande 

avdolningar skola vi nu på dem lagda grundGn och n l: c1 hjälp :w c;xp0rinentell t 

funna data skaffa oss formler, som tillåta oss att göra buräkningar vid olika 

uppkommande problem. 
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351. utströmningskoufficiunt. 

Redan i avdelning 3223 ha vi med utgångspunkt från Burnoullis ekvation 

visat 9 2.tt utströmningshastighutcn. 'rid ~n vätskas fria utströmning ur att kärl 

är 

v = V 2gh) 

där h är vertikala avståndet mellan vätskeytan i kärlet ochutströmningsöpp­

ningem oontrum. Med .. L~.i utströmning menas då att utströmningen sk8r i ett me­

di~ vars täthet är f~~~umbar. l otta medium är i allm~et luft. Karakteris­

tiskt är även 9 att i all:nänhet en strål\j bildas. Motsatsen till fri utström­

ning är täckt utströmning, varmed förstås 9 ~tt väj_~n strömmar ut i ett medium 9 

vars täthet ej kan försummas i förhållande till dun utströmmande vätskans tät­

hot. I allmänhet gäller vid täckt utströmning, att den utströmmande vätskan är 

donsamma som den vätska 9 i villmn utströmningen äger rum. T. ex . vatten i vatt8n. 

Enligt Toricollis l ag skulle a lltså vid liten utströmningsöppning ~A den 

per tidsenhet utströmmando vätSkemängden, d.v.s. ~ vara 

EnGllertid visar erfarenheten, att ~ icke uppgår till detta värde utan i 

allmänhet är betydligt mindre eller 

(3.44) 
där ~ är en koefficient mindr e än l och benämnd utströmningskoefficient. Expe­

rimentella undersökningar visa , att denna koefficientj/''' kan uppfattas såsom en 

produkt av tvenne andra koefficienter en ~astighetskoefficient d och en kon­

traktionsbefficient;;J. 3åledes 
7 .. . 

Hastighetskoeffici~rl~en _~~~:::ttr~.:}:~ åt d~n hastighets reduktion, som upp­

kommer på grund av vät Gkans inre friktion och som verkar som en minskning av h. 

Kontraktionskoef .. ~~ie?t~n d~~em~!_~E-llttr~-ck åt .en reduktion av den aktuella 

utströmnings arean " Experil"entella och te()retiska undersökningar visa, att en 

kontraktion av vätskestrålen sker omedelbart utanförutloppsöppningen. Arean av 

strålen, där kontraktionen är störst kallas ofta tt vena contractatt och vi be­

teckna den meL A , Här måste också maximal hastighet v råda. Det sagda ger 
v v 

oss alltså möjlighet att skriva 

v = ex \ I~h o ch A =, /3 • A v . , '-' . v ( a) 

eller 

eller i den form,. som givits tidigare 
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I figur 3.29 belyses uppkomsten av " vena contracta" • Und8rs~kningar vis a 

att storl eken avef oChf3 är beroende av framför allt ut l oppsöppningens form 

men även i viss mån av storleken på h. 

..•... 

Fig. 3.29 

I allmänhet vari erar~ inom gränserna 

0.98 till 1.00 , medan (j är betydligt 

mindre med värden mellan 0.61-0.65 . 
Hastighetsreduktionen är minst , då ut­

strömningen sker Il skarpkantat" (se fig. 

3.29;) . Genom speciell utformning av 

utloppsöppningen t.ex. genom att den 

förses med ett kort koniskt rör kan[J 

stiga till 0.90. For vissa väl defi­

nierade utloppsöppningar finnas i lit-

teraturen på basis av experimentella undersökningar tabeller upprättade över 

utströmningskoeffici entens (p,) storlek. 

Ex. 3.29 . Vid ett munstycksförsök med uppmätning av den bild8.de vatten­

strålens koordinater erhölls (s e fig. 3.30;) en längdkoordinat x = 0.674 m och 

en hÖjdkoordinat y = 0.102 m. Fallhöjden var 1.2 m och den uppmätt a vatten­

mängden 0.16 l/S. Munstyckets diameter var 8.2 mm. Berälma ()( , (s <'lchfi.. l. 

Lösning: rå figur 3.30 ha givna data införts och vattenstrålens utlorps­

hastighet betecknats med v (verklig hastighet) . Enligt Toricellis lag blir v 
v 

för en ideell vätska 

v 

~\ 

h = 12 r" 

L==. __ -===_"",.-. -..., 

Fig. 3.30 

Vi uppställa rörelseekvati o­

nerna med hjälp av den verkliga 

hastigheten v 
v 

T 
1-

ix 
I 

., 
I : y 

detta 

v • t j 
v 

~ .t2 • 
2 

fall således 

i 0.674 v · t 
v 

" i f .t2 : 0.1(',2 
2 

eller om t elimineras 

v 
v O.674V o.~14 

och således enligt det föregående 

v 
v 

()(, = v 
0.674V~ 
V 2.4 g' 
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Enligt ekvation (3.46) är ~ = A ·v , vilket i detta f~ll ger v v 

i ö;~ = Av· O .96 V 2 .4 g' 

RäraN beräknas 

Slutligon blir 

A v 
(3= A 

A 
v 

0.16 

0.16 

l 

rrt·w2 

? 
1000-

0.65 

p .. = C'A-.f3= 0.96'0.65 = 0.62 

Svo.r~r::X,= 0.96 9 8= 0.65 och f. = 0.62. 
I 

E~~ 3.30. BGvisa att hastighetskoeffici8nten kan bestämmas, om utström­

ningskärlet upphänges på en b~lans enligt figur 3.31 och den genon strömningen 

uppkomna r eaktionskraften mätes genom att Gn vikt placeras så son figuren ut-

vis::.r. 

\ / / , ,~. I -------- --- II 
v If, r r; --- ----~ l, 

1 \ - -- ~p/(ilb.~-
- Of --41 )t/ I 

'~-- I 7' -- -. I"r 
"\ i I 

I I a 
~ , l K eolPfHr .. F'.,! \ V 

------+::::-'=.--=.- -- -- ., .. '.; /1-' -~ ,/ 

Fig. 3.31 
som ger 

Flal 
vy = a p q 

LösniE-~~ Enligt mekaniken gäller 

att 

F ot = m·v 

eller i datt::. fal19 enär 

m = p.A·v· ot 
v 

som ger 

FOt == r Av °t.v 
v v 

F = p ·q·v v 
Med figurons bdeclmingnr erhåll es 

lätt momentekvationen 

F ~ 2.1 = Fet = a p ~v 
.I, V 

För hastighetskoofficienten erhålles sål(;des okv::.tionen 

V.S .B. 
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352. utströmningsmängd vid konstant tryckh~.id. 

Den i det föregående givna diskussionen öVGr utströmningshastighet har 

gällt sådana fall, där utlopps öppninGens area varit så litvn, at t vi kunnat 

anse hastigheten konstant över hela arean. utströmningsrnängd0n Q por tidsenhet 

har då lätt kunnat erhållas såsom produkten av h~'_stighoton och arean. 

Vi skola nu undersöka, huru utströmningsmängdon p~r tidsenhet kan beräknas, 

när hänsyn måste to..gas till att hastighe t en varierar från punkt till punkt o..v 

u tloppsöppningens area. Betrakta figur 3 ,32 ~ Nh..:d i figurun införda beteckningar 

och unligt ekvation (b) avdelning 

Fig. 3.32 

3223 gäl10r för v, om hänsyn tages 

till uppträdande förluster 

v =t'Å \ I~~ 2 +2g(P~~P + y)'-' 
V 0 

och för flödvt (vätskeföringen) 

genom dA 
. , 

,/ 2 Po-P 
dQ =fJ·vdA =}1\f Vo +2g (-ö-+y) dA 

eller om dA substitueras med 

x--iL. och integrationen utföros 
sin« 

(3.47) 

För att denna integral skall vara möjlig att lösa måste x kunna uttryckas 

som funktion av y eller symboliskt 

I många fall kan po sättas 

erhålla 

x = f(Y) 
o 

P (ch tÄ. = 90. Vi införD. dossD.. substitutioner och 

h2 

Q =)1 \/v 2+2gy : f (y)dY j \ o 

hl 
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3521. Fri utströmning g8nom vertikal, rektangul~r öppning. 

Vi tillämpa ekvation (3.48), där f(Y) = b. Såledos 

-~ -­

~ 
Fig. 3. 33 

(3 .49) 

Ofta kan Vo för summas i förhållande till hl och h2 . Ekvationen (3.49) övur­

går då till formen 

.3-.5 22 • Tä ckt utströmning genom vertikal öppnin,B:. On utströmningen sker en­

l igt figur 3. 34 och u tloppsöppningens a r ea är A bl ir tydligon hastigheten i var­

jo punld konstant 

och q således 

. /-2-' 
v =r:t...V v +2gh o 



r---------------' 

1
r~ -- -I' ' 

~ II: 
" J 

o:: \k Iv. V$ __ 
, - - -
.f- -.- --

\) 
1/ 

. V 
-----~ 

Fig . 3.34 
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Bortse vi från tilloppshastighe t en v för enk­o 
l as 8kvation (3.51) och antar formen 

q = A V2gh f 

Ytterlig~r8 fOTnl er fö r komlinationer 

av de l vis t äckt sidoöppning med och utan till­

strömningshastigh0t kan n~turligtvis härlodas. 

Don intressc.:ro..do hänvisas för desso.. fall till 

' litteraturen och undor räkneövningarna genom­

gångna exempol. So ävun oxonpel 3.35 l 

Ex. 3 .31. I en fördämning finnes en 

damml ucka enlig t figur 3 . 35 . Luckans bredd 

är l m och dess höjd (mätt längs väggen) 0.5 

mo Avst åndet från luckans underka nt till väg-

gans överkant (längs väggen) är 1.2 m. Beräkna don utströmmande vattennängdon, 

då ).L = 0.6 och luckans lutning mot horisontal pl anut är C/ = 45°. 

Fig. 3.35 

q =::?:. 0 .6 V'2' V2-' 1(1. 2)2 _ (0 .7)2 
- 3 3

1 3 ' g l \{2' \/"2' " 

LösniEE~ Bet eclmingar och an­

t aganden f r angå av figuren. Vi till­

lämpa formel (3. 47) 
h2 

J V' p -p , 

q=~ x v
2
+2g(7+ y )dY 

slnol. -, o <) 

hl 

e l l er i detta f al l 

1. 2 

\/2' 
q =: 0 . 6 'tj2 J l .\(2gydy 

0 .7 

V2 

7-

Svar: Den utströmmande vattenmängden är 1.09 m/Is. 

g . 3.32. Härled den per s ekund utströmmandv vattenmängden genon en tra­

petsformad öppning 9 där B =: 2b = 2h och B befinner sig i vattenytan,uts trönnings­

koofficicmten är f.J. • 

Lösning~ Beteckningar och an t aganden framga av figur 3 .36 . 
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Vi tillämpa formal 3.48. h 

q := fl J \/2 gy' f (y) dy 

G 

Likformiga figu rGr go 

b 
x := f (y) := 2b - 11 y 

och sål e de s 

'--_____________________ J 

h h 

q := Il. f (2b - }y) V2gy' dy 

O 

:= fL b V2g"J (2 ifY'- ~ \/~ dy 

men efte rsom b h 
14 2, /-, 

q := 15).i h V 2 gh 

Sva n Vattenföringen är * /,lh2Y 2gh'. 

O 

3 
14 "- , '2 
15 fl b \/ 2g • h 

3523. Skarpkantat fritt öve rfall . Om i forme ln 0.49) h, blir 

hålla vi uttrycket: 

O er-

I detta fall sker utströmningen tydligen så som figur 3,37 visar. Utloppsöpp­

ningen sakna r övre begränsning, o ch man tal a r i sådan a f all om f r itt öve r fall. 

I det fall don atmosfäriska l uften h a r fritt till träde undor strål en kall a r 

man strålen luftad. Det fri a öve rfa ll et kalla s även av vissa förfa ttare " full_ 

komligt överfa ll", me dan motsats en det täckta ( de l vis täckt a ) överfallet kallas 

11 ofullkomligt öve rfa ll". Den hä r valda t e rminologi en f ri t t r e spektive täckt 

överfall motsvarar don vid h e lt begränsade öppning a r tidigar e infö rda. Om i 

ekvation ( 3.52)v = O för enklas f ormeln f ö r det r oktangulära fri a öve rfa ll e t 
o 

till 

(3, 53) 
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Fig. 3.37 

Två huvudformor av fria över-

fall förekomma: det här när­

mare behandlade rektangelfor­

mado (U-formade) och det 

triangelformade överfallet. 

Clika slag av överfall använ­

das för mätning av framrin­

nande vattenmängder. Genom 

kalibrering av överfallen 

kunna dessa mätningar göras 

mycket noggranna även vid 

starkt växlande flödesmängder. 

Vid mindre krav på noggrannhet kan p .. ofta sättas lika med 0.62 a 0.68. 

Ex. 3.33: Härled en formel för beräkning av den vattenmängd, som per se­

kund utströmmar genom ett t ri angulärt överfall! v sättes = O och vattonytans 
o 

höjd över överfallets spets är h. Övriga storheter framgå av figur 3.38. 

Lösning: Behövliga beteckningar finnas införda på figuren. Följande ekva-

tioner erhållas: 

.: 

r dq =)J. xdy v2gy'" 
I 
'l x .: tg 7 

2(h-y) 

7, --._~~t= .. __ .::-. __ .-="­
;)1 

..... ,~~~(~~~~:.:.b': .. _ ~ r14" 

h 

1. __ . __ _ 
Fig. 3 .38 

Anmärkningar: För ~ = 900 orhålles 
5 

8)). ,r--' ~ 
q = T5'" V 2g h 

( a) 

( b) 

Ur (b) erhålles 

x = 2(h-y) tg ~ 

vilket insatt i ( a) gor 

h 3 

q '" 2f. t g 2 12i;J (hy t_y~) dy 

O 

q 

Donna form på överfall et användes ofta vid mätning av mindro vattenmängder. I 

litt eratur en finnas noggranna forml er för huruf4vari orar mod h och övriga stor­

het er på överfallet. Vid noggranna mätningar upprätt as en kalibroringskurva . 
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3524. Överfallsdammar. skibordsdammar. Under det att överfall ( skibord) 

med skarp kant i första hand användas för mätning av vattenmängder, tjäna över­

falls dammar , skibordsdammar av större styrka och mod avrundat krön till att 

dämma upp vattenmassor. Såsom figur 3.37 visar, berör strålen överfallets kant 

endast längs en linje. ~ver-

fallsdammar däremot utföras i 

regel så, att strålen med sin 

undersida följ er fördämningen. 

Se figur 3.39! 
Den framströmmando vatten­

mängden blir även här i Över­

ensstämmels e med 3.52, om 

! ______ ~--__ --------------__ ----------______ ~I Vo = O 

Fig. 3.39 

3 
q = 3 J~bV2g' h ~ 

Värdet på)~ är dock här starkt bero ende av krönets utformning och sidoväg­

gens lutning. För i praktiken använda konstruktioner varierar sålunda~ mellan 

0.74 och 0.95· 

3525. Brett överfall, ('lm dOJllIllvägg ens bredd i figur 3.39 tänkes Öka, så 

att ett längre vågrätt plan erhålles, talar man om brott överfall. Vid passagen 

- ---------------------------- -_ ... - .. _-_ •... -... _.- ----- - . - -

Qr.~ ~---~ .-' - - Jt---r; 7J: v.;;- -. h, ----- -... ---------------r.",-,..!.!-) -~~.;}.,.:-. 
_J __ _ 

Över pIanot under­

går vattenytan en 

viss sänkning h 

motsvarande has-

tighetsökningen 

( se figur 3.40!). 
Vid beräkningen 

' __________________________________________________________ ~ av framströmmande 

Fig. 3.40 vattenmängden bor-

de man väl t eoretiskt utgå från uttrycket för ett delvis täckt överfall. Erfa­

renhet en vis ar emellertid att man, när h är litet i förhållande till hl ' kan 

bortse från den fria de l en av överfall et. Man kan sål edes mod god approximation 

använda sig av formoln för helt täckt utströmning (3.51) mod A = b(hl-h), var­

vid erhå ll os 

q = JA:.' b (hl-h) V2gh--' ! 
__________ . .J 

(3.55) 
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för beräkning av den framströmmande vatt8nmängdun. ~ varierar nellan 0.6-0.8. 

Vi antaga nu att vatt~nytan ovanför öV8rf~11~t hålles vid konstant nivå? 

mon att vattenytan nedanför överfallet sänkes, varvid h ökar. Q kODfler till 
'- -. 

följd härav att uppnå ett maximivärde 9 8medan \."h ökar nen hl-h ninskar i for­

mel (3.55). Maximipunkt tms lägt:: erhålles genom nollsättning av derivatan (],y Q 

mod avsoendu på h. Således 

q == F,b J2-g (~-h) \/11-

~ ==f-lb \/2g-~r-(h __ h)_l - \/h"\ == O 
dh i --1 ,r' 

!__ 2 v h -' 

oller 

h 
hl 

3 
Insätt es detta värde på h i ekvation (3.55) orhålles maximala avbördningen 

till 

(3.56) 

Detta resultat innebär sålbdos, att så fort den nedre vatt enytan ligger ~nst 

~ hl längdenhet er under den övre vattenytan ~ så är ÖVerfallets maxinala vatten­

avbördande förmåga uppnådd. Orsakerna till detta delvis överraskande r esultat 

ligger i den strömmande vätskans ener giförhållanden . I samband med studiet av 

vätskors rörelse i öppna ledningar skola vi åturkomma till denna sak. 

Ex. 3.34. I en å når vattnet normalt 20 cm över kant en på ett i ån anbragt 

skibord. Denna höjd ökar vid vårflod till det trodubbla värdet. Huru många pro­

Cent större än den normala är vattenmängden vid vårf loden? Il kan antagns vara 

lika i båda f allen. 

}) c 

6 ---~I 

Fig. 3.41 

tuolla ökningen med x, så gäller 

100+x 
100 Qmin ~ax 

ellor ' 

Lösning: Beteckningar och 

antaganden framgå av figur 3.41. 

Formel (3.54) tilläm3as 

Q == ~ JA b V2g' h"Z 

2 v-' ~ qnin == "3,ub 2g h 

'\aax == 3-f,b \/2g(3h) ~ 
Om vi beteckna den procen-



vilkGt ger 
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l 
100+x 32 

100 

x 419.6 % 

Svar~ Ökningen är 420 %. 

Ex. 3 .35 ~ Huru stor vattenmängd passerar por so~,:und och längdmGter över 

det dolvis täckta övorfall~ t i figur 3.42 9 om undro vattonytan står 0.2 ro och 

ävro vattenytEm 0.5 ffi över damrnkrenet ochtUl = !P 2 = 0.8. 

,----------------------------.-----------
.. _---~~ 

o. S -.. _-.--:--p:--__ _ 

och sålede s 

___ . .!.L.. __ .. __ . __ ~ o~ 

I> 
~ 
/ 
/. 
/. 
/' 

Fig. 3.42 

Lösning~ ÖVerfallet kan 

betraktas såsom bes tående av 

on fri de l med höjden 0.5-0.2 

0.3 m och avbördningen qf samt 

av t.;n täckt del l71ed höjdiJn 0.3 

och avbördningen ~. Enligt 

(3.53) Gäller för ~ 

2 

qf = ~ .0.8'1·~·0.33 0.388 

och för qt enligt (3.51) 

3 q = qf+qt = 0. 388+0.388 = 0.776 ffi /s 

Svar~ Vattenmängden är 0.776 m3/s. 

353. utströmningsmängd vid variabel tryckhöj~. 

]e i det föregående givna forml erna för utströmningen p~r sekund gälla alla 

vid konstant trycl<höjd. Om undvr utströmning8ns gång tryckhöjden eller vatten­

ståndet h ändrar sig 9 mås t e forml8rna skrivas 

dQ = q d t (a) 

där q då är det momentana flödet, vars storlek boror av don nomentana utström­

ningsarean A och höjden y till den fria vatt~nytan cllor symboliskt y 

eller 

q = f(A ,y) 
Y 

dQ := f(A ,y) dt 
Y 

(h) 

(c) 

Utströrrulingen sker i allmänhe t från ett begränsat run a (kärl, sjö, etc.) 

och följaktligen måste då gälla, om den fria vätskoytans area be teclmas f.le d A I 
Y 

och dy on differ entiell minskning av y, att 

dQ = -A l dy= -f(y)dy 
Y 

( d) 
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där At är någon slags funktion av y eller A' = r(y). 
y y 
Tänka vi oss dessutom 9 at t en med tid8n variabel tillrinning sker och teck-

na donna 

dQ, t = 50 (t) d t 

så gäll er för nängdförändringen dQ i a 

dQ = - ~(y)dy+ ~(t)dt = f(Ay,y)dt 

oller 

(8) 

(f) 

(3.57) 

Donna differentialel07ation kan icke lösas under d~n allmänna forn, son don 

här har 9 utan vi inLkränka oss till ett par enkla f8.11. 

E;. Ing8n tillrinning, 9 (t) = o. E107ationen (3.57) övergår till fornon 

'P(y) dy = -f(A ,y) dt 
Y 

ollor, om vi lösa l:l078.tionen med avseende på t 

t 

Antag toex. att vi betrakta en utströmning från ett kärl, vars sektionsaro3. 

är konstant A och att utströmningen sker genom en i förhålland8 till kärlar 8an o 
Ii ton öppning Al. Se figur 3 .43 ~ TydJ.igen gäller då 

- I 

A o 

~ .. ----,-----------' 

f(y) = A 

ssmt 

f(Ay'y) 

och således 

t 

o 

(3.59) 

Fig. 3043 b. Tillrinningen konstant, 
.. ( l (; t) = Cl . Vår al l männa differentialel(Vation får nu formen 

IP(y) dy = i"Cll-f(A ,y) i d t - y -
vilken löst med avseende på t ger 

(3. 60) 
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Betrakt~ t.Gx. figur 3 .43 och låt samma förutsättningar gälla som i före­

gåundu oxorapGl blott mod d en skillnad8n, a tt 8n konstant tillrinning Cl före­

korru:h.:r. TydligGn gälle r då 

h 2 
h2 

( A dy A r dy 
i o _ ,o 

J 
--_.,,--..:- .. - ~--.--_. 

t ! 

l /) Al if2g' __ . 1 l - il A l \r2"iv~ ,j Cl ~ 1- - ------ \1 y' 
hl hl l 

il 

DelTIla int egral lÖS GS genom införandGt av substitutionen 

v~rvid orhålles 

2A 
o 

t == ---- --/ -- -, 
fL- Al \, 2g 

A Cl
l 

r -- ,'-", ' 
( V h - \/h ) + --=---l 2 -- 2 

gpA l 

För a tt detta uttryck sko.ll var~ g il tigt raås t o no.turligtvis q1< !J,; A
l 
V2gh'2. 

För ql == O e rhålles fo r mel ( 3 . 59) o Finnas a ndra kritisko. värden? Vo.d inträffar 

t. ox . om ql == j J.A
l 

V'2gh; och v~d innGbär dett~ fysikc.liskt? 

Ex. 3.36 . En v att enbassäng med krmstant rGktangulär area (5 x 4m) skall 

anordnas f.led bott Ollwlopp så dilaensione rat 9 a tt nivån sjunker från 2 m öve r bot­

ten till 1 m öVGr densamma på 30 min 9 Beräkna avloppsar ean i Gm
2

9 då IJ, == 0.8~ 
I 

~ösning : Vi tillämpa fomol (3.59) 

30 '60 
2 °5 °4 --, '1'-' 

== ----, r --. ' ( / 2 - . l) 
0,8 °A

l 
v 2g 

50 · 0.414 2 , 070 
- ----- -----

1 800° 4,43 180·4 .43 

2 
utloppsarean skall vara 26 . 0 cm • 

2 
0.00260 m 

;E_~.~ ... ) _!..3I. Härle d e t -:; uttryck för utströnningr:d; i den öVer e tt r ektangulärt 

bräddavl oPP9 då ingen tillströmning äger rura~ Su figur 3 .44 ~ 

Vi tillämpa fomel ( 3 . 58) :ned 

l(l(y) == A
o 

samt onligt (3.53) 
2. 

c, == f(A y9 Y) == -~ lib \/ig'·i 
och således 
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t 

t 
3A

o l l 

Vb V2g ( \r~ - Vh~ ) 

Fig. 3.44 

)6 . Strömning. 

I avdelning 351 ha vi härle tt och diskutGrat vissa formler, som alla kurma 

sägas lli~ det gemensamt, att de hänföra sig till sådana förlopp, där en vätska 

från vila eller relativt liten hastighet ÖVergår till större hastighet. Dbnna 

hastichutsförändring är dessutom 1muten till r81ativt korta sträckor av ström-

1 ' d d k kt ' l t' (~dv) a"r stor. I de na" r~~st inJ 0rna D.a. or un onve lva acce era lonen 11~ 
ds 

följand\j avdelningarrul skola vi nu studera de närmaro förloppen vid en viskös 

vät3kas_~ö:r81se p?- en längr\::; sträCka,. när rör81so_~._~r.._s .. ~ ..... o.j;ionär och uppträdande 

konvektiva acce lerationer relativt små. Vi ha i anslutning t ill i vissa läro­

böckor förokouoande terminologi rubricerat denna förotoolso såsom strömning och 

don tidigare näonda som utströmning. 

361. ~~gra termer och definiti~nero 

En h,dning (vätske-) kan sägas vara en avgränsc..d d81 av rummet, i vilket 

en vätska ströJl1Ti1ar e l ler kan strömma. Man t a l ar om öpp~ och slutna ledningar. 

Vj_d strömning :. sluten l edning har vätskan ingen fr_~_]_t_a. utan gränsar längs hela 

strömningstvärsnittet Dot cm fast vägg. Strömning i ott h olt fyllt rör förSiggår 

sålunda i en slutGn l edning" Vid strömning i en ö..P..E9.E-_)odni_ng är en viss del av 

strör~1ingstvärsnittGt begränsat av en fri yta, d.v.s. un vätskeyta i kontakt med 

atmosfären. Exempel på strömning i en öppen 10dning är sålunda strömningen i en 

ondo.st delvis fylld rörledning dlur i en ränna. Strömnint.-en i en öppen ledning 

är i allmänhe t mera komplicerad till sin karaktär 9 cmod3!:l den fria ytans höj d­

läge över ledningens botten kan variera och som följd härav även det vattenfyllda 
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tvärsnittet? våta arean. Om den våta arean vid on strömning är konstant till 

.§...torluk och form, kal l as strömningen likformig, variorar däremot densarnna kal­

las strömningen olikformig. Av det sagda följ8r 9 att strömning i öpfna l edningar 

ofta blir olikformig . 

362 . Bernoullis ",kvation mGd förlustterm, bogr_C!J?P_~~ fall. 

Vi ha tidig2-ro visat 9 at t vid d8n ideella vätskans strömning så gäller 

längs varjd strömlinj8 ell er i ett slutet strömrör 
2 

ov 
~- + p + ~'. Z = kons t o 2g

o 

d.v . s. don till volymsenheten hänförda energi summan är konstant. Vid experimen­

tella undersökningo.r finner man nu lätt 9 att enorgisumrn8.n i strömriktningen av­

tar eller att SUflman av do olika tryckformerna icke uppnår don idoella nivån el­

lor ideella energilinjeno Vid alla verkliga vätskors strömning visar det sig . 

att c::nergilin.l en ständigt faller e ller att ener gini_v..§:.I.l avtar i strömriktningen. 

Vid tillämpningen av Bernoullis Gkvation kommer därföl~ högra membrum alltid att 

vara mindre än det vänstra. Detta är också helt naturligt 9 om man påminner sig 9 

att ingun hänsyn t agits till den inre frixtionen, viskositeten 9 vid härledningen 

av (;kv~tionen. För att man fortfarande skall laxnna använda Bernoullis ekvation 

måste: r.J.an sålodus till högra membrum foga en torm, som tar hänsyn till förlus­

terna. Vanligen skrivGr man därför Jl.ernoullis e0r_0!.ion med förlusttGrm 

För t elmiken är det av grw'ldl äggande betyclelsu (1tt känna eller att kunna 

boräkna storleken av hf vid olika förekommando strömningar. Man kan säga att 

hydraulikens huvudproblem lnr varit och är att finne säkra värden på denna för­

lusttorm hf vid olika praktiskt viktiga strömnings förlopp. 

I anslutning til l figur 3.45 belysavi yttGrligarc~ innebörden av förlustter­

mon hf " Vi tillämpa BGrnoullis ekvation med förlusttorm på den likformiga ström­

ningcm i röret AB. J\jr de två sektionerna A och B gäller då 

m8n på grund av att strömningen är likformig är v
l v 2 och således 

(3. 62) 
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:) - l.'! ,', 

Fig. 3.45 

erhålla vi 

h f PI-P2 zl-z2 
1=- +----

. S ~; • s s (3.63) 
h

f Kvoton - betecknad med I kal­
s 

lns ~römningens fall eller 

onbo.rt fallet (även hydrauo. 

lisk gradient ). Som syn0s är 

I sammansatt av tr,yckfallet 

PI-P2 och det geometriska 
X.s 

fallet elle r l edningens lut-

z -z 
n~ng l 2. Oft a förekommer 

s 
natLrrligtvis endast det ena 

t. ~x . vid strömning i ett ho­

risont ollt rör, enbart tryck-

fnll, elle r vid likformig strömning i en öppen ränna, enbart geometriskt fåll. 

37. Olika strömningsforml;r i rör; laminär och turbulent strömning. 

I o.ns lutning till den å figur 3 .46 upprito.de försöksanordningen vilja vi 

nu försöka bildn oss en uppfat t n ing om vad som im räffar, när hastigheten i 

rörat A varierar. 

Appar at en utgörus av 0tt större kärl B ffiG d vatton, ut t mindre kärl C med 

B 

f( /'0/7 .f, 

i .- ~ . 

Fig. 3.46 
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färgat vatt ",n (purmo..nganat), 8tt gl asrör A och (J"tt uppsamlingskärl Do Behålla­

ren C är försedd mud ett omböjt, kranförsett (k2) gl nsrör, medelst vilket fär­

gnt vnt t en kan införas i rör~t Ao Utrinningen genom A regleras medelst kranen 

Vi öppna försiktigt kranen kl' och införn i d,A strömmande va ttne t färg­

lösning f r ån C medel st inställning av kra nen k 2 0 Vid l ågahastighe t er kunna vi 

iaktta~a , et tt dbn införda färglösningen strömmar i utt fint band längs rörcent­

rum. Ine;un omb l nndning o.v de strörrunandt; vetttt;npartiklo..rna förekommer. Färgban­

det v 8rko.r målo.t på gl asväegen och vi kunna övurhuvud to.gGt ej iakttaga, att 

vattnet i rör~t strömmar . Skakningar av apparaturen visar sig i tillfälliga 

vågbildningetr på färgbandet och vid kraftiga störnin~r k~Ul färgen blandas helt 

mud vattnE:t i röret. Strömnineen återgår dock myckut sl1D,rt till den tydligen 

med rät a paro.llella strömlinjer förlöpande rörul se, som fär gbandut utvisar. Vi 

säga at t vattnets s trömning är l aminär (av l a t. letmina = skiva) o I direkt an­

slutninG till t er I:lr:;l1s latinska betydels E.; kallas strömninc;en ävun skikt s trörnning. 

Öppna vi krnnen kl ytterligar e , öketr hastigheten i röret, och rörelsen 

blir känsligar e för tillfälliga störningar. Färgbandet utvisar allt större 

bunägunh~ t till vågbildningetr, och vid en viss h::1stighut brytes färgbandet 

plöt sligt sönder; färgen virvl as ut ÖVer he l a rörsGktionl,m. De enskilda va tt en­

part iklarna rörasie ej längre i med röraxeln par etll olla banor? uto..n s törre el­

l er mindre radiellt riktade hast i ghetskomponent er uppträda, vilka förorsaka en 

fullständig omb l andning av partiklarna . Vi säga att ~~.~tnets strömning är tur­

b~lont (av l ett . turbulentus = upprörd, virvlande) . 

Om rörets s eldionso.rea A uppmätts och don under t i den t i kärlet D utrunna 

mängden Q uppmätos , kcm nede lhastigheten V (indox m utulämnas ) bestämmas ur 

fo rmeln 

Genom noggran~~ liknande undersökningar hetr mnn funnit, at t det existerar 

on hastighet v undre kritiska has tigheten, unduy vilken strömningen alltid c ,u 
är l o..minär. Om hastighe t en lieeer vid ellur under duln1o.. kri tiska hast i ghe t ut-

jämnas utifrån förorsalmde störningar i strömningen snetbb t m.a. ord den laminära 

~t!öru1i~~en är den enda stabila. på samma sät t hetr m~1 funnit, att det ocks å 

exi stor ar en övre kritisk hastighet v ." övur vilken röru l sc,n a lltid är turbu-
c,o 

lcmt. Dcmna resti0'hd är e j lika s l<nrpt dofiniero.d , då möjlighet erna o.t t !re d 

stiGo..ndu hastiehe t bibehålla laminär rör<.::ls e i höG' ~r2..d äro beroend,-:: av för söks­

o..nordningarna . Mulletn dessa t vå gränshastit:;h0tor ko..n alltså både l aminär och 

turbulent rörds ", förve r kliGas . Figur 3.47 belyser ytterligare de här omnämnda 

förhål l andena . Av f iguren synus, o.tt d8t som övorgångszon bet~cknade området II 

mollan v och v .. bl. o. • karakteris eras av a tt den laminära rörelsen e j är c,u c,o 
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lIr 

;I U /' L u!.E..DJ 

sto.bil och att övergången 

från turbulent till lami-

när rörel se är skarpare de­

finierad än omvändningen. 

Den förste, som gjorde 

nOGgrannare både experimen­

tolla och t eoretiska under­

s ölmingar av ovan skildrade 

förhålland~n var Osbor ne 

HOJL001ds (1883). Han fann 9 

att storleken på den tidi­

gur\;) namngivna kvoten 

D·v· p R = 
IU-

karakteriserade den i ett 

visst rör exis t erande ström-

ningon. ~et är sålunda icke bara den rådande hastigheton v utan även rördia­

motern D samt den strömmande vätskans kin",matisko. viskositet ')9 som bes tä.rnr.J.or 

dun existerande rörols ens natur. Innobörden o.v detto. tal, Reynolds tal, har 

tidigar\.J bohandlo.ts i avdelninG 343 9 varför vi hänvise. dit . Enligt där fraD­

komnn rosul t o.t angor R villkoret för dynamisk likformighut mellan tvenne ström­

ninc:;::.r i rör. Det värde på R, SOJ~ anger övc:rgånccn från laminär till turbuhmt 

rörolse, kall~s ROynolds kritisko. ta~ och b~toclGLo.s här mod ~~rit' För cirku-
---

lära muto.llrörslodningo.r ho.r dot viso.t sig, o.ttR. _ ligger kring 2000 och -Krl t 
för togol- ooh betongrörslodningar är ~rit co. 1200 . Dot måste observero.s, o.tt 

onliGt det dyno.misk:::c likforDighbtskr:wd ,-,n jfunfö:c. ,-, l so av strörrmingcms m tur i 

rör mod olika. väeeboskaffenhet innebär 9 o.tt de olilm rörslag\:::n måste karakto­

risoras r:l<::d V2.r sitt Rkrito Ju släto.re den inr,-, röryto.n är ju högre Rkrit-

värdo urhållGs . llGn Dat ~i t svo.rand0 hastighdcn tecknas Vkrit 9 så att föl­

jandv samb:::cnd gäller 

D.v
krit 
v = ~it . ____________ .J 

Liksom man kan t a la om en övre och (:-;n undre kritisk hastighet koo man också 

t o.l:::c Ol~ e:tt övre och dt undre kritiskt Rcynolds to.l. Det övre kri tislm Rey­

noldsko. t ::tl ", t är dock mindre betyd81sefullt j varför man i allmänhet menar det 

undre kritiska. t :::cl e t 9 när man utan närDare bestämning anger R -t. De här al1-
--l~rl 

förd:::c värdena på Roynolds t :::cl äro också undrG kritiske. värden. 

Do vid den turbulenta rörelsen uppträdand~ unorgiförlust urna äro aven 

alLnan storleksordning än do vid den l aminärarörulson up~rädand~. De höga vär­

doTh..'1. på R(104_l0
6) vid turbulent strömning eL vi(. ho..ndon

9 
att tröghetskraftorna 
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vid del1.I1C1 strömninG äga en betydande storlek. Detto. sammD.rJhänger med de i 

virvl~~na uppträdande accelerationerna, vilket innebär ständiga förändringar 

i den lokala hastighe t ens storh,k och riktning . 

Dun i figur 3.48 upprita de försöksanordningen tillåter oss a tt närmare 

stud~ra de vid strömninGen i rör uppträdande förlusterna. Genom att variera 

den per tids­

enhet uttagna 

Fig. 3.48 

~~'-~!J_.{}.~-S.?!L~_= 

/:~ :.:..~~ j< ii:J 

J , 
. ' 

n~tur av laminär 811er turbulent. Om vi nu ~ntaG~9 att f~ll G t I 

nas 
n 

I = k·v 

och logaritmera denna ekvation, så erhålla vi 

log I = l og k+ nlog v 

vattenmängden 

Q kunna vi 

variera has-

tighoten v i 

röret. Genom 

a tt dessutom 

i enlighGt med 

figur 3.46 in­

föra färgämne 

kunna vi stu-

rörelsens 

kan teck-

De t skall då visa sie , att de t experiment Glla m~torial e t ger tvenne räta 

linj ur enligt figur 3.47. Den inOIa det lnminärc. h~sti ... )lOtsområdGt gällande lin­

jen h~r vinkelkoefficiGnten n = l och således är 

I = k·v 

ellur i ord uttryckt: vid laminär rör01s e är fall.C!,t.Jlroportionellt mot första 

.. E9.3:ynsun av hastighc:t en. För den tUl"bulent a röruls~n viso.r det sig däremot 9 att 

motsvarande linjes lutning är större, d.v.s. n ;:; l och i allmänh",t ml:llan 1.8 

och 2 beroende på det studerade rörets väggbeskc.ffunhd. Vid turbulent rörelse 

är fallet proportionellt mot pot ensen 1.8 - 2.0 av hastiGhe t en. 

För strömning under praktiska förhållanden (i ledningar, vattendrag .ch 

dylikt) överskrid0r R i allmänhe t l1cri t. Hastigheten är mc;d a ndra ord s å hög, 

att rör~ls en är turbul ent. 

Ifråga om vattenrörels en i jord ställ er sig förhålland~na ann.rlunda. Vatt­

nds strömning skur här i allmänhet i e tt fint porsystcm mGd låga strömnings­

hastiGhe t er. Detta gör? a tt dun l aminära rörvlsen är förhärskande . Som allmän 

Fagol [c;ällor därför 9 att vatt enrör", ls"n i h:dYJ.ingc.r .o,ch vattendrag är tur.ulent 9 

modQll grundvattncts (markvattnets) rörels e är l aminär. 
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Ex. 3.38. BGr~ v för en vattenledning med inre diametern 10 cm, om 
c 

vattnets t emperatur är 10oC~ 

Lösning~ Tabell 2 avdelning 331 ge r v 0.0131 stok och enligt det f~re­

gående är Rkrit = 2000. Således gäller 

v ·10 
c 

0.0131 = 2000 

v = 2.62 cm/s c 

~x. 3.39. Beräkna den vattenmängd, s om på 4 min. kan t agas ur Gn 0.5 

tums kopparledning med inTe diambt 8r 0.378 tum utc..n o.tt turbulens inträder l 
o Vattnot s t empGratur 68 F. 

Lösning~ Vi räkna i c-g-s-enhet er. l tum = 2.54 cm och 0. 378 tum = 

0.378.2.54 cm. 68°]<, = i (6 8-3 2) = i ·36 = 20
o
C. To.boll 2 ger.) = 0.0101 stok. 

Sålodes 

v c 

0.0101 

20.2 

0.378·2. 54 

tl = 10.1·rr. ·0.378·1. 27 ·240 

Q = 3. 65 { 

IS cm 

Ex. 3.40. Beräkna R för en 2.5 cm (inr~ diarnoter) vatt enledning 9 om va tt­

nuts hastighet är l m/s och t emp. 100 l 

Lösning~ 
_ 2. 5 ·100 _ 2.5 4 r -.. , 

R - 0.0131 - 1.3 10 ,.' 20000 

Anmär lming ~ Ex. 3. 38 och 3.40 visa , att i cm vc.ttonlodning av normala 

dimensioner hastighe t en vida överstiger don kriti ska has tiehet en och att Roy­

nolds t o.l är högt. 

38. Motståndsta l och rörfriktionskoeffi c i ent. 

Vi vilja nu härluda ett allmänt samband mellan f örlusthöjden h
f 

och medel­

hastighet en v vid on vis kös vät skas stationära s t römning genom ~ tt rör med dia­

met 0Tn D. Det t ot a l a fall ~t må var a r. Om vät skans spocifika tyngd är 6 blir 

den dr ivande kraft ~n F f ör r örlängden l 
D2 _ D2 

F = 1/.' .'"4 j • r . l = Tt ""4 o • h
f 

(a) 
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Jämför även figur 3.45 och avdelning 362! Då inga accelorationer upp­

träda måste denna drivande kraft hållas i jämvikt av längs rörväggon vorksam-

ma tangentiella krafter, friktionskraft er, Dess a kunna vi antaga vara propor-2 . 
tionella mot hastighetshÖjden;g beräknad med utgångspunkt från don rådande 

medelhas tigheten, mot vätskans specifika tyngd O och rörvägg ens area. Således 
2 

F I = D-l v 'f'ri • • 'ti o 1') 
<-g 

där ~ är en dimensionslös konstant kallad motståndst alet. 

Sättas ekv:na (a) och (b) lika erhålles 

- 2 
h

f 
= 4~' ~ . ~ 

D 2g 

Sätta vi 4 ~ =J. , så kunna vi slutligen skriva 

2 
v 
2g 

(b) 

( c) 

( d) 

(3,66) 

där,.Z benämnes rörfriktionskoeffici enten. Ekvationen (3,66) benämnes i allmän-

het Weisbachs ell er ~arcys ekvation för förlus thöjdon i rör. h
f 

uttryckes i 

hastighotshöjd bl.a. därfö r, att användning en av Bernoul l is ekvation härigenom 

underlättas. 

I exempel 3.24 ha vi genom en dimonsionsbetrakte l se funnit, att om en 

vätska med tätheten p och dynamis ka viskositeten ~ ströTh~ar genom ett rör , vars 

diameter är D, med hastigheten v: så bör tryckförlusten ha formen (ekv. 3.40) 

d (R) 2 ~ P = 'f-' P v " . 
. , 

eller 

där 

ty i varj e valt enhetpsy:tom måste o' 
2g p'-

2 
v 
~g 

( a) 

(b) 

( c) 

vara en dimensi 0::' • .ilös kons tant. Jäm-

för a vi ekvatic~ (3066) med ekvatlo~ (b) cvan -:'inna vi att 

( d) 

eller om index strykes 

Vår undersökning har alltså gott oss det viki..lga resultatet, att rörfrik-

tionskoeffici enten är en funkt ion av Rer~~~~~_!~' Til l dennq ql lmänna slutsats 
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måstu då fogns den inskränkningen, att detta endGst gäller för helt glatta 

rör oller rör med liten skrovlighet. Vid härledningen ew ekvation (3.40) ha 

vi icko beaktat rörets väggbesk~ffenhct och donnn utövnr vid större skrovlig­

het stort inflytnnde på ,\ • 

381. Rörfriktionskoefncicmtens storlek vid l_c:~=i:rl:.~r strömning. 

I nllmänhet knn funktionen 

J. = 95 (R) 

ej uttryckns analytiskt 9 utml man får nöja sig m8d grafisk fro'mställning av 

experimentellt erhållna resultnt. Härvid kan en i princip liknande anordning 

nnvändas, SOD. den på figur 3.48 återgivna . Rörets diameter uppraätes och en 

sorie av olika genomrinningshastigheter undersökes 9 v~rvid den mot varj e ros­

tighet v svarando förlusthöjden hf avläses på manometorn. Med hjälp av dess2 

värden kan sedan A b8räknas ur ekvation (3.66) och R ur ekvat ion (3.64). Vid 

dGn laminärarörL:l sen är det dock möjligt at t härledo. utt cmnlytiskt uttryck 

för A • Vi vilja nu visa dettn. 

I röret A figur 3.49 antaga vi att en vätska befinnl;;r sig i laminär rö­

rolso (rörelsen är också stationär) under inflyto'nde o.v fallet I. Inuti vätskan 

betraktn vi en cylindriskt begränsad , centr~t belägon del abcd med radien x 

och längden l. Den på ytan ac verkande tryckkraften kan då tUCkl1aS 

(a) 

Eftersom ingen ncceleration förekommer måste dennCl. o'ktiva kraft hållas i 

jämvikt aven passiv krnft. Denna kraft är den längs cylinderytan verkande in­

re friktionen, som enligt ekva tionen (3.32) är 

dv 
F = )l- A dy 

I detta fall är tydligen A = 2n x.l och dv 
dy 

dv 
- 'clX' 

(b) 

eftersom vi måste antaga 

o.tt hastigheten avtnr i riktning mot rörväggon. Såled~s gäll er att friktions­

kraften är 

F = 2 ~ -l dv - fÅ- ILX· t -

dx (c) 

Jämviktsvillkoret blir alltså 

2 - - dv 
~ x I·l).' = - 2·j\. x 1-

(j dx (d) 

ellor 

dv (e) 
Integr\::ra~ 

v n 2 - -x +c 
4f' 

(f) 



Vid rörets vägg är v 

och sålodes 
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O, varför x = r ger 

c = ~~ r 2 

~'I 2 2 l, 
v =- (r-x) 4f I t _ ... ________ ________ . __ ~ . . _ ! 

(3.68) 

Vid l_a]1linär rör81se är hast ighet en paraboliskt fö.~d_()_l..9-j. kring röraxoln. Om 

vi tänka oss vätskan uppdelad i en oändlig mängd cylindriska skal med tjock­

l eken dX 9 kunna vi föroställa oss~ at t dess3- glidQ. förbi var8Jldra, som när en 

tub mod flera i varandrQ. inskjutna rör drages ut. Gör on härledning av hastig­

hetsfördelningen(3.68) med utgångspunkt från dUllllQ. bildl 

Fig. 3.49 

Den framströmmandG vätskomängden per tidsenh0t, q, kunna vi nu lätt be­

räkna? då hastighetsfördelningen är given. Betrakta en ring på avståndet x från 

rör~xcln och anta at t ringC:Jns bredd är dx (S8 figur 3 .49l). Den framströmmsmde 

vätsxemängden d~ genom ringtn kunna vi då skriva 

. n'~'I 2 3 
d~ = 2 tJi x dx 'v = ~f' (r x - x ) d.x (a) 

(b) 
224 

= '7tlt(~_ ~)+c 
qx 2 p, 2 4 

Int8€:;Tera~ 

För x = O måste ~ vara = O och således c = O. För x r erhålla vi då totala 

genoms trömmande mängden q 
;---~---

,-------_._. 
~ttrycket kallas Hagen-Poiseuilles ekvation . Experimentella undersökningar 

ha visat den teoretiskt härledda lagens giltighet. För laminär vätskerörelse 
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genom ett rör är alltså den per t idsenhe t f r o.ms-crörnrnand0 vätskemängden pro­

portionell mot fjärde potensen av rörradien 9 mo t fnIlet och vätskans specifi­

ka tyngd men omv änt proportionell mot vätskans viskositet, Om endast tryck­

fall förekommer gäller enligt avdelni ng 362 

j' I = PI=P2 = ~ P 
l I 

varför (3 . 69) även kan skrivas 

_ r,;y,flp r
4 

I· 
q - 8 ~I (3.70) 

------'-----' 

I avdelnin,s 37 visade vi medelst Gn diskussion ,w expori ment eIla r esultat 9 a tt 

för den laminära rörel sen gäller 

I = k ·v 

Ekvationen (3 . 69 ) som erhållits på r ent deduld iY väg bekräftar detta re­

sultat. Vi finna näIDligi.:m 9 att om v är medelho.stisl~eton, så gäller 

q = 2 '7td'Ir4 
11. r °v = --,::..-_-

eller 
8 fL 

v = 

vilket är liktydigt med uttrycket 

I = ~ °v = konstov 
ar 

som är ett för l runinär strömning ke.rakteristiskt uttryck. 

(o. ) 

(b) 

(3 .71) 

Med hjälp av d:vo.tion (3 .71) ovan ku...'llia vi nu lätt övorföra (3069) till 

formen 
- 2 
.l. Y­
] 2g 

Vi utföro. nedanstående omskrivningar 

ell er 

8 ,u, 8p J 8 v _~ 
I = -2 ov = --2 v = --2 v - 2 

~r Öor gr 4r 

64 l v
2 

h f I oI = R:- 0 J5·2g 

- 2 
l v 

h f = Å • D . Tg 

där J. beräknas ur uttrycket 
I O-Oj : ) _ 64 
l/\. -.. ____ ~ __ o_ 

(a) 

(b) v 
0-

2g 

(c) 

Ekvationen (3 . 72) är sål edes det för l aminär rörelse giltiga analytiska 

uttrycket pår(R). 

!.f3iien-Poiseuills:~ l ag erbjud(," r en grundläggcmdo möjlighet att bestämma den 
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dynamiska viskositet en. Om i (3.7 0) Cl, C::. P , r och l uppmäto.s kanp-b8räknas. 

Den härför erforderliga 8xp~rim8nt811o. utrustninGen är tämligen omtel, om ej 

fordringarna på säkerheten i de funna värdena äro alltför stora, 

Förstå~ls0n av Hagen-Poiseuilles l ag ä r av sp,-,cioll be tydels ,=, för diskus­

sionem av "det fria vattnets" rörE- lse i markEm. I detta komp8ndiums andra del 

komma vi att a mmyta till vad som här sagts om d0nna l ag. 

Ex, 3.41. Huru stor vattenmängd (20°) kan P0~ tinma passera geno~ ett 

2 m långt glasrör, som har inre diametern l mm, ut~n a tt rör01sen blir t urbu­

l ent, och huru stort är då tryckfallet? 

.Lösning: Vi beräkna kritiska hastighden och sätta 1\cri t 

gäller 
vkrit·O.l 

2000 = ----
0.0101 

vl . t = 202 cm/s == 2.02 m/s 
<:r l 

Vattenmängden und8r en ti!1lIl1.a blir 

Q ='fi o O.05
2

.202·3600 == 25 '1"(·72072 57 12 

Q = 5.71 l/time 

Tryckfallet beräknas ur ekvationen 

64 "I v
2 

64 h --,-.- - --f - R D 2g - 2000 
2 2 o 022 

-=-0-. 0=-=0-=-1 • 2 . 9 ' 81 

hf = 13.3 m. v.p. (= meter vatt ,-,npo lare). 

2000. Då 

Ex. 3.42. Om vattenhas tigheten i ett 0.01 mm Gl asrör är 0.1 cm/tim, 

huru stort är då tryckfallet pr l &rtgdenhet (d.v.s. fallv t)? Temp. == 20 oC • 

.Lösnin~~ Vi boräkn::t Reynolds tal 

f a ll l 

l 0]_ (.Q~L) 2 == o. 9l 
0.001 2g 3600 

Jfr mGd hastigheten hos en grundvatt enström vid samma tryckgradient oller 

Ex. J...di. Härhd ett uttryck för förlusthö jdc::n hf vid en vätskns la~inära 

rörulSG mellan tvenne pla ttor på avståndet h från varandral h
f 

skull uttryckas 

med hjälp av medelhastighet en. 

Lösning: Vi beteckna fallet 1118 d I och botraktC'.- 0n ccn trol t belägen paral­

lGllGpiped med höjdGn 2y, bredden = l och läncdGn l. Se för öv~ igt figur 3.50 L 
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~rivande kraften Fl blir 

I t l'2y 

\/ 
~I 

J , " j 

t , 

Fig. 3.50 
eller efter konstantbes tämning 

v = 

Medelhastigheten beräknas ur ekvationen 

h/2 

h"vm ~ o 2 f r. (~)2_y2J dy 

O 

som ger 

e ller 

På sträckan l svarar dotta mot 

v = m 

"V­
m 

!..t 
/1.. 

( a) 

Friktionskraften F
2 

blir 

JÄmvikt en fordrar 

ell er 

I jl 2y 

som ger 

= - rH' 2 • l dv 
dy 

(b) 

( c) 

'" I Ö dv -p;- y dy (d) 

Integrera! 

1'1. 2 
v = - 2j.J: • y +c ( e) 

(f) 

h/2 

I h
2

y y3 I ~ h3 
4- 5" I27L 

O 

(g) 

Obs! Denna ekvation borde kunna använde,s för approximativa beräkningar 

av vattenrörelsen i t.ex. fina l ersprickor. Se vidare i hydrologien. 

382. Rörfriktionskoefficienten vid turbulent strömning. 

studiet av den l aminära rörels en är tämligen onkel jämförd med studiet av 

den turbulenta rörelson. Vid den laminära rörels en ha vi funnit~ att vätske­

partiklarna röra sig rätlinigt och att inga mot röraxeln vinkolräta hastigheter 
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uppträda . Med kännedom härom och med utgångspunkt från definitionon på viskosi­

tet kunde vi lätt e rhålla ett ut t ryck på hastighotsfördelningon. När hastighets­

fördelningen härletts kunde rörfriktionskoefficienten lätt deduceras. Vid den 

t urbulenta strömnir..gen kunna vi icke så lätt finn a ett uttryck på hastighotsför­

delningen, (mär vi icko kunna ange något uttryck på skju'i' ~~ c:nningarnas varia­

t ion, Som tidigare angetts måste dä r för rörfriktionskoei'ficienten vid turbul.:mt 

strömning bestämmas exper imentell t, Innan vi närmare ange några uttryck för J... 
vid turbulent strömning: skola vi dock något närmare diskutera hasti3hetsför­

delning on vid donscmITHL 

2e2~'?, __ .!ias!i~hets~~rdeln~!:~2~._,::~:d tu~'bu~:_nt st:ör:.~ng;,. Vid den turbulenta. 

strömningen ä r hasti gheton i varje punkt konstant endast såsom medelvärde be­

traktad, I r.J.otsats till den laminära strömningen där hastigheten är kcnsta.nt i 

varje punkt uppträda vid turbul ensen fluktuatione r i varje punkt mod växlande 

hastighets gradi enter både i longitudinell och radiell riktning, Dessa fl uktua­

tioners medelvärde är dock = O" Trots detta förorsaka dessa l okala hastighets­

växling;ar en betydande öknin~ av skjuvspänningarna i vb'.tskn.n och di;,me d av ener­

giförluston vid strömningen. Medan i den laminära rör e l sen vätskeskikten liksom 

glida förbi varandra, förors;:\ko. de vid tUl'bulensen uppträda.nde radiella hastig­

hetsvariationerna ett ständigt massutbyte mollan olika delar av don strörrL'1lD.nde 

vätskan. Detta innebär då också. en ständig irr.pulstr ~.nsport med ~tföljande ut­

jämning av hastigheten över rö rtvä:'sni ttet. Medan för don full t utbildo.de lami-

ni:: r a r ör elsen kvoten vm 

kvot mellan 'mQx 

0.5! så ligger' vid fU~.l t utbildad turbul en s denna 

0.80-0,85. Dessa förho. llonden bel~Tsas ~":'7 "J. av fi-

gur 3051. Emedan ,~~;Y:~3 .. ..?:~~ __ !B:~ utgör ett IiJUt på turbulens en: visar det sig också , 

a.tt ovan angivna kvot vm 

v~xer ned R. Figuren 
v 

ma.x 

~inför siS till förhå ll andena 

vid Glatta rör, mon förhållan­

dena äro principiel l t analoga 

'id sk'Y'ovliga rö r .. 

Zmeden radiella fluktna-

tioneT är" nödvän1iga fÖL ' ut-

hi~~an~et av tur~u~enson och 

sådana icke kunna förekor.una intill själva rÖl'väggen; r~-tlmar man även Yid T:.yckot 

kraftigt utbildad turbulens med ett laminärt ski~ct (lalr.ina r ;:;ublaYG)') omodelbart 

invid väggen. Vid r Ö1:viiggen är hastighoten O" Detta J qjdnäro. sk Llet kan nn.tu, ligt­

vis växa, när turbulensen avJ;:;ar,. för att vid lnminJ.r rörelse stri',cka sig o7or 
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hela rörs ektionen . Av figur 3.51 framgår att för R = 3.000.000 hastigheten är 

täml igen konstant genom hela rörs ektionen och det laminära skiktet mycket tunt. 
l 

Pr andtl och v. Kårman ha uppställ t den s . k . "1 - lagen för hastighetsför-

de l ningen vi d turbul ent strömning i glatta rör 
l 

där x betecknar avståndot från rörväggen och r rörradien . GenerolIt gäller 
l 

x -v = v (_)n 
mux r 

där n bl .a . är beroande av rörets skrovlighet. 

3822 . For mler för rörfriktionskoefficientens storlek vid turbulent 

strömning. 

2. Glatta rör . I rör med möjligast jämnslipade väggbeckaffonhot t.ex. 

glas r ör ha teoretiska och experimentella studier av bland andra Blasius, 

Prandtl, Ni kurads e och von Karman lott till uppstä l landet av analytiska ut-

tryck f'o r ;{ . 

Blasius (1913) anger 

vilket ger 
2 

v . -
2g 

Prandtl har på teoreti sk väg erhållit sambandet 

\ A = l LJ 2log(R ,bo') -o.sL 
som är giltigt för R< 3.4"106, 

Vid don praktis~a användningen av dossa forml er beräknaG först R, om v 

och D äro givna eller i övrigt lätt kunna. erhå ll as, varefter,1 beräknas. Med 

hjälp av ~ kan s edan hf beräknas. ~m v icke är givet oll e r lätt kan be~tämmas J 

skattas 4, varefter v beräknas och det funna värdet användes för beräkning av 

R och så ett nytt A , tills önskad noggrannhet uppnåtts. 

b. Skrovliga rör. I rör använda för praktiskt bruk kommor ~ att varier a 

både med R och med väggbeskaffenheten., som tidigare påpekats . Mode1st infö r an­

det av begreppet rolativ skrovlighet definiorad som kvoton mellan upphöjningar ­

nas medeldiameter e ( = absolut a skrovlighoten) och rörets diametor D ollor ~ 

har Nikuradse genom intressant a experiment visat, att ~ har samma värde för 
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s trömningar i rör med överensstämmande r el ativ skrovlighet. om R är lika . Vi 

kunna här e j närmare ingå på dessa undersökningar utan hänvisa till i slutet 

av kompendiet angiven lit teratur. Från dess a unde rsökninga r vilja vi dock yt­

t erligar e anföra , att vid Reynoldska tal över 10000 A blir i det närmaste obe­

roende av R och sål edes en funkti on onbart av ~. Nikurads o anger härför ut­

trycket 

l h,. 
(21og!2. + 1.138)2 

e '._--------------_. 
där e rår någr a olika material har värden , som framgå av tabell 3. 

Tabell 3. Några olika materials absoluta skrovlighet. 

M:at e ri al Absolut skrovlighe~ 

0.5-1 mm Gjutjärn, nytt 
II anrostat , 

" förr ostat , 
Cement , putsad 

" obearbetad 

Bräder, ohyvlade 

sten , obearbetad 
(s pr ängs t en) 

l -1.5 " 

1.5-3 .0 " 

0.3-0.8 " 

l -2 " 
l -2.5 l, 

8 -15 " 

Ett ofta använt uttryck vid beräkning ar av tryckförluster i järnrö rs l ed­

ning ar är Langs formel 

1 0 .0018 /\. = 0.020 + ---
Vvci' 

L-______________~ 

där v anges i m/s och ) i m. I tabell I slutet av komp endiet finnes detta ut­

tryck tabellerat angivande hf per 100 m l edning. Som synes ingår i detta ut­

tryck e j Reynolds tal, varför uttrycket e j är generellt användbart för olika 

vätskor. Uttrycket är giltigt för vatten av n~rmalt emp eratur. Vid överslagsbe­

räkningar för l edningar med e j alltför stor skrovl ighet kan ofta Dupu i ts värde 

.l = 0.03 användas. 

De forml er , som nu givi t s för beräkning av J. vid glatta och skrovliga rör, 

tillåta oss att l ösa en mängd pr akt iska problem och spänna i stort sett över 

a lla vikt igare fall. Vi belysa formlernas användning genom att räkna igenom 

någ r a problem. 

Ex. 3 .44. Beräkna enligt formlerna ( 3 .74) och ( 3 .75) ~ rår ett t ekniskt 

glatt ror, om D = 10 cm och vätskan utgöres av vatten, vars t emper atur är 20oC. 

Has tigheten är 2 m/s. 
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~j_~nin~~ Vi beräkna Reynolds tal 

R - 10·200 _ 2. 105 
- 0.010-

Enligt Blasius blir då 

Ä - 0.316 = 0.316 
- 4V2·1ÖS· 10\;20' 

0.0316 
2.114 0.0149 

och enligt Prandtl 

. l 

A. == [21og(RVj:) -O. 8J2 

Vi ske..tta J., till 0.015 och pröva 

l 
0.0158 

Således för stort. Nästa värde väljes som medelvärde av 0.0149 ~ch 0.0158) 

d. v • s. 0.0154. 

Således 

l 
0.0156 

och vi sätta Å == 0.0154;0.0156 = 0.0155. Pröva l 

~JS..o_....2.:A2. Om i ex . 3.44 röret i stället för c.tt betr8.1das som tekniskt 

glc.tt 9 antas vara av slätslipad betong med absolute.. slcrovligheten 0.5 mm 9 hu­

ru stort blir då A och vad blir tryckförlusten pr 100 m ledning? 

Lösning ~ Eftersom R> 105 tillämpa vi formel (3.76). Således 

l 1=------100 2 0.0304 
(21og

005 
+ 1.138) 

hf == 0.0304 • 6~10. 19 == 30.4'4'0.051 6.20 m.v.p. 

E;_~_3.46. Beräkna med hjälp av Langs forme_~ tryckförlusten i en 500 m 

lång 2" järnrörsledning 9 som skall 
2 

Lösning~ Q == A'v == ,/C ]... • v; 
4 

föralOO l vatt8n per minutl 

4Q 4 '0.100 ! v == -2 == 2 == 0.85 m s 
n'], rr ·0.05 ·60 

.Å.. = 0.020 + ,_~~~ 0.02885 
'1'0.85 ·0.05 

2 --2 
hf == A.ID ~' v

2g 
= 0.02885 .2Q.Q..... • 0.85 == 10.6 m.v.p. 

0.05 2g 

Svar: Tryckförlus t en är 10.6 m.v.p . 
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Ex. 3.47. Lös föregående 

Bln.sius formel 

uppgift med hjälp 
l d '_ 0 . 316 

c.y Bl8.sius formel för). 

Lösning~ 

Vi beräkna R. 

Yilket ger 

y er;\, - 4.J-R' 

85'5 
R = 0.010 42500 

0.316 0.316 
4 / -- - ----, = 14.34 
-.j 42500 

0.0220 

--2 
hf 

= O 0220 .~. 0.85 = 8 10 • 0.05 2g . • m.v.p. 

Ex. 3.48. Huru stor diameter skall en tubledning till en vat tenkraft­

stc.tion ha, om tryckförlusten på grund CoV rörfriktionen ej får uppgå till mer 

än 5.5 m.y.p. Tub ens längd är 1100 m och vattenmfulgden 1.2 m3/s. ~ = 0.03. 

Lösning: 

(a) 

(b) 

Ekvn.tion (b) ger 

som insatt i ekv. (a) ger 

eller 

D 

5/ - -

~ l 16 2 
'Ii Ä. • Q _ 
~ h

f 
• 2g -:rrr-

D = 0.935 

Svar: Den erforderlign. tubdiametern är 0.935 m. 

Ex. 3.49. Huru stor är tryckskillnn.den melln.n två punkter i en rörled­

ning med 250 mm diameter och en lutning ay 1:20 c.) då v::.ttne t strömmar med 

lutningen b) då vn.ttnet strömmar mot lutningen? Vn.ttenhastigheten antages 

yarn. 2 m/s och Å = 0.025. 

Lösning: Bernoullis ekv. med förlustterm tillämpas. Ayståndet mellan de 

båda punkterna beteclmas med 1: och punkterna indicerc.s med l och 2 ( punkt l 

ligger geom. högre). 
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- 2 
h - ~.l..L 

f - / D 2g 

-<\ 2 2 

I vl Pl v2 P2 
-2- +-, + zl= -2- +\' + z2 -il- h-f 

I g o g (l - ~ 
" 

a) Strömning med lutningen Yl = Y2 == 2 

eller 

- - 6- /2 Pl-P2=-50 l+ 20 .4l =-29 . l kpm 

b) Strömning mo t lutningen 

(.~, ) 

(b) 

-70 .4 I kp/m2 

Svar: I bägge fallen är trycket störst i den nedre punkten. r ifferensen 

utgör i a ) 0.00296 kp/cm
2 

och i b) 0.00704 kp/cm
2 

räknat per sträckmeter ny 

ledningen • 

.:Ex. 3.50. För att experimentellt bestämma rörrriktionskoefficienten upp­

mättes den genom en 200 m l ång rörledning framströmmande vattenmängden. Denna 

befmms vara 5000 f på 10 minuter. Rörledningen ya r i nkoppl ad mellan tvenne 

cisterner 9 i vilka v2_ttenytorna kunde hållas på kons t ant nivå. Vid försöket 

var nivådifferensen 3 m. Beräkna Å 9 då rörledningens invändiga diameter var 

100 mm ~ 

Lösni~: Av texten framgår att hf var 

Detta ger 

3 m.v.p . 

,-

Den andra ekv. ger 

3 
2 

}." • 200. Y-
0. 1 2g 

~2 
5 = 'i 4' • ~ ·v·lo · 60 

4 

v 
10 
3'1/. 

som insatt i den första ekv. ger 

3·0.1·2g·9'T~2 Ä = -"--'----'-~-
200·100 

(Darcys-Weisba@ohs ekv.) 

(KontinuitetsekT.) 
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3823. Tegel- och betongrörsledningar. Dessa rör ~nvändas huvudsakligen 

för dränerings· · och avloppsledningar . I sådana ledning::r råder int et eller 

endast obetydligt övertryck, d.v.s. tryck högre än atmosfärtrycket. Vid beräk­

ningar rörande sådana ledningar uppställes (3.66) ofte, under formen 

uttrycket uppställdes redan år 1775 av fransm::"nnen de Chezys och benämnes ef­

ter honom de Chezys formel. 

I formeln betyder v den rådande medelhastigheton~ C en av framför allt 

ledningens skrovlighet beroende konstant, Rh hydrauliska radien eller våta 

arecm A dividerad med vätta omkretsen ( ==p== våt::" perimetern) samt I == fallet. 

Uttrycket erhålles genom en med deduktionen av formeln (3. 66) analog 

härledning. I ekvationen e avdelning 38 

2 2 
c' D h X U1 'D -l , v 
fi '4 . f· u == r?' 0 2g (a) 

kunna vi generellt 
2 

ersä tta 'le ~ med A och~ D med p, vilket ger oss 

2 
n y 

h f == yJ' A .1 . 2g (b) 

eller, enär enligt definitionen (se också figur 3.52t) 

(o) 

och 

I 

(e) 

/
2--' 

och således, om C ==, f! 

Alltsedan denna formel uppställdes ha ett stort ::ental forskare sysslat 

r---- - -------- --.. --.. - -----

Fig. 3.52 

med experimentell a bestämningar av C 

och många olika uttryck finnas, varur 

C kan beräkno.,s. Det finns ingen anl ed­

ning att här återge alltför mångo. av 

dessa olikc" uttryck, utan vi beröra en­

dast de ur vår synpunkt vanligaste och 

mest användbara. 

Ameriko.,no.,rna Yarnell ooh WOrldward 

ho. gj ort omf::" ttande undersökningar med 

vattenför~de betongledningar och upp-
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v 
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c 

2 l 

C V~I 1= 93 • ~3 o 1
2 

Detto.. uttryck finnes tabellerat i s l utet av kompendiet, tabell II. ut­

trycket är sem synes relativt enkel t uppbyggt. Andra s ,k. potens formler ha 

uppställts av Manning. Forchheimer. Gauckler m.fl. Helt allmänt kan man ange 

v - C R nIm - h 

där C uttrycker ifrågavarande led.nings skrovlighet so..mt m och n ha olika tal­

värdeng n = ~ till to och m = ~. 
Ett annat uttryck på C är det av Gunguillet~r.~u_~ter uppställda 

C 

23 l 0.00155 
+ n +";;"':'--::1:-"-""-

l (23 '0 .00155) ~ 
+ + I VR--' 

h 

(3.80) 

där n är en skrovlighets faktor 9 som ho,r följande värden (tabell 4). 

Tabell 4-. Några värden på skrovlighetsf.~~.o.rn n i Ganguillet­

Kutters formel. 

Material n m _._--
Slätslipad betong 9 hyvlat trä 0.010 0.15 

Svetsade järnrör , järnbe tongrör 0.012 0.25 

Vanliga betongrör 9 t egelrör 0.013 0.30 

Uttrycket (3.80) är tämligen invecklat uppbyggt och lämpar sig föga för 

direkta beräkningar. Det användes dock fortfaro..nde mycket, då det bl.a. ligger 

till grund för Schewiors stora tabell v erk. Vid övningarna användes ett utdrag 

av detta t abellverk . Vid direkta numeriska beräkningo'r användes l ämpligen 

Klitters förenklade formel. 

C 
100 Vi\: 
m+ \/~ 

där värdet på m finnes angivet för några mO,teri:::cl i tabell 4. 

(3.81) 

Vid överslagsberäkningar kan lämpligen enlig t ;Extelwein och Dupui t C 

sättQS = 41. Således 
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Borä1ma med. hjälp ON de :L rwdelning' 3823 f dlTlnlerna 9 

huru stor vattenmängd pEn' sekund? s"m fro:mrinner i en 60 cm betongled.ning 

vid f'l1.llgång 9 om I = 0.4; 1000 o 

p 'ii:' D = 0.6 fil: m 

F
-, A 're 0'0-6'2 
'h =c. P 4 '0. 

10804 rn 

0.6 
4 

0.150 m 

F0Tl11el (3.79) ger 
2 l 

v 93 oE
h

) Q 1 2 

och såled,es 

q,", 0.283 -93 2VO:-:15(l. v'ö.ooö4' 

'1 "" 0.28:3 '93 '0.284 '0.02 ,,, 0.150 m3/s 
}tlormel O.tJO) ger (värdet på n se tD.bel1 41) 

G 

och således 

]'ormc"l O .in) ger 

c 
100 \/0:15--; 

..--.:u, ________ ...,._~, ..... 

0.30 + \/O-~1-5 

varav 

54.6 

jI.!llYlärlS!?-i~i~. Av det ovan genolLräknade exemplet fr::cmgår 1 att _~ll och 

Woodwards formel ger lle-tydligt högre vattenmängd i:in do -två D.ndrD. formlerna, 

De-tt2o sammanhänger mod elen högn, numerif3ka faktorn 9:3 1 som i sin tur ger J:'elO,-, 

tivt höga C-värden i de Ghezys f"'lrmeL 

formlern8.,l, 

Lös föregående exempel mod. hjälp :w de i avdelning 3822 givna 

Vi skE, tta Reynold.s tr11 o '1 sättes enligt d.et föregående till 

v 
O 1. 
00 0.46 m/s 
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R 
46 -60 

0.01 
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h 

276000 = 2.8°10) 

strömningen är sålunda i rLög grad turlmlent, Vi väljo, därför formel 

(3.76) 
l 

0.0224 
( ') • J 6 O O l l 7. 8)'-2 

L ,og l +, .-J 

.p_~rc;ys-1Neisbachs el<vation ger tillämpad på l m o,v ledningen 

2 
l v 

0.0004 '" 0.0224·~0 T" -2-
.0 _g 

v = 0.46 och q = 0.130 

Jfr med förut erhållna värden~ Som synes ge de oliko' f.rmlerna rätt olika 

värden. Man får därför o'l1tid räkrl.[~ med att r~itt stora fel vidlåd::, hydrauliska 

beräkningar? såvida icke speciellQ ex:periment gett upplysning om rörfriktions­

koefficientens storlek. 

~x. 3.53_0 I vilket fall måste en 4" bE)t"lnglcdning läggas för att den 

skall kunna avleda 10 l vrltten pe:c sekund. 

Vi använda Yarnell \ich Wo.dw:::.-rds formel 

v 

2 1 

93 • n 3. r 2 
h 

2 l 

q =, A'v == 1\.-93 'R~ 1
2 

Givna data insättas i denna f()rmel 

..? l 
0.1

2 
0132 0.010 == 1'C • ---- ·93 • (-T) • I . 

4 Lf 

I 0.0257 eller I = 26:1000 

Den hittills givna behandlingen av strömning i slutna ledningar har ägnats 

åt de friktj.onsförluster 9 som uppkoIDrnQ vid likfonnies strömning å längre sträckor 

i raka rör. De förluster 9 som orsakas DN rörkrökar~ tvärsnittsförändringar, 

knlnccr 9 ventiler och dylikt 9 ha icke närJlll-),Yt) )teröTts , I sådana element uppkom­

mor i allmänhot en ohkfermig strömning och de fö:duster som uppt:cäda äro i 

högre grad ).eroende o,v tröghetskrafter än o,v inre friktion. En enkel dimen-
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siomw_nalys visar dt under sådana förhållanden vårt allmänna uttryck (3.40) 

reducoro,s till formen 

p 

2 
( nv) p '= k~ns t ..L.:..-

D 

eller för en given vätsko, och ett visst rör 

där k är en dimensionslös faktor benämnd. motståndskoofficient och v medelho,s-

tighoten bortom ifrågavo,ro,nde rörelement. Denno, motståndskoefficiunt måste be­

stämmas experimentellt för olika förek:oillillo,nde konstruktioner. En viss teore­

tis,,: och systematisk behandling av desf3o, motstånd är dock möjlig. Då de egent-

Egen icke innebära något principiellt nytt och behandLingen ay dem här skulle 

lc:räv:1 för stort utrymme 9 hänvisas den intresserD.do till litteraturcmo Figur 

3.53 återger några vanliga fall med på figuren !:mgivn::e medelvärden för k. Den 

irörkrökar 9 ventiler etc o uppk1mmande tryckförlusten uttryckes .ftQ i ekvi­

Y.0.l_9..~~o.:..":f'örlän€lde:r:. I tabell I åtterfinnes några Dådeno, värden. 

\,/ \/ . 
. _----.......... '-

._---_ .. ~-:;; 

\,/ V 1/ 

--~"--!' __ --Y~. . 

r 
j; 
f 

----:----- ~ \; 
--~!.._--~--

v~i, 

---=-~-:I 

\, 
'-(:----~,--­
._----'> 

I __ ~ __ j: __ . ___ _ ~_ 

k:: (i---

Jhg. 3.53 

Innan vi med d()sSQ kortrc ::mmärlmingar lämna prcblomet om särskilda mot­

stånd i slutna ledningar, skalD, vi dock ge BE"rnoullis ekvation en form, som 

är mycket användb,c'_r vid beräkningar ::ev t0tal::~ ___ trd_cJ~.t~öj_~en_I!9 när olika för-

lusttermer uppträda i ledningen. Vi ha tidigare skrivit Bernoullis ekvation 

med förlustterm under formen 

2 v -n 
1"'1 

'r-- + . ......., .. + Z 
2g ) 1 

2 
v 2 P2 
-2 - + II + z2 + h f-.g ,) -

( a) 
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eller 

(b) 

Zl-;';;2 Qnger den geometriska höjdskillno,dcm mollo,n punktornG l 00h 2 och 

-1 D""r skillnaden i tryckhöJ·d. Vi sätta surrnnr,n ~\V dessa differenser == H PJ.-JJ2 c"nb'C· 

och erhålla 

s.om för v 2 VI ger (se'! för övrigt formel /3.61/t) 

H 

II 

o 00h v 2 
2 

v 
7'- +h 
2g f 

v gäller 

där h
f 

då enligt föregående utredningar bör kunnn s)civas 

Il 2 12 2 
h

') v ') -- v _. /\ .. -_.- - + /\ .-- - + 
f- ,. l Dl 2g '21'2 2g ., 1\1 o + 

2 ;:: 
y v 

k -;-+k -,.;--+ 
l 2g 2 ~g 

(c) 

( d) 

(e) 

o • o 

Härvid gäller, att de första t8rmerna ange förlusthöjden i rakn lodnings­

sträckor och de senare termerna, förluster som förorso,kas av speciella mot­

stånd. Skrivo, vi nu äV()ll de första termerna under formun 

erhålla vi s1utligen 

2 ') I. 
A, • _=:: • J: __ 

D. 2g 
J. 

H 
2 

V 
(1+ ,rk] .. ) 2g 

(g) 

(3.84) 

E~54. Huru många hk erfo:rdras för att med en tryckpmnp9 vars v(?rk­

ningsgrD.d är 90 c;;9 gonom un ledning av 490 m längd och 150 mm di2.mGter upp-' 

fordra vatton tHl 46 m höjd? då h2.stigheten i ledn:Lngon är 1.2 :n/s 9 ledningen 

h~1r två krökar med k = 0.2 9 motståndsk,:,efficientcm vid inloJ)pet är 0.5 och 

A == 0.03? 

]..!..~.i3!'~g Vi berälma totala tryckhöjden 

2
2 

9 
il '" L2o_::;.- (1+ 0.03 4

0 
1°5 + 2 0 0.2+0.5)+ 46 

g 0-

Den erf'n'derligo, effekten x i hk blir 

16.7 hk 
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SVO,rz ren e:rfo:rde:rligo' effekten ä:r 16.7 hk • 

.:2.2J-. Inl !f2.E:'3 f i:)_:rluste:r vid IJ:rOtrurmnor • 

I o':JJmänhet ä:ro de EW s äcskilcla, rö:re lement fö:rorsakacle förlusterna små i 

fö:rhåll:::mcle till de fö:rluste:r? som förorsakas n,v rö:rf:riktionen 9 om ledningen 

hO,:r någorlunda längd. Anno:rlunda ställe:r sig fö:rhå1l;:mclet 9 .rn ledningen ä:r 

lm:rt 9 vilket t.ex. ä:r fallet vid brotrummo:ro Här blir framför o'llt inst:röm­

ningsfö:rlusterna :relativt sLo:ra. Om vi O,ntO,€;a 9 ~,tt vid inst:römning i en b:rc--

dess·u.tom förlusterna vid st:römningen gtmom själva brot:rum-

9 där I ä:r trUJlllllO,ns Hingcl och D dess dio'meter f,[\mt ).. en 

rörf:r:i.ldionskoefficient 9 så gäLler för fö:r1usthöjclon h:
f9 

om tillst:römningsho's­

tigheten Vo försummas 

v
2 

( ') 1:) 
h f 00 215' 1+ e +.,1\," Ii ( 0,) 

Jämför e leva tion (3.84) ~ :Göses v ur elcvO,tion (re) e:rhålles 

Detta Eic Weisbachs formel för samband.e t mell:m förlusthöjd och ho'st:i.ishet vid 

st:römning genom en t:rurmlia. Enlie;t Weisbach le:J.n c siittas = 0.505. Jämför figur 

3.53, dä:r k "'" 0.5 för slearpkimtad inströmning. 

Enligt Ilarc;y: ä:r 

(3.86) 

Formel (3.85) firmes tabellerad i våra fö:r dimonsiono:ring ECDvända tabel·-

ler" 

E.2S.'_. 3.55. Ett avloppsdilce skr,l1 föras gen'-'Jm on 10 m långbrot:rumrna, Vat­

tenyto'llf3 höjclsk:i.llnad vid in·· och utlepp går vid tt,m upp till 0.5 m
9 

clå 

q ~i:r 0.440 m3/s. :Beräknct erforderlig rörcli:1mete:C 9 och hu:ru sto:r b1i:c v:J.tten-

hO,stighuten? 

IJösningen utfön,s genom succesEljv;:\ passningar. Om :cörfriktionen 

såsorn erl f·l ör.c~ tEL el., :co . .., l ' t''>' l ...... o 1J ~ c pp. XlJ1k,·;J.on· orsummas 9 oru8. .OS 



0.021 

0.437 

Vi beräkna nya v- och D-·värden 

Synbarligen är yUurligare passning ej nödvändig och således D 

och v = 2.24 m/s. 

0.500 m. 

f'!:~~_3 .5..2.- En brotrwmna består av 15" b8tongrÖl' och dess längd är 20 m. 

Hu:cu stor är dess avbördningsförmåga vid full gång ? om den ligger i fallet 

15~1000? 

Vi bOl'i=l.1ma h
f 

och,,< 

Genom insättning i fOl'mel (3.85) el'hf'illcs hastigheten 

q 

J 
----; 

, 2g ·0.3 

v = , 1.505+0.021. "20 
0.375 

A'v 
0,)7:75 2 

1e • • 1.50 
4 

AO. Stl'örrming i öppna ledningal'. 

1.50 m/s 

3 0.166 m /s 

0.021 

Vi ha l'edan i ::wdelning 361 definiel'at en öppen ledning och angett 9 at·c 

den fl'amför o.llt karo.kturiseras av att den kel' cm fri yta j som endast är ut­

so.tt föl' D.tmosfärens tryck. Naturliga vattendrag j rännor; dikun j kanaler (etC. 

äro exempel på öppno. ledningar. ExistensGn avon fri y t c:, ferl'\rsakar j att 1'1u-" 

handlingen av stl'ömning i öppna ludningar utgör "tt butydliGt svårare problem 

än behand.~ingon [;v täckta ledningar. Det är sV[ert [,-tt "rhålID. lJ1,,-:;rcc g<.;nGrollt 

{S'iltig:::" expc:n>inh.:ntolla d[~ta9 på grund av du ytt(~rst v8.l'i",rand8 suldionsf.rmer­

nc:, och skl'ovlighetst::clen, Formen varieri\r från d.ut rc;[;L,lbundna cirkelsegmentet 

i un delvis fylld rörledning till dem orcgE;lbundncc fOl'TIGn hes c.:n flodbädd. Mot-

svc:,rande vo.riationsområde gällur för skyt'lvlighutun. 

Bcho.ndlingdl ''"v strömning i öppna L:dningar är d.ärf~jr i ännu högre grc\d 

än ;y strömning i rör 8mIJirisk. Vid do oxporim.entul1a undcrsök-

ningClrncc hCJ"r man näf3tc::n uteslutandf'; arbct:-rt mud V;',tton och du i ul\:V:1.tionurno. 



ingående koeffieicmtorna gälla dEmna vätska, De i dut fön~gådnde givna all­

männa rolO"tionc.:rncl" m811an R8ynoldska tal och friktionskoefficienten spela vid 

studiet av strör:ming i öppna ledningar en rclcLtivt liten r')ll. I dessa samman­

hcmg ha däremot Llodcllstudiur kommit till stor användning särskilt vid större 

projckterQde [J,nläggningar. 

4010 Likfo:rr:lig och olikformi' strömning i öRPpg:" Icdning~. 

på grund av existensen ON en fri vQttenyta kOI,IDlor som tidigare påpekats 

.,sbj_~(]t i en öppcm lcdp.ing att variera, även om strörmingun i övrigt är staiio­

!lär. Dutta förorsakar uppkomsten av olikformig strönming mGd åtföljande acee­

leI'!.lt:Lon och retardc\tion. Om i en öppen ludning do w\ttenfyllda tvärsnitten 

avta i strömriktningen 9 säges rörelsen vara aec8lorYE:':1.2: 9 och vattenytan säges 

up~pvisa en sänlming. Vid motsatt förhållande 9 elIor när de vattenfyllda tvär­

snittc)ll öka i strömriktningen 9 säges rör81sen vnrn .:q.o,,:~o"rderad9 och vattenytcm 

säges uppvisa en dämning eller stuvning (se figo 3.541). 

l 'r:) /7 c; F rv/ rj 1 r) (] 
--- ----ej ··--··· 

I/!:: /~~)r)S/ v 

Fig. 3.54 

Vid strömning i öppna ledningar spelar begrepput hYSirauJiska radien Rh 

en mycket större roll än vid strömning i täckta leclninGO"r
9 

varför vi påminna 

om den redan i avdelning 3823 införda formeln (se också figur 3.521) 
A 

Rh '=' P 
R lmllas även l?;ydrauliska I:lOduldjupct o h 

Liksom i rörledningar 1mn Dc'lturligtvis ävon i öppna ledningar förekomma 

'bådo laminär och turbulent strönming • Då den lL1.m:lnära rörolsen i öppna led­

ningo.r är relativt sällsynt och dess behandling :i.eko skulle 1.nnebära något 

nytt utöver d8t i avdelning 381 givna 9 beg:ränso. vi OSE1 här huvudsakligen till 

don tu:rbulEmta strömningen. 

Skriva vi Reynolds te,l R för öppna 18dning;:cr under for.G1en 

Rh· 
R '" 

så hccr oxperimentella undersölmingar givit vid ho.nclon
9 

att R ha:r storleken 
-Krlt 
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E~!_ 3.57 o Vatten av +100 C tempeTatuT st:r.ÖWDC_l' fr.:1n ÖVOT 0n betongbano'. 

Vid vilken hastiGhet inträffc"r turbulens 9 om vo'ttendjupet är l CD? 

Vi sätta R =o 500. Om vi dessutoli1 O,nt:1gO, bredden på betong-
krit 

banO,n VO,rO, b ffi 9 erhålles 

R =- 10Gb "l 
h 100b+2.1 

__ J_ ~~;1 
l 

lrsob 

Den s äkta hastigheten betecknas med v 
kTit 

500 

V
k 

. ~_ "" 6.6 cD/s = 4. O m/min • 
. TlC 

1\.mnärkn,~: Ovan gj orda b8räkn1.ng av Rh visar, o"tt OD bredden b på en 

öp:Qcm ledning kcm antagas vara stoT :i. förhållande; till djupet 9 så blir ~ r.lOd 

god appToxir:lation '" vattendjupet. 

o 
Regnvatten av +10 C tempero'tur ströoL10'r utför ett plåttak. OD 

vO,ttondjupnt uppskattas till 5 Dm, huru stor kan då hccstighoten vO,rO" uto'n O,tt 

rörelsen blir turbulent? Huru st<rrt blir Q pT D QV tcckbredden under l Dinut? 

Den kriti~ll<':D, ho'stigheten crhåll\,;s lätt till v
kr 

._~ 
, J_v 

13.1 CD/ s 9 

VO,T2-V 

Ey~9. Beräkna Reyno1ds tO,l för ett dike Ded släntlutningen l: l, OD 

vo'ttnndjupet äT 30 cm, bottenbrodden 40 cm och v2_ttenho'sticheton 0.5 n/s: 

fJO,Dt orhållo' 

Vi sättO, \):=0 0.01 och burälmo' Rh 

R h 
30(4Q+302 o", 30·72 "-' 16.8 

40+2-30\12 124.84 

R '" 16.8' 50 ~ -l05 
0.01 ' 

rrur'bulE-msen är således kraftigt 'u.tbildad • 

CT.1 

.111. BeTnoull2-lL, dcvation för sto'tionär likfo:r~~i.G'_..§_tröDnin{\ i öppna 

ledningar. 

Butrakta den stationära l ikforr:Ji go_ strörmincen i den öppna ledningen på 
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n.gur 3~55. Mellan tvenne punkter 1. och 2. tänka vi oss on O-nivå inlagd och 

med utgångspunkt från dt~nna de olika höj derna avs:::, tt[.l. Bernoullis ekvation kan 

då tfulkas tillämpad på ett Godtyckligt strömrör par:;>"llolU ned botten och på 

djupet x under vattenytan. Det är nämligEm tydligt? att uHersoD den fria vat-

flo 51/9 h re l ---_ ...... _.~ .. .. - .. .... . _ ........ -

l. 

Fig. 3.55 

tonytan utgör trycknivån? så gäller för ,-,tt God:byckligt ströDrör (eller för 

hela soktionon) 

mon eftersom strömningen är likforraig? så är v l "" v 2 och PI '= P2 (enär 

hl = h2)· 

ellor om vi dividera med l 

(3.87) 

Vid likformig strörming i en öppen ledning' är f:,llot lika Dod vaHenytDJlS 

lutning men ävenså lika med 10dningens lutning. Strömningen und",rhålles genol:! 

att don potentiella energi en kont inuorligt och r8stlöst förbrukas allteftorsol:! 

vätskepartiklarna röra sig utför ledningen o Ingen ökning i den kinat iska ene 1'­

gien förekommer. 

rt. Laminär strömninp~. Innan vi ingå på on närnt:\ru behandling av förlust­

höjden vid turbulent strömning? kan d"t vEtra länpliGt att nåGot ytterligare 

boröra dun laminär2, rörelsen. Vi göra detta unklast och LloElt kortfattat gonoD 



o,tt formu18ra några pro'blem och diskutura deras lösningar. Härigenom kunna 

vi erhålla några viktign formler utan att alltför myckut öka texten i detta 

kompendium. 

Ex~ 3..60. Härled c;n formel för medelhastigheten vid laminär strömning 

övor ott 'brett plan med lutningen Il Berälma även vätskeföringen, om planets 

bredd är b ~ 

Vi uppri tn figuren 3 o 56 och införa lämpliga beteckningar o AB 

må VD,r[.'o det breda planet mc~d lutningen 10 VätHkedjupc-c antages vara h. Vi be-

Fig. 3. 156 

-C rak-c et ett element begränsat av den fria vä-cskEw-can och utt mud denna paral­

lellt plan på djupet x. Eh)Irlen-cets längd är l och duss bredd == planets bredd 

·b. I ()vrig-c frangår d(-jt betrakh"de elelilentets climensioner och läge av figu­

ren. på grund av planGts stora br8dd kunna vi fö:mufJnnn inverkan av kanterna 

h >oJ" R h ( 3' .5'7 '.) , oc sac'un 'h ,'= . c~c ex. " Vi uppställa jämviktsvillkoret för clemon-

td xbl och erhålla 

(a) 

Intogrora~ 

Sätta vi x h, blir v 

och således 

Ö I (h2 2) v == -- -x 
2(<. (3.88) 

Vi beräkna vätskuföringen. DEmnC1 'blir 

h h 
e 

~ Ib i ! ') 

q vbdx J h'··x.-
2./ '. 

I 3 t_i , 
O O 
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Vi ku:tm:1 nu lätt beräkna medolhastigheten v , Således 
m 

vilket gOl' 

tlbh3 
v -boh 

11 3 fl, 

"--~~2'l v _ _ v __ 

m - 3f-L 
L_. ___ ,._._. _______ ~ ____ i 

(3.89) 

Av donna ekvi_"tion synes 9 att vid laminär strö~j.E:..g i 9Ppen ränna eller 

över ett brett Elan är Llcdelhastigheten Eroportio?9}J.:.mot falM. 

Ex. 3.61. l3eräkna medelhastigheten vid vattnats laminära strömning ut­

för (Jtt plan, vars lutning är IglOO, omvsättes "" 0.01, poise och vattendjupet 

är 0.1 cf:Jl 

j;ösningg Formel (3.90) ger 

v 
m 

981 0 0.01°0:1
2 

3-0.01 "" 3.27 cm/ s 

Ex. 3.61i
• Bevisa? att för vatten av +20

o
C mod Y == 0.01 poise måste ne­

d(;"nståc-mde rE)l!:,tioneT vara lJ.ppfy11da 9 för att strömning i on bred öppon ränna 

skall vara laminär 

samt 

<2 v m -- h 

:i: 

Ih] s: 0.00015 

( a) 

(b) 

LösninggEnligt dd förogåondo gälh)r (sid, 1551) 

som ger 

villwt inne bär 9 att 

v 'h krH 
v 

v - 2 
krit - h 

500 

modelhastigheten v måste m 
5 v «:--'- b m . 

Enligt formol (3.90) är 

som insatt i formol (a') ger 

U1Jpfylla villkoret 

(a' ) 
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eller 

och således 

Ex .. 3 o 62. Vilken är den största lutning ett phn får ha 9 om en vatten­

strömning över pl11llGt med skikttjockleken 0.25 cm skall vara laminär'? 

Lös~ing~ F'o:r.mel (b I) ovan ger 

0.15 ~~ O 01 I == 15.6 ,.-.., . 

lord uttryckt imlebsr detta resultat, dt ett plan som lutar 1:100 icke 

kan föra en vattenström 9 som har större skikttjocklek än 2.5 rnm~ utan att 

turbulens inträffar. Medelhastigheten är då 20 cm/s. 

b. Turbulent strömning. Genom en härledning analog med den i avdelning 

3823 givna knn sambandet mellan fallet och hastigheten vid likformig ström­

ning i öppna ledningar erhållas under ff"rmen 

som är de ehezys ror~ för öppna lednjngar. e är en konstant, va:r.s värde be­

ror o.v ledningens skrovlighet [len också av fo.1let. Även i detta fall förekom-

mer en mängd olika uttryck på e. ])e äro dock i allmänhet av samma form som de 

för täckta ledningar i c\.vdelning 3823 angivna. Givetvis måste dock beroende 

på ledningens väggbeskaffenhet andra siffervärden på skrovligheten införas i 

formIorna. 

n= 

I vår a11mäml8. potensformel v O~ e oR nrm 
2 1 l h 
} och m = ~ Således 

I-~~ -C-,.~f.-I2-1 -, 

L~ __ ,_, __ .. _._.,, _______ .,., 

kunna vi enligt ~lTanning sätta 

Värdot pt e, i denna formel h'1r angivits i tabell 5 för några viktigare mate­

rial. 

1ab~JJ22_ VäE.<?-~Il....l!.~ et i Manning~f.?.!!TI_c:.l_ ~ 3.92) o 

~ater~:_~l :Värde på e 

Slipad betong 

Ny betong (ej slipad) 

Angripen betong 

Grävda kanaler och diken 

Natur1iga vattendrag 

Naturliga vattendrag med stark växtlig-­
het 

90-80 
60 

50 

42-30 

30--24 
24-12 
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För skrovlighetstalen !!; och !!l i Ganguillets-Kutters formel C3 .80) och i 

Kutters förenklade formel C3. 81) erhålla vi följande sammanställning 

Tabell 6. Värden Rå n i Ganguillets··Kutte:r:s_..f.o~1:'l!l_~l_och Rå m i Kutters 

förew(lade formel för öppna kanalor och diken. 

Material ----
J'ärrm vägg av trä oller betong 

Jämn jordvägg utan vattenväxter 

Jordvägg med stenar eller halva sektiomm fylld 
av vattenväxter 

Jordvägg med hola sektionen fynd av vatterrväxtor 
ollor vägg [W sprängt berg 

n In 

0.011 0.20 

0.025 1.50 

0.030 1.70 

0.035 2.50 

Vid överslagsberäkningar kunna vi sätta C =: 30, om skrovligheten ej är 

mycket stor ooh hydrauliska mod.eldjupet ligger mellan 0.5-1.0. 

De värden, som härovan angetts på C 9 får b etrald; o,s såsom relativt grtClva 

genomsnittsvärden. Vål'a tidigare undersökningar ha visc,t, att friktionskoeffi­

oi(mton är en funktion av medelhastigheten, hydrauliska radien, kinematiska 

viskosi teten J och väggens skrovlighet. Då enligt [wdelning 38 4~):=: l"t och 

C := V~· är ookså C ==vif!.', varför prinoipiell t samma funktionella samband 

måste råda mellan C och ovan angivna faktoror som mellan ;t och samma grupp av 

strömningsvari::.~blor. Detta innebär bl.a. att viskositoton är implicit inne­

sluten i uttrycket på C. Våra formler för öllpna ledningar tillåta sålunda icke 

såsom fallot v['.,r mod motsvarande formler för strömning i rör något hänsynsta­

gande tHI variorande viskositet. Även om de flesto. tillämpningar gälla vatten 

är dock t.ex. dess viskositet vid +lOoC 31 % större än dess viskositet vid 

+20 0C (s(') tabell 2 t) • 

DG flesta strömningar i öppna h:dningar ske dock vid relati v-t höga Rey­

noldska tal och sålunda vid väl utvecklad turbulens Q Detta innebä,r då också 

enlig!:i avdelning 3822 b att viskositeten har relativt litet inflytande på 

friktionsför1usterna, som hnvudsakligen bestärmuas av den rådande medelhastig­

heten och väggens skrovlighetstal. Vid låga hastighc"ter ooh jämn väggbeskaf­

fonhet bli formlernas användbarhet mera tvivelakti.g, särskil t om \) är varie-

rande. 

Vid dirokta berälmingar användes lämpligen formel (3.92). Även ~ 

föronkladu formol (3.81) med de i tabell 6 angiVYJ.a skrovlighetstalen m kan an­

vändc1S, medan g.~illets-Kut·~~ formel (3.80) lämp:\r sig sämre för direkta 

borälmingar. Denna formol finnes dook tabellerad i Schewiors förut omnämnda 

tabell verk. 

E~3 .63. Huru stort är Heyn('llds tal i en rektcmguJ.är betongränna med 
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bredden 2 m och vattendjuput 005 m9 om vattenhasti:;'hcten är l m/s och vatt~ 
o 

nuts temperatur +20 C. 

50 -i= 33.3 
1-1-"-

2 

Ex. ) 0_64. HUTU stor vattenmängd framrinner i ett dike med slän·tlutningen 

(se fig. 3057~) 1~19 om bottenbredden är 003 9 I '" 0.8g1000 och vattendjupet 

0.5? 

r -_._----,---,-------------
I 

I 
I 

Fig. 3.57 

Såledos 
2 l 

Il == Aev '" 0.40'35·Ö.?33 3 • 0,00082 

:z 
Svar: Il :=. 00150 m)/Do 

B 

A = .Q~5(0.3+1.3) == 0.40 m2 

O :z 2 \[:0 5,2 o 52 I l 714 p '" .)+ - j (. +. ==. m 

R 0.40 
h "" 1:fi4 0.233 m 

Vi välja formel (3.92) med q 
enligt tabell 5 == 35 

0.150 m3/s 

]!.!.!_:to,§2. tös föregående ext;mpel med. hjälp av Kutters förenklade formel ~ 

Ku~,te~s fönmJclade formel lyder 

lOOV~' 
C == -,--_.-

- ,--' 
m+ \j Rh 

1iaboll 6 ger m LjO" varför 

4[3.3 

1,983 

och sålE.,doB 
:z 

Il = 0.4002Lfo3VOo23370.00oä'' == 00133 m) /s 

Svar: Il '" 00133 m3/s, 

12.~66.. Huru 3tor~blir vattendjupet i ett dike med bottenbredden 

0.3 m, Bläntlu'l~ningen Iglo5 och fallet 1~10009 om ch.lzct skall avbörda 0.200 

m3/s? 
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Lösni1?-B:: Antag att djupet är X m. Formel (3.92) användes och CJ sättes "" 

35. På figur 358 införas 

I ________________ ! 

och således 

p "" 0.3+2x \/3~25-' 

~+lo5x) 

0.3+2xV3:25' 
2 

givna data och en del 

andra; som lätt erhållas 

ur dessa. Följande ekva­

tioner erhållas 

A 0.3+3x+0.3 
x • 2 ~ 

x(0.3+L5x) 

- - 3 
(O 3 l r.:: )'3[";' x(0.3+1.5x1 J ''\/0001-' 

x o + .• )X J 0.3+2x~3-.25' V' 0.200 

ollor 

TIemna ekvation löses genom passning 9 varvid ctt e,nte,l sammanhängande x­

och :D-värden beräknas. Det värde på x, som ger D = O är tydligen det sökta x­

värdot. Vi pröva med Xl "" 0.4 9 som ger Dl == 0.054 och med x 2 == 0.5 9 som ger 

D2 == -0.027. J)(::)t sökta x-värdet ligger alltså mellan 0.4 och 0.5. Om vi inter­

pol~;ra rätlinj igt 9 bör alltf3å 0.47 bli vår tred.j e skdtning 9 s om ger D == 

-0.001 9 varför vidD,re skattning ej är nödvändig. 

Svar: Det s åkta yattondjupet är 0,47 m. 

Ex. 3.67,' En öppen ränna, vars tvärsnitt är en rätvinklig triangel skall 

breddas så 9 att vQ:ttemnängdon fördubblas. TvärsnHtot skall fortfarande vara 

triangulärt, och någon fördjupning ska11 ej äga rum. Beräkna de nya sidornas 

lutning mot horisonto.lplrm.et 1 

c VRhi o.nvändes. BeteckniY1~arna framgå av 

fibJUI'Em. För den ursprungliga s0,-ktionen gällerg 

p == 2 \/2°h; 

:För den nya sektionen gäller~ 

h
2 

A2 == cotcx 9 
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F'ig. 3.59 

vo.rur eftor förenkling erhålles 

3 --, 2 r--
eos oz + 2\/2 eO~jct - 2 V 2' '" O 

2h 
P2 sin()l., 

h 
Rh == 2"eosc'>\; 

2 

Q'2 == Ch2eott:i,\f~ eos~-~~-i 

Villkorot 2Ql 

G1<.:va t ionen 

o h 4~0 n" 1 O 7071 Här L'1åste el{ vara en vinkel mellan O oe ') 9 v:l:r'Ior 1 ), eosct> V' == • _. 

Slå vi i en täben över de trigonometriska funktionornas ta1vär-
2 

den fiill].a 

vi o.tt eos 25°25 1 == 0.900 och att eos 31
0
40 1 == 0.851. Vi pröva medelst insätt-

ning dGss2. värden oeh urhålla 

--3 ,r' --2 r" 0.9 +2 \/2 00.9 - 2\12 == 0.192 

Lineär interpolo.tion rnello.n dess[1, värden ger eos <x ~"" 0.87369 varrw «== 29
0

.12. 

SV2.r: Den s öld c:' vinkeln är 29
0

.1. 

Ex. 3.68. En öppen rännas Sijktionsarea är fl. Vilken form ger den s t örs to. 

Qvbördningen? RänYJLlnS lutning o.ntages vara L Diskutcro. några olika alterro­

tiv~ 

Vi -tiJlämpo. d,u Chezys formel 

II "" C ol\."'t\f A-:-;-
. p 

vilkon också lmn skri vaf3 

7-A) 
göres så stort som rnöj­

p 
Av dt'Jtta uttryck syn8s ::Ltt llmax erhålles 9 om 

ligt. Eftersom fl är givd innobär detta. att p s1m11 vara så litet som möjligt. 
3 ' 

Om 0.) formen är holt valfri. kan (!i....) medolst vclrio.tionsanalysen bevisas , -------.. , p max 
inträffa vid halvcirkulär sektion. - ,.. -~---

b) Vi utfÖr2. en närmare undersölming för dot f2,11 9 [) .. tt sido:g:m och botten 

är:.2....J2Jo.n_~. på figur 3.60 finnas behövliga beteelmil1E~' .. r införda. Dessa ge omedel­

bo .. rt Gkv::,tt ione rna ~ 
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x (y+nx) 
cr,-' 

p == y+2x\n +1 

" 

Fig. 3060 

r 

(a) 

(b )~~ 

Vi lösa y ur ekvatien 

(o-) ~ch erhålla 

A Y == --TIX 
X 

(c) 

sO-mt införa detta i ekvation 

(b) så l edes 

A . I 2 
Il := i - nx + 2x \I n + l (d) 

Enligt differentialkal­

kylon gäller, a tt ett nödvän-

digt (mon ej tillräckligt) villkor fÖl' p. är att mln 

Q.E_2E._ O aX - (jn -

I detta f all erhålles 
'---I 

5.;,;.e _ A -' / 2 -- -n+2\n+l== O c", x - 2 . 

2.E en :: 

x 

2xn 
-x+ . r' == O 

V n +1 

Ekvation (g) ger xl == O (förkas t as l) samt 

-\r~2 +;' == 2n 

eller 
l o 

Yl == -- samt ly'" == 60 
V'J 

Insättos 
l 

n==-
vf' 

i ekvationen (f ) erhåll es 

x " ~'J;" V77' Vit 

samt ur ekva tionen (c) 4 , 

Den sneda sidan blir 

y == 2·V 3\/A-' 
3 

4 r---; 

;'V~2+1\:= \/27/A'. 2 _ 
3\13' 

( e) 

(f) 

(g) 

(h) 

y 

Av denna undersölming synes att sidor och botten äro lika stora samt vin­

koln (j.:= 600
• 

Sektionen är alltså en halv regelbunden sexhörning. 



l) Släntlutningen given~ 

tionen (f) ger då 

smnt enligt ekvationen (c) 
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Om slåntlutningen år gi.ven är 

A 
Y "" - -nx x 

o 
Om ~':\ = 90 år n O och rännan roktangulår. Då gäller 

.rr 
Y - 2\1-- ! 2 

Ekva-

2) Är bottenbredden elh,r djupet givet $ gåller givetvis fortfarande sam­

bandet 

där n även då blir ~_~ 
·,/3 

~~. Om 

A 
Y '"' --YlX 

X 

och således 

y 

Vid vår diskussion av den laminära rörelsen i ÖppnE, rännor ha vi teore­

tiskt kunnat visa, att hastigheten ä,r parabolisLt fördelad längs normalen mot 

botten. Den parabel, som anger hastighetens variation med djupet, har vertex 

i den fria vät skey·t an , där också då maximal Mstighct orhållofJ. Vid botten är 

hastigheten O. 

Om strömningen är turbulent? och detta är som tidigare påpekats i allmän­

hot fallet, kan icke någon teoretiskt grund.ad hastighetsfördelning anges. I 

öppna ledningar föreligger icke såsom i slutna ledningar någon högre symmetri, 

utan sektionorna kunna såsom i naturliga vattendrag vara synnerligen I'Iregel­

bundna. Och ju mera oregelbundet tvärsnittet år 9 ju mera komplicerad. "blir has­

tighetsfördelningen. GerlOm omfattande experimentclln mätningar i vattendrag 

och i modellrännor ha dock vissa allmänna regler fl'amkommi t över hastighets­

fördelningen i öppna ledningar vid turbulent strömning. 

Hastighetsfördelningen i. en öppen ränna påve~ck::tE' c.cv väggbeskaffenheten 

(på samma sätt som i slutna ledningar) , men även av den fria vattenytan. Has­

tigheten är i allmänhet störst i den punkt eller de punkter 9 som påverkas 

minst av de fa6iJa väggarna och den fria ytan. Maximaln hastigheten ligger all­

tid under den ,fria ytan men icke i sektionens centrum, I mycket grunda vatten-
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drag med ojämn botten ligger dock denna maximala hastighet mycket nära ytan. 

Någon rationell förklaring till den relativt kraftiga retardation som ytvatt­

net visar bar ännu icke kunnat ges. Effekten av vind och ytspänningskrafter 

nnses icke vara tillräckliga förklaringsgrunder . 

Undersökes hastighetsfördelningen i en vertikal linje? finner man att 

ho.,stigheten är O omedelbart intill bottEm? men att den i allmänhet hastigt 

stiger till ett så pass r elativt stort värde? att mo.,n vid praktiska mätningar 

räkno..r med en viss bottenhastighet. Maximala hasticheten ligger genomsnitt­

ligt på ungefär 1/3 av djupet under den fria ytan. I vissa fall kan hastighets­

fördelningen i en sådan vertikal linje approximeras till en parabel med hori­

sontell axel, som går genom den punkt, där hastighete~~ är maximal. Tre sådana 

i viss mån schematiserade hastighetsfördelningo,r återges i figur 3.61. Den 

vortikala axeln mr betecknats med x och på denno., <.wsättes djupet mätt från 

vatt enytan. Parallellt med och i vattenytan har v-~Gln inritats. 

------------------ -j 

Fig. 3.61 

Om sådana diagram upp-

ritas i anslutning till 

praktiska mätningar kan v 
m 

enligt olika metoder be-

räknas för varje vertikal. 

Multipliceras dessa medel­

hastigheter med de delytor 

av hela sektionen? som de 

r opresontera9 kan totala avbördningen ~ sedan erhållas genom en enkel summa­

tion av de uppkomna produkterna. Genom mer eller mindre tätt liggande vertika­

lor, i vilka medelhastigheten bes tämmes genom ovan ongivna förfarande? kan den­

na b eräkning av ~ göras med önskad noggrannhet. 

Om man undersöker hastigheten i ett horisontalplan? finner man på samma 

sätt o.,tt den avtar från mitten åt sidorna? så att den blir O vid rännans eller 

vattendragets sidor. 

Hastighet ens varia tion elle r fördelning i tvärsnittet kan även åskådlig­

göras genom a tt punkter med samma hastighet föreno.,s. på så sätt erhållas kur­

vor, s.k. isotacher? som ge .en överskådlig bild av has ti6hetsfördelningen. 

Fig. 3.62 visar sådana kurvor för ett naturligt vo.,ttendrag med rela tivt ojämn 

sektion. 

Om bastigheten i en öppen l edning vari erar? innebär detta? att den på 

grundval av medelhastigheten för sektionen beräknade rörelseenergien blir för 
v 2 

liten. I allmänhet föredrar man dock a tt i uttrycket 2g l åta v betyda medel-

hastigheten och o., tt i stället vid noggranna beräkningo.,r multiplicera med en em­

pirisk koe f fici ent oi.> l. Jämför också avdelning 322 och 3221 samt ex. 3.07 

och 3.08t 
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I 
------.----------------------------------------------------~ 

Fig. 3.62 

De i denna ~vdelning anförda mätningarna av hastigheten i öppna l edningar 

göras i allmänhe t med ett speciellt instrument benämnt hydrometrisk flygel. 

Eft er dess förste konstruktör benämnes det ofta ävon :yol tmanns flygel. Det be­

står av ett lättrörligt vinghjul (liknande en propeller), som sättes i rota­

tion av det framströrr@ande vattnet . Den alstrade rörelsen överför es till ett 

kalibrerat räkneverk, vari genom vattnets hastighet kan bestämmas. Flygeln 

kan försk jutas längs en vertikal stång, som stöder mot rännans botten e ller 

den är på annat sätt höj- och sänkbar. 

Ex. 3.69. Bevisa de t i dcn föregående avdelningen gjor da pås tående t , 

att om hastigheten i en sekt i on var i er ar, så är den med hjälp av mede lhas tig­

het on b8räknnde rörelseenergien al l tid mindre än den verkliga~ 

Bevis~ Enligt tidigare genomgångna formler gäller för v i en vertikal 
m 

sektion med bredden l och djupet h 

där f(x) anger den rådande hast i ghets fördelningen. Härav erhåll es om W bete ck­
m 

nar rörelseener gien beräKnad på v 
m 

h 

W 
ffi 

ph l C !f( ) dx",2 -.-- l . X I 
2g h 2 ,) J 

O 

på samma sätt erhålles för W ( index anger verklig röre l seenergi) e 

VY e 

h 2 
JPdx.~~f(XJ~ 
O 

Påståendet innebär tydligen att 

E -E ), O 
e m 

h 

;g J [ f (x)] 2dx 

O 
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e118r 

Vi tänka oss hastigheten 'bestämd :L n punkter r~v sektionen, så att på dju-
h h h h 

pet ;. l är hastigheten f(il 01) och på djupet ~~xi är hastigheten f(11· x) 9 

där x. är ett godtyckligt helt tal :::-.• n. Vi bild<:e uttrycket (jfr det från sta-
l 

tistiken bekanta andra momentetl) 

n 

_, l .,)~., [f (E: 'x ) -v 12 ~ O 
n L~:-, n i m 

x.-l 
:1 

h 
såvitt f(- ax.) för något värde på x. är skilt från v gäller -beclme-b > • 

n l l h m 
Lilmotsteclmet gäller tydligen endast om f(--. x.) ~~ v för alla x., d.v.s. n J. m l 

om v är konstant. Vi kunoa sålunda enligtprobleme"ts formulering i fortsätt-

ningon utesluta likhEltstE-)clmet. Kvadraten utvecklar3 

Tydligen är 

l ,<~l. j'f(h . ) J' 2 2 1 "n, .L,(h.) 2 O - /. -:- • .x:. - v • -:- L ,L - x. +v )-
n '~"1' n J, m n -'--'1 n l ID X.= X.= 

l l 

v 
m 

n 
l \"T. f,(h . ) 

-, 'r _ --.x. 
n I.. __ .J n J_ 

=1 

varför uttrycket för \/2 kan förenk:las till formen 

J 
2 

Multiplicera mE)(l h och sätt Då erhålles eftor någon omformning 

'Pages limes för n --> e>q erhålles 

>0 

h 
Vid 1imtJs Yl -7 cy-, övergår tydligen Yixi till cm kontinuerlig variabel x och 

/':;,x -->dx. Såled.es gällor enligt :LntegralkaRgcywn 

lim hJ . 2 .> O 

V.S.ll. 



Ex. ~ .70.' Såsom ett övningsexempel ut::m närmare ::mgiven lösning formu­

lera vi ytterligare följande prooh~m~ ÖVersätt don i närmast förogående av­

delning givna disl,ussionun om hastighetsfördelningen i öppna ludningar till 

matematiskt språld .Diskutora m(~d hjälp av lämplig2< o Gteelmingar 9 medelhastig­

hot 9 avoördning 9 isotacher m.m. Ango på gr1mdval f W de uppställda uttrycken 

lämpliga grafiska metoder för deras numeriska oeräkning o.s.v.~ 

I dot föregåendo ha vi i olikt). s.:1mmanhLmg omnämnt den olikformiga rörel­

Hen; dock utrcn att närmarG oohandla den. I avdelning 361 1:,(1 vi sål1illda definie­

ru,t don olikformig:::), "!trömningen såsom karakteri~.9'F~-::.d_ .~J.y" at.:.~.v~ta arean va­

~ti.2.~'l.:E_ till storlek och form) och i avdelning 401 ho.. vi infört lJ8gTeppen sänk-o 

E}.p~ och dämning (stuvning). Den hittills givnil < fro..m:3tällningbn av strömning i 

öppna ledningClT har således i huvud.so.k syssl:J.t mod likformig ~1trömning. Medo.n 

vid donna strömning lodningens lutning, vattonyto.ns lutning och enorgilinjens 

lutning förlöpor po.rallellt 9 så gäLLer vid olikformig strömning 9 Cltt dessa tre 

Hnj er ha ski1do. lutningo.r. I fortsättningen skol:J. vi nu förs t gf::; en kortfa t­

tad. tooretiskbehandling av d.on olikformig:::, strömningen i öppna lodningar samt 

däroftur diskuteri1 VifJSa vid praktiska beräkninga:r viktiga fcrmler och metoder. 

131. _Härledning av di.fforential",kvationon för olikformig strömning i 

i5P12na lodningar. 

DEm följande d.if3kussionen begränsas till olikformig strömning i en pris­

matisk kanal (ledning). Sektionsformen är sålunda konstant längs llldningens 

oontrumaxeL Vidaro förutsättes, Gtt strömlinjornas krökning är försumbar (d,v,s. 

:l.ngo. contrifugalkrafter uppträda). I,utning~m cmto.ges dossutc!ll vara så liton, 

att tryckhöjden kan sättas '" djupet. Beräkningarna och härledni.ngarl1c'1 göro.s 

undor antagandet av att de Chezy-s formol gäller, d.v.s. att enorgiförlusten 

vid don olikformiga strömningen är densamma som vid likformig strömning undor 

sammahotingelser. Trots att experimentella undursökningfCr ick8 tUl fullo be­

kräfto.t detta antagfCnde, torde det hi=irigEmom införda feld vara :Litet i förhål-

1ando till svårighden att välji1 rätt värdo på skrovligheten (råhoton). 

DGn totala hö,jCi2E...B kan enligt Bornoul1is ck.vr,tion för varje spktion avon 

öppon ledning skrivas (se avd. 411 och figur 3.63~) 
2 

H "" z+x-I-'Y..... 2g 
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varest z är höjden över ett godtyckligt O-plan för ledningens botton, x ;= 

vattondjupet och v d.en rådande medelhastigh8ten i sektionen. Deriveras detta 

uttryck med avseende på förflyttningen s längs en strömlinje i strömriktningen 9 

erhålles 
2 

dR := dz + dx +s.L. (.Y....) 
ds ds ds ds 2g 

Fig. 3.63 

eller efter enkla omskrivningar 

---1 
Den första 

termen i denna ok-

vn,tion represEJnto­

rar förändringen i 

totn,l höjd per 

längdenhet. Denna 

storhet är n,lltid 

negativ i ström­

riktningen (obs. 

dH := dhfl). Vi hm­

nn, således enligt 

de Chezys ekva t ion 

skriva 

(c) 

( d) 

dz 
ds representerar tydligen ledningens lutning (jfr ekv. 3.63~). 

Eftersom lutningen brukar l'äknas såsom positiv i strömriktningen och dz är 

nego,tiv, gäller tydligen om Il speciellt betecknccr lodningens fall 

dx 
ds betecknn,r förändringen i vattendjup per längdenhet (av s). 

(e) 

Den sista termen betecknar slutligen intensiteten i Mstighetshöjdens väx­

ling. Vi omskrivcc derma tenn enligt nedanstående tnnkeföljd. Om ledningens 

brodd är b (se figur 3.64~) så gäller 

(lA "" bdx (f) 

Kontinuitetsekvationen ger relationen 

vA '= (v+dv) (A+dA) = (v+dv) (A+bdx) (g) 
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utvocklas högm sidans pro­

dukt, och försummas termen 

bdxdv, som är liten av 

andra ordningen, erhålles 

slutligen 

vb 
dv '" - ax (h) 

A 

Med hjälp av dessa relationer kan nu sistQ tomtan skd.vQS 

d ;<[2 
ds ~2g) 

v dv 
g ds 

ib dx 
8 .J,. ds 

2 
SL..J2.:i.?\ 

3 ds gli. 

Och vi kunna skriva vår ursprungligE, ekvQtion (b) undar formen 

oller 

2 
q -I +i! _ 6 d.x 

l ds .3 ds 
gJ\. 

-- _._._.-._--,---.~---~--_._-.-~--------~-

som också kan skrivas (om vinförei:;) 

dx 
ds 

( i) 

(j) 

]iJ~\n?:~J.o_12-.en (3 ?93) är den.grundläg~nd8 differen~~y:.~o)~T_Qtionen för olikformi~ 

stat~smär ströl)illing i en öppen (prismati~.edni~8'.' 

Ovan härledda ekvo;tion kan genom olikQ omformningc!'r fås att representen, 

en mängd olika prof'iler. En mera utförlig diskusf:lion c .. V de olika lösningar, som 

kunna erhållas vid integrering av d8nna ekv~otion 9 ligger utom r::.,men för detta 

arbete. IJängro fnun skola vi llresentera <c,n för prQktiska räkningar lämpad lös­

ning< Här anföres (mdQst såsf"lm ~?tt exempel 9 att om loc3ningen är mycket bred och 

rektangulär 9 kan tydligen Hh sättas "" breddon == b. Ekvationen (3.93 1) knIl då 

skrivns 
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2 
v 

1 _...:---. 'l n 

- C'b -_._-
2 

1- ..Y:.._ 
gx 

432. Närmare clis~'0:3:,f?sj,:~w .Q~Jf~entia].el~Y·.!?:.tiS2P.cE- för ol~kfol'mig strql!l-' 

ning,? Strömmande och stråkande v.:;":ttt0:r:!:T..öF.e};s5::,. 

I denna avdelning skolo. vi något närmare diskutera inne'börden i ekva tio-
dx 

nen (3.93). Vi ha ovan angivit 9 att termen ds utt:cycker djupets förändring 

per längdenhet vid_ förflyttning med strömmen. Den kan också sägas uttrycka 

v2.ttenytans lutning i förhållande hU lGdningens lJOtton. Och häri ligger 8k­

vo,tionens stora betydelse, Om vi sålu:nda ks.IT1a djupet 9 sektionsarean 0('.11 vat­

tonföringGn i en viss pUt"'lkt aven öppen ledning 9 så kunna vi med ekvationens 

(3.94 eller 3.93) hjälp omecLelbart avgöra 9 huru vC'.ttonyto.n förlöper i förhål­

lo.nde till bo-cten o Vi unde:r.sölm nu några vildiga gränsfall~ 

<ix 
0.. -dB"" O. Detta innebär tyd1:Lgen att djupet är konstant och att vat-

tenytan förlöper paro.l1el1t mE'3d botten1:Lnjen, _9.trö21l~~L~f~-el?- är l..:~kfg~21~g, IVIen 
<ix O o.. 1 ö om ds = 9 sa ar oc~sa 

O 

oller 

q '" C-A Hh<L, 
_ J. 

För on given sekticll1. och va-'; [,onföring finnes tydligen endast ett djup 9 

vid villmt EJtrömnin:?;on ,ir ," 

dx 
dS')O, I'!'ir vLi,:.cer dju~~et i Gt.cöm:ciktningcm .. Vattenytans lutninG' är 

mindre än bo-':,tenlu:;ningcm, Ett nc~r:ao.re studium av vc:,ttcmyto.ns form längs led-

ningen visC!,l' 9 o. tt den är ,t<::::~::ny 

c. Vo.ttbn<ijupet Lwtar i s trömril-;::tLj,ngcm , Vo.ttcmyto.ns 1utning är 

d. 
dx 
ds 

+ =_C<J c Den föregående diskuf3c;i.onen h[:,r förutsatt o.tt 

d. v • s o o.tt nämna:r~m ej är 

innobär dGt tydligEm L1.tt 

SJXlk-



och att 

d:x 
ds 
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Matemdiskt innobäT tydligen denna hastighet en diskontinuitet i ut­
dx trycket fÖT Fysikaliskt (fenemenologiskt) vifJ2.T det sig 9 att vatten 9 ds o 

som stTömmar längs en öppen ledning, icke kan växla sin hastighet f Tån ett 

värde '< V'gx' till ett väTde.:> Vi.ii elleT vi.ce ven:m, utLcn att vatten~Ttan upp­

visar un plötslig höjning eller sänkni.ng 9 en vågrör81se dler dylikt o på 

grund härav kalla3 det djup 9 fÖT vi 11<:et v 0= '\/{ii nir kri tiskt d,i~ (h ) -.-----. ~c 

och motsvarande hastighcjt för kritisk hastighet v. Det visaT sig också 9 . -_._ ... _--,._-_.~---- c 

2.tt passerandet av denna hastighet innebär en förändTing i rÖTelsens natur. 

Genom proJdisk erfarenhet och eXIJuTimuntella model1studier hetr det visat 

sig, att vattenströmmen reageraT helt olika för olika hinder~ som insättes 

i des~j väg'? allteftersom vattnett3 hastighet är stöTre eller mindre än den 

kritiska hastigheten v '" v "g;. , • Om hastigheten är <'..:'::. \/gh" kallas rÖTeJ.sen c . c c 
strömmande och om h:::cstigheten är > \!gh' kallas rörelsen stTålmnde. Vi lmnna 
-"--~-~-_---._-- c ~~-

icke här ingå på någon fullständigare utredning om do::w8, rörelseTs natc:',r, 

utan hänvisa d.en intress0)radu till litteraturen (se t.ex, Addison; A treatise 

on appJ.:Led hydraulics ~) o I fortsättningen komma vi dock att i olika samman-­

hang ytte,:,ligare bC;l'öra de existeTtmd,,; olikhetern2. mellan dessa stTömnings-

fÖTlopp. 

Vid strömning i i.ippna ledningar he,r dd viso;t sig 9 att begr(,ppot .§J?8cifik 

.2.r.!:.~:1Jfh möjliggör cm enkel och klar diskusf-Jion av många olika fenomen. 

Vi ha tidigare i olika s amman 'lang d:LskuteTat Ecrnoullis eJwation (se t.ex. 

o,vd. 3221~) 0ch furmit 9 att de olika vätskeclementons eneTgiinnehåll ä:r kon­

sto,nt längt j vaTjc strömlinje vid en ideell vätskQS strömnine och att vid. ve:fuk­

Hg.'", vätskoT den s.k. energilinjon stänCljgt falleT (se avd. 3611,) o Vätskans 

totala m8kan~;~g~.-2geJ?J~'j:~~~whåll ha vi sålunda fU:'lnit VClTa lika med summan av 

r~E_~1.se- 9 ,trLc;.!:f- och 11iJ';';§...§ellergL9 vaTest lägesenergien Täknas från en godtyck­

lig O-nivå. Vi definiera nu en Dh'ömmande? vähslQlS _sJ29,c.i:C:LJ::a en?rg_~ såsom sum-· 

mcm CtV tryck- och rörelse_~~0!.:lJ3'~~ riilmat peT massenhet oc:h hänföTd till en linje 

längs ledningens botten. :B'ör en öppen ledning iYlnebär detta 9 att specifika 

enorgion (uttTyckt som en höjd) helt enkelt ä:r lH;:a med summan av vattendjupet 

och hastighetshöjden. Således gällur , om. E ~ sJltlCif:ilm c:mergien
9 

x = vatten­

djupet och v 0." vattenhastigheten, ckvationon 



E 
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2 
V x+-2g 

Vid likformig strömning i öppen ledning avtar ~\ll tid det totala energi­

innohålhd;? modern det spocifikD, onorgiinnohållrct förblir konstant 9 enär va t­

tondjup och hastighet ej variera längs lodningen. Vid olikformig strömning 

cwtal' på samma sätt alltid det totala enorgiinnehållut> medan det specifika 

c,norgiinnohållet antingen väx~jr 81101' av-:;ar • 

.4A.L.....J2Recifg~~~.8n vid on vätskas str9.~1]!l;~D-.g_j. en öTlpe~ ledning 

mod ro~tangulä~rsp2' 

I följondo Ctvsni tt f::lkolet vi belysa 9 vilka allmänna rosultat 9 som kurma 

erhållas ur E)t't studium av specifika energien vid vo:ttnets stationära ström­

ning i en rektangulär ränno. m8d vertilmla sidor, Vj_ betrakta strömningen i 

varju vortikal såsom idl..mtiskt lika. Genom dessa begränsningar av problemet 

lmnnQ, vi erhålla enkla Gkv~:J,tioner och uttryck, vilkc, äro ägnade att belysa 

do grundläggande fysikaliska förhållandena" Samma ~,llm~inna metod kon sodan 

cmvändas även på ondra mLra komplicerad() s"trömningc,r 9 även om ekvationerna 

då bli betydligt ment invecklade. 

I figur 3 .. 65 bEltraktEc vi en vC0r!;ikal sektion mod brudden == längdenheten. 

Vat-l;endjupot är x och vatt,mföringon q per tids-- och breddenhet • Hastigheten 

. ,··------------- .. -1 

I 

}]'ig. 3 .65 

el10r medelhastigheten är v. Då 

gällor tydligen 

vilkot 

( a) 

ger specifika energien E 

2 2 
X'I-~~ '" x+ 3"2 (3.96) 

2gx 

I d-:.nnc, ok.v:::::tion ingår som synes 

h'E~ V'[1~riabler~ E~:x: och Cl. Don 

fy::dlwlicka innebörden av ekva-

tioncm (3.96) kUXilla vibcclysa genom att di.sklltoro~ följande två fall g 

konst. men E och x variabla, 

b. II II II x Il 

Ct. q "" konsJ" Vi betrakta E som funktion av x och upprita funktionsdia·­

gramm\Jt. Detta erhålles lätt och finnos återgivcct i figur 3066. rpydl igen är 

E =o x on asymtot och E '" O an annan o'symtot Q Vi undorsöl(a dessutom läget av det 

tydligen förekommande minimet på E (E. == E ). SEUodes . mln c 



vilket gGr 
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Fig. 3.66 

dE 
dx 

x c 

2 
l _L 

3 gx 
o (o.) 

Dot djup ~ för vilkot E. erhålles ~ visar sig 8 C\.illmcmfall a. med det tidiga­
mln 

ro i IJ.vdolning 432 dislruteradG ..... k ..... r.;...i_t_i_s_'k_·a---cd ..... Oi-'U-,P,-8_"_C_x (ollGr h ). För varjG givet .. ····c c 
E: ::;::··:E. finnas två dJ·u". vid vilken strömningen kan äg8. rum; ett dJ·u.,.,. större nn.n .t' , J.' 

än x och (jtt djup mindru än x (se figUJ~ 3.66t). I förra fallE,t; är rörelsen c c 
§..!.Föll!.~, i sonare fallet stråkande • 

Av figur(m 3.66 sy-nes vidare att för strönmingc\r,som ske i närheten av 

det k-ri tiska djup0i; 9 äro växlingar i djUP8t förbundna mod r8lIJ.tivt små väx-

linglJ.r i E1pecifilw onergi(m. Detta förklarar i viss mån, att dessa strömningar 

oft8. vise. en os tarlig 9 vågig yta. F'igur 3.66 visar 9 att en minskning av sp(~ci­

fik::, enorgiun är förbunchm med en ökning av djupet vid stråkande rörolse 9 mo-­

d,ln vid strömmando rörolso motsatsen gäller 9 el. v • s. djupet minskar. 

Om CJ. elimineras ur ukvationen (3.96) medelst substitutionen (b) ovan er­

hålles 

(3.97) 

b. E konst. Ekvation8n (3.96) skrivus nu under formen 

2 r \ 2 3 2 
CJ. = 2g(bX -x ) = 2gx (E-x) 



oller 

Vi upprita funktionskurvan. AsyrntotGr saknas. Maxima och minima bestäm­

mas. Således 

.9-.S1 
dx 

o 

som gur 

sc'"mt 

En jämförelse av ekvationerna (3.97) och (3.99) visccr 9 att minimum hos 

don Elpl;cifika enorgien och m.i:.tximal vattenföring inträffar vid kritiska dju­

pet Xc (eller ho)' I)å figur 3.67 finnes funktionskurvccn uppritad. 

---~----.•. , 

Fig. 3.67 

Don mot kritiska djupet svarande hast ighGt on 9 .9-GYl;...kritiska hastigheten v , 
o 

lDIDno, vi orhålla ur uttryoket 

3 r-2 
x "V q 

c 'iS 

om vi införa 

q v -x 
c c 



Alltså 

eller 

stråkande och ::ltt för v '< v . c 

x 
c 

-137-

v c 

för v .> v (eller -·_-c 
2 v 2 

(eller ~ < _c_ ) 
2g 2g 

(3.100) 

2 
2 

o' v 
::L_ "> ••• ~) blir rörelsen 2g o' 2g 

blir rörolsen Btrömmande o 

Om ekvationen (3.100) dividE-;ras led för led med exo erhålles 

v 
1 '" __ c_ 

o' r----' 
'0/ exc 

mon i Y.tögre. mCjmbrum igunkänna vi här Froudos tal F. En vattenrörelse karakte­

riser:..,d:w ~ säger oss tydligun 9 att strömnin.tLenskElr vid kritiska förhål­

}:E:!:pde~. Om Ji'roudes tal är större än l är tydligen rörolsen stråkande och om 

F -: l är rörolc3en strömmando o 

Ex. 3.71.. Huru s t or är va t t enyt ans lut ning i. un rektangu1 är öppen kanal 

i on sektion med bredden 15.2 m och djupet 3.1 m9 om vattenföringen är 28 m3/s 

och bottonlutningen 15 cm/km. C sättes =0 62. 

Lösning; Eftersom bottenlutningon är given i cm/km, söka vi vattenytans 

lutning i samma l:lått. Vi tillämpa ekvation (3.93) 

och lb borälmQf:l. Således 

d.x 
ds 

Q2 

2 A = 15.2"3.1 = 47.1 m 

0.000109 

ollor 10.9 cm/too. Vattendjupet växer alltså med 10.9 cm por km. VattenyttJns 

lutning mot horisontalplanet blir således 

15-10.9 == 4.1 cm/km 
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Svar~ Vattenytans lutning är 4.1 cm/km. 

Ex. 3.12,- Berälma specifikrc energien för ett [wlopp 9 som har bottenbred­

don l m samt s1änt1utningen 1~l, om vattendjupet är 0.80 m och vattenföringen 
7. 

1 .. 80 mJ/s~ 

Lösning: S:Decifikc" ene:cgien dofinic:cas av ekv~:,tionen (3.95) 
2 

v 
E =o X +-2 g 

Vi beräkna A. Således 

A 92
8 

(1+1+2·0.El) 

Medolhastigheten blir 

v 

och sålodes 

E 0.80 + 

bllQ, 
1.44 

--2 1.25 -
2g 

0.8-1.8 

1.25 m 

0.88 m 

2 
1.44 m 

~x. 3.72' 12.0 m3/s vatten frcun:cinner i Em 10 m brud rektangulär ränne), 

vido oH vattendjup av 0.60 m. Är vattenrörelsen st:cömm:::,nde ene:c stråkande? 

L", V tt " d °b dd h t -o." 01Jo0
2 

= 1.2 m3/c .. ~ _<,?snlng: ao,oenmang .en q pe:c :ce ene _ -. 

v = 

)"""._'-""""1 

12.0 
10'0.6 = 2.0 m/s 

'if '" "'.! g·x = 
C ',' C 9.81"0.53 =o 2.28 m/s 

Den rådande,; hastigheten iiI' således mindre än v c 9 va:cför rörelsen är 

strömmande. 

?x. :2.74. Vilken iiI' den s t Ö:CC-J ta mängd vatten? som per sekund kan passera 

Em 5 m bred ränna, om f3P8cifika E'mergien är 1.;:; m v.:p. 

(enl. ekv. 3.99) 

;'-- _._-----... _--_ ..... -.. --..( 

o, /0 .--3 3/ \//.81 0.8 "" 7.09 m s och b:ceddenhet 

Tot:::cl:::c vattenfö:cingen qt bo:cälmas hä:cav till 

Clt = 7.09"5 =- 35.4:) m3/s 

Bevisa att för q =, konst. gäller sQmbande-t 

E 
x 

c 
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där alla kvoter äro dimensionslösa. 

Lösningg Enligt ekvation (3.96) gäller för en rektangulär sektion med 

bredden l och djupet x 

E 

Vidare gäller att 

Ekvat lonen (a) divideras led för led med ekv. (b). 

Således 

0110r slutligen, enär enligt 

E 
x 

c 

2 
.9-

x l g --+----- x 2 2 
c x ·x 

c 

l Xc 2 Je 
- (--) +-2 Je Je 

C 

V.S.B. 

Konstruera som ytterligare övning funktionskurvan med 

och x 
x c 

som abscissal 

.4.5 • Va t t ens.E~!pB: • 

E 
Je 

C 

(a) 

(b) 

som ordinata 

I avdelning 432 undersöktes den nfirmare fysikal:i.ska innebörden av ekva­

ti.onen (3094). Det visade sig härvid, att om -: > O förelåg dämning och 

att om -~ < O förelåg sänkning. Härvid förutsattes ~ att nämnaren i ekvatio-
ds 

nGns högra membrum var skild från O. Vi diskuterade också hel t kortfattat de 

kri tiska förhållanden, som inträda 9 när nämnaren blir"" O och : '" ~ eX) ~ Tol­

kas uttrycket ~: "" .:- <Xl matematiskt skulle det innebära, att vattenytans lut­

ning mot botten är ± 90 0
9 d.v.s, vattenströll1ffien reser s:ig lodrätt upp eller 

faller vertikalt. Det visar sig nu också, att en vattenström icke kan passera 

från sbråkande rörelse till strömmande 9 .Eta~....§::~!....'!a.-_tte,~ytan :elöts~~j; hö<~ 

.?J:g ell.9,F_,?-.!.L9:,tl1E§~ __ 'Lä]c~:r;_disko,:~ti..n~~l~J~j.gt. Vi skola senare visa, att detta 

är förbundet med värdet : '" + CK) o Företeelsen kallas y~ttens]Jrårl:g.!, på figu­

rorna 3.68 9 3.69 och 3.70 visas några vanliga fall av vattensprång (schelY1a~ 

tiskt). Gemensamt för alla tre fallen är som synes 9 att vattendjupet från att 

vara <: h plötsligt växer till ett värde :> h • Betydelsen av värdet ddx "" ~ = 
c c s 

skola vi. något närmare belysa i samband mr:)d någro, kommentarer till det förut 

behandlade s ok. breda överfallet (se avd. 3525 n . 
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Vi vilja nu närmare studera 9 vad som sker i ett vattensprång 9 och för­

söka firma ett matematiskt uttryck på storleken av vattensprånget. Med hjälp 

av figur 3.71 skola vi undersöka energiomsättningen i vattensprånget 9 och med 

hjälp av figur 3.72 skola vi medelst en impulsbetraktelse härleda ett samband 

mellan hl och h 2 och därmed ett uttryck på vattenytans höjning h 2-h1 " 

Fig. 3.68 

Fig. 3.69 

Fig. 3.70 



" /" 

.//' /t,., 
f ' 

:;~.;;.,~_-;-_j.!..:c;,., "" 
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.f!:..E.:. e rj e ",9.',-,-, 
l:.' .!------------------- ,-----~--------~-.....;.;;=~---' 

Fig. 3.71 

]'igur 3.71 visar schematiskt profilen av ett vattensprång med tillhörande 

diagram över specifika energien. Index l markerar förhållandena före vatten­

språnget och index 2 förhållandena efter. JPöre vattenspx'ånget är rörelsen 

stråkande och h . .::, ho samt specifika energien gl' Efter vattensprånget är 

vattendjuIJot h> h
c 

och motsvarande specifika energi E2 • Av energi diagrammet 

synes, att vattensprånget är förbundet med en energiförlust, vars storlek är 

E
l
-E2 • Denna energiförlust kan vara mycket stor under vissa förhållanden. 

Energiförlusten är lrnu ten till den kraftiga virvelbildning , som försiggår i 

vattensprånget. Ofta utbildas en s.k. "vattenvals" ("vattenrulle ll
), i vars 

övre del vatten strömmar mot huvudriktningen under stark virvelbildning och 

skunm,ing. I vattensprånget övergår vattenrörelsen från en mindre stabil rörel­

seforIn karakteriserad av hög hastighet, stort energiinnehåll och stor frik­

tionsförlust till en mera stabil rörelseforIn med lägro hastighet, mindre energi­

innehåll och mindre friktionsförlust. 

De höga friktionsförlusterna vid den etråkande rörelsen innebär formel­
dx mässigt, att täljaren i uttrycket för är negativ, d.v.s. 
ds 

?r:.ldionsfÖrJusterna äro m.a.o. större än de medelst de Chezys formel beräkna­

de. Samtidigt är också nänmaren negativ, ty v>v '" ',/g'h'. dx är alltså posi-
c c ds 

tiv. Vattendjupet är växande och i själva vattensprånget 9 där det kritiska dju­
dx 

pet passeras 9 blir -:-- == + i':'" • 
ds 

Ett vattensprång kan också betraktas som en EJJ!:::nde våg (standing wa,!)) , 

onär vattnets strömningslk'1dighet ovanför vat tensprånget är ;>,Vg'h-~ och i en 

viss sektion av vattens'prånget "" \(gh~. Nu är en XC:-E~:r:..aE.9-~,'-!'f3,_tte_~'y:~~s hastij!­

flOt (för b8vis hänvisas den intresserade till li-btoraturen) uttryckt genom 
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f('rmeln 

CA.J"" gh 

där w = vågens fortplantningshastighet och h '" vattendjupet. Våghastigheten 

sanunanfaller alltså här med vattnets egen hastighet, varför inga impulser 

kunna vandra mot s trömrnen 9 vågen blir stående. 

Ett samband mellan hl och h 2 kun..'1.a vi. erhålla genom följande impulsbe­

rälming. Betrakta figur 3.72'. Hastighetsförändringen vid vattnets strömning 

Fig, 3.72 

från seldion l. till seldon 2. är tydligen v 2-vl' Om vattenföringen per bredd­

enhet av den rektangulära ledningen är q 9 så svarar mot denna hastighetsför­

MC ring rörelsemängden (per tidsenhet). 

I = ~ (v -v ) '" SI. (v -v ) 
go 2 l g 2 l 

(a) 

Om vi bortse från tangentiella kJ.'after 9 så är den på vattenmassan mellan 

sektionerna L och 2. verkande kraften tydligen cc.: }"l-F2 (i strömriktningen) o 

Fil och F2 äro 0= de hydrostatiska tryckkrafterna på rospektive sektionsytor 

Al och A2 • Dessa krafters storlek beräknas enligt i hydrostatiken genomgångna 

regler till 

och 

li;nligt mekaniken är nu impulsen per tidsenhet 

per tidsenhet (F.t = JU o <\ v). Således i. detta :fall 

Kontinuitetsekvationen ger oss sam'bandet 

vl·Xl = v 2
ox

2 '= q 

Cb) 

rörelsemängdens förändring 

(c) 

vilket tillåter oss att skriva ekvationen (c) l.mdor formen 



eller slutligen 

h 2_h 2 
l 2 

2 
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( e) 

(3.101) 

Om vattenföringen (l och ett djup betraktas som givna? kan det andra dju-­

pet boräknas med hjälp av ekvationen (3.101). Dt=mna kan också lösas med av­

seende på hl eller h2• Härvi(i erhålles 

(a) 

(b) 

Energiförlusten W f kan s edan beräknas mEJd hj älp av uttrycket 

2 v
l 

v2 
Wf ~ (hl + 2g ) - (h2+- 2g") 

Härled ekvationerna (3.l02)t 

(3.102) 

(3.103) 

Lösning:: Det ligger här närmast till hands att helt enkelt lösa ekva­

honen (3.101) med avseende på hl och h29 varvid det ena av djupen betraktas 

såsom bekant, när det andra löses ur ekvationen. Emellertid leder detta till 

lösandot aven tredjegradsekvation. Genom att utgå från ekvationen (8) und­

vikes d.etta enkelt. 

h 2_h 2 
1 2 

2 

Dividera båda membra med hl -h2 ~ Således 

hl betraktas som obekant och ekvationen hyfsas. 

Då erhålles 

(a) 

(b) 
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som löst med avsecmde på hl ger 

oller om brytes ut 

På SarrtTila sätt förfares med h
2

? om denna betraktas såsom obekant. 

Ex. 3.77. I en rektangulär öppen ledning framrinner vatten. Vattendju­

pet är 0.90 m och medelhastigheten äl' 1.20 m. Kan ett vattensprång utbildas 

i ledningen? 

LösniYl€f: Villkoret för att ett vattensprång skall kunna utbildas är? 

att vattenrörelsen är stråkande • Och härför erfordras att v > v "" ·\/g--·:h·;. . c . c 
Vi 'beräkna v. Enligt avdelning 441 är c 

3(--2" 
h ",,·V SL 

c . g 

och sålE)des 
j._._._--"-_.~'.,,?,-=~:; 

~ / 3 J 2 

\
1 ',.' q 

V == /g \1--= c ' i g 

3--·--, 
.. \/ q-g "" 

3 ............... -_ .. _ ...... _ .... , 
0.9-1.2-9.181== 2 .. 20 

Den aktuella hastigheten ligger sålunda långt under den kritiska? varför 

;h.ntet vattqnsprång kan utbildas. 

ADl]}< ~ Enklast erhålles svaret genom att Froudes tal beräknas för ström­

ningen ifråga. Således 

:F' "" 
1.2 ~ . 

._ .... _. ~ _.." l 
V 9.81°0.9 

(jfr slutet av avd. 44U) 

Rörulsen är sålunda strömmande 9 och intet vattensprång kan utbildas. 

3 ~--1.78. Vattenföringen i en rektangulär kanal är 11,33 m Is. Bestäm 

det djup h p S0m ka.n underhålla ett vattensprång med d;ju:tlet h
2 

"" 1.22 m efter 

vattcmsprånget t Kanalens bredd är 6 .• 10 m. Beräkna även den procentuella energi­

förlusten't 

där q 11.33 
6.10 
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])en procentuella energiförlusten kunna vi med el~ ... vationens (3.103) hjälp 

beräkna till 

') 

(.b~) c. 

O 36 0.36 -
• + 2'9.81 

• 100 22.2 % 

Svar: Det erford.erliga djupet är 0.36 m. Energiförlusten blir 22 %. 

16. Några kommentarer- till formeln...f..2E. ... §wrinnjD~en öv~r ett brett 

överfall. Bestämmande s~ktion. 

I föregående avdelning studerade vi de fenomen 9 som äro förbundna med 

att en vattenrörelse övergår från stråkande till J3~t!::ömm.,?Ln~e (vattensprång). 

Vi lamde bloa. visa, att diskontinuiteten åt positiva oändligheten i formeln 

för : kunde tolkas f3åsom det j. differentialekvat ionen för olikformig ström­

ning im18slutna matematiska uttrycket för vattensprångets uppträdande. Låt oss 

nu även något närmare undersöka innebörden av diskontinuiteten 

dx - - ,-...~) 

d - - ' .. ''-s 

Detta kunna vi göra i anslutning till det tidigare dislruterade "breda över­

fallet II • f'å figur 3.73 finnes schematiskt uppritat ett brett överfall med 

tillhörande specifika Emergidiagram. Vi lrurma tänka oss den nedre vattenytan 

rörli.g? och vi undersöka nu, vad som inträffar j när denna från att ha befun­

nit sig i. jämnhöjd med den övre vattenytan successivt sänkes. Befinna sig bå­

da vattenytorna lika högt? sker ingen strönming. Tänka vi oss nu den nedre 

vattenytan sjunka, så börjar vatten strömma över överfallet. Strömningen sker 

på bekostnad av den potentiella energi en (den specifika energien) 9 som delvis 

omvandlas till rörelseenergi 9 delvis går fö;rloracl i form av friktionsförluster 

vid strömningen. Vattendjupet avtar längs överfallet samtidigt som specifika 

energi on minskar i sektionerna. Allteftersom vi nu tänka oss den nedre vatten­

ytan sänkas, blir vattenytan över överfallet allt brantare. Vattendjupet över 

överfa~Uet i sektionen a km} dock icke sjunka under h 9 ty vi.d detta värde är 9 
c 

såsom tidigare visats? specifika energien i minimum och vattenföringen maximal. 

Sedan dotta värde uppnåtts? är avrinningen oberoende av den nedre vattenytans 

läge. 
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Fig. 3.73 

/ 

Ep . .s'2:~-,-, 
(~!2?.!ili 

Skulle vattendjupet sjunka under det kritiska värdet, bleve specifika 

energi en större i soktionen a och följaktligen skullo mindre energi stå till 

förfogande för att hålla strömningen i gång. Ett sådant fortfarighetstill­

stånd vore end,cwt tänkbart 9 om energi på något sätt tillfördes utifrån. När 

kri tiska djupet h
c 

uI)pnåtts har 1/3 av den ursprunglj.ga specifika energien 

omvandlats i rörelseenergi, 

E 
c 

såsom framgår av 
x :z 

C ] 
=- x +-2 '-= -2 x c ' c 

ekvationen 

Xc 
representerar ju i detta uttryck rörelseenergien (se härledningent) • Sedan 

2 h 
den undre vattenytan sänkts så mycket, att den ligger 3' under den övre vatten-

ytan? inträffar sålunda maximal vattenföring. h betecknar den övre vatten­

ytans höjd över överfallet (se figur 3.73~). Dessa resultat stå i överensstäm­

melse med tidigare i avdelning 3525 erhål1na. 

Ovan påpekades 9 att vattendjupet över överfallf;t är avtagande i ström­

riktningen. Iletta iIDlebär, att:: är negativ och att, när kritiska djupet h
c 

passoras 9 dess vä:rde blir - r>o. Vi finna sålunda. att dx = - 00 är förbundet , ds 
med en vattenrörelses övergång från strömmand~lJ:.._s_g.§,]zande. 

Den sektion 9 där vattenrörelsen i ett vattendrag övergår från strömmande 

till stråkande, d.v.s. där vattenytan genomskär det kritiska djupet 9 kallas 

en .bestämmclYJ:cl8 ~. Uppkomsten aven bestämmande sektion sammanhänger all­

tid med någon diskontinuitet j, vattendragets tvä:r:'s"ktion 9 lutning eller möjli­

gen dess skrovlighetsgrad. 
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4'1. Några I2raktiska metod_er och "formler f2.!: :b.o.r,tgming av olikformig 

strömning, 

Den olikformiga strömningen visar sig vid ett närmare teoretiskt studium 

vara Bynnerligc;ll komplicerad och mat('!matiskt svårbohärskbar. Det faller utom 

ramon för detta lwmpendiurn att gå vidare in på do i de föregående avdelningar­

na buhandladeproblemen. De ha medtagits för att ge on viss bakgrund till de 

praktiska b eräkningar 9 som i olilm sarnmanbc:mg kllTIlla vara nödvändiga. Ur prak­

tisk synpunkt kunna vi behandla den olikformiga rörolsen under följande rub­

riker~ 471. olikformig strömning i vattendrag med varierande tvärprofil och 

471.. olikformig strömning i kanal med regelbu:nden tvärprofiL I detta senare 

fall kan djupet då an tingen vara k.ontinuerligt växando 9 dämning (4721) eller 

kontinuerligt avtagande 9 sänkning (4722), 

Ekvationen 

dH 
ds 

d 2 .9: z. -+-.stx: + .>__ (Y-. ) 
ds ds ds~, 2g ; 

(a) 

kunna vi tydligen onligt i avdelning 43 gjorda lJ.t:cedningar skriva 

2 q 
.- C2A 2Jt 

b. 

där I betecknar vattenytans lutn:i:ng mot horisontalplanet. Denna lutning måste 

C cd~.·.2~~)~) bo+ton (- dd' X
s
-) . vara lika modbottonlutningen \. + vattenytans lutning mot u v - • 

Sålud~s 

(c) 

Om vi nu betraIda tvenne sek'~ioDe:c 1. och 2 o avståndet l\ l ~I.\ s från 

varandra 9 så kunna vi låta ccJkvationen (b) med viss approximation gälla för 

Bträckan l:, l i Btället för en bestämd selcbion 9 där den under antagna förut­

sättningar är strängt giltig. l fonneln inföL"a vi då medelvärden för de hydrau­
l 
liska parametrarna för sträckan ifråga, Dt:;tta utm~.irkos på följande sätt med 

indox~ istället för q skriva vi q, 2 9 i stället för C slrriva vi C O,s.vo .L, 1
9
2 

'Multiplicera vi elevationen med f~ 19 kunna vi sål1md;1 skriva 

2 
ql 2 

Donna ekva+ion k.l..illW" vj ocl\Bå 3kriva 9 om vi boaIda att; 



Under formen 
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2 2 
v -v 

1\ -l 2 l ___ l.... __ "-~ + _____ _ 
2g (3. 105) 

:Oenna ekvation kan betraktas såsom dE:Jn för praldiGka beräkningar lämpade 

formen av vår differentialekvation för olikformig Gtrörnning (ekv. 3.93). 

J?lsyationen utsäger! att förlusthöjden på sträck.a.E:.. __ ~ l är lika med friktions­

Jörluston plus ändringen i rörelGeenergi. Förändringen i rörelseenergi är 

tydligen positiv 9 då hastigheten ökar (Gänlming) och negativ, då hastigheten 

minskar (dämning). :Oetta innebär att vid avtagande hastighet skulle en "vinst ' ! 

uppkomma, /\ hf skulle vara mindre än friktionsförlusten på Gträckan (.11. 
l 2 

Erfarenheten 'viGal' emellertid, att så ej är fallet utan att den frigjor-

da rörelseenergien förbrul(as i ökad virvelbildning (turbulens). Vid dämning: 

kunna vi därför sätta 
--"""'-"",. 

2 2 
v. 1- V. 

l+_ l 
:= O (a) 

2g 

:Oetta förenklar i hög grad be:rälmingarna vid dämning. Är uttrycket (a) där.emot 

positivt 1ean det ej försummas. I detta fall måste den ökade rörelseenergien 

mod nödvändighet tagas från vätskans potentiella enorgi, vilket endast är möj­

ligt, om vaHundju:pet avtar o 

Formeln (3.105) förutsätter givetviG 9 aH man valt 1\1 Gå, aH vatten­

djupet entydigt växer eller avtar inom sträckan. Vidare bör Gkillnaden mellan 

Al och A2 ej vara större än att för beräkning av friktionsförlusten strömning-o 

on kan med tillräckligt god approxima hon antas vara likformig mellan sektio­

norn'), med medelhastigheten 

v. 1 V. 
l+ + l 

V. _ . = 
l+l,J_ 2 

Beräkningen av hf för en sträcka T med hjälp av formel (3.105) slmr på 

följande sätt~ 

Man uppdelar sträckan l i lämp1iga delsträck.or l,-, T under aktgivande på 

ovan sagda. I en sektion L känner man alla hydrauli.ska storheter bl. 0 .• 

q9 Fl' v p H
hl

, Cl och m~n vill be:,räkna vattenståndE'Jt i en seldion 2. 9 som 

ligger på avståndet <.1 9 från sektionen l. i strömmens riktning. Man antar 

på försök en viss höj d på va:tt8nytan i selcl;ion ~2. och bcräkn-3.r }\'2 9 v 29 11 oc1h 
- -"11

2 C2 • :B'ör att doita skall vara möjligt; fordras i a11mänhet vissa uppmätningsarbe-

ton 9 såvida ej sektionsformen är konstant. 
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Med hjälp av dessa värden kan man s(C)dan boräkna 

v +v l 2 
v - ; el 2 1,2 - _ , o.s.v. 

Do be;räknade medelvärd(ma insättas i formel (3.105), Om det härvi.d vi.sar sig, 

att 6h n är lika med den antagna höjdskillnaden mellan vattenytorna i sek-
Il 2 

tionerna ,- 1. ooh 2. 9 är den beräknade höjd0n ri~ktig. I motsatt fall måste 

beräkningarna upprepas, ti1ls önskad. överensstämmelse uppnåtts. Dessa pass­

ningsberäkningar bli ofta tidsödande och besvärlig'a. Något numeriskt exempel 

med.tages ej 9 utan härför hänvisas till litteraturen och till analoga men enk­

lare 8xempel under d.ämning och sänkning~ 

Ett par viktiga specialfall av olikformig strömning är dämning och sänk­

ning. I det förra fallet växer vattendjupet kontinuerligt i strömriktningen 

och vattenytans längdsoktion bildar en däInningskurVC:L, i det senare fallet av­

tar vattendjupet kontinuerligt i strömriktningen och vattenytans längdsektion 

bildar en _~änkning:skurva. Beräkningar av däInnings- och sänkningsktlrvor äga i 

vissa fall speciellt intresse för jordbruket, då det gäller att avgöra, huru 

ett ing:cepp (anläggandet av Em dC-l,J1lJI1, sektionsförändr'ing etc.) kommer att in­

verka på torrläggningsförhåJ.landena uppströms företaget. De i föregående av­

delning skisserade beräkningarna äro även användbara för beTälming av däm­

nings- och sänkning)3kurvor. Emellertid kunna här betydande förenklingar ofta 

göras 9 då man rälrnar med l,onstant bottenbredd, släntlutning 9 bottenlutning 

och skrovlighetskonstant • Våra berälmingar och härledningar begränsas till 

dossa praktiskt vildiga faLl. Detta möjliggör också en integrering av vår 

allmänna differentialekvation för olikformig strömning. Mod hjälp av dessa 

integrerade uttryck kunna ta1)ellor upprättas? varigenom räkningarna ytterli-

6<:11'(; underlät tas och gÖl"aS snabbare. Vid noggrannaro borälmingar är dock pass­

ning mod.81st formeln (3.105) den onda möjliga. 

4721. Dämning och dämningsk~rvor. Dämninga,r' och dämningskurvor kunna 

u ppkomma av o lika anl edningar • I figur 3. 74 vi sas någ"J:' a van} iga f all. I 3. 74 a 

boror dämningen av att kanalens lutning minskar vid oförändrad sektion G'"ch 

vo:ttenmängd. I exempel 3.74 1) beror dämningt::Jn av att vid oförändrad ledning)3-

suktion och lutning vatt(~nmängden ökar på grund av tillflöde och i c slutligen 

däInmus vattenytan upp i kanalen aven sjöyta, som ligger högre ä.n vad som sva­

rar mot liJcformig strömning :L kanalen. 1 fortsättningen beteclm0,.,s det variabla 
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djupet med x, det djup som svarar mot likformig strömning, det normala djupet 

med h och uppdämningen x-h med u. Sektionerna indiceras från dämningspunkten n n 
och uppströms. 

Det är tydligt att vattendjupet är störst omedelbart intill den dämmande 

s ektionen (s ektion o). Vatt endjupet avta r sedan kontinuerligt uppströms sek­

tionen O. 

Detta innebär också 9 att våta arGa~1. avtar och att has tigheten växer. Som 

följd härav ökar vattenytans lutning successivt för att vid 1: = ex' asymtotiskt 

ans l uta s i g till den odämda vattenytan. Dämningskurvrn1 är konkav uppåt, Prak­

tiskt brll.kar man dock anse, at t dämningen upphör i don s ektion, där dämningen 

u endast utgör l % av det normala vattendjupet h. Avståndet mellan denna sek­
n 

tion och sektionen O kallas praktiska hydrodynamiska dämningsvidden Id' 

Fig. 3 074 

Enär hastigheten avtar i strömriktningen, lDLnDa vi i elevationen (3.105 ) 
försumma den sista t ermen vid passningsberäkningar av dämningskurvan. Således 

(3.106) 
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n 2 
.,---. v. l . 
) l+ il 

L_J 2 
hO C .. l Rh 

l ~ l+ . l . 
l+ 9l 

(3.107) 

Vid passningsberäkningar av dämningskurvan kan 61 t. ex . sättas kon­

stant = 100 m eller 50 m. Obs ervera att ekvationen (3.106) helt enkelt är 

de Chezys 8kvation skriven på annat sätt och med medelvärden för en viss 

sträcka insatta istället för värden för en bestämd sektiont Bevisa detta t 

Ävon under de förenklade antaganden, som här gjorts beträffande ledning­

ons form blir passningsberäkningarna r elativt arbetssamma. De komma därför 

ondast i undantagsfall till utförande , då noggrannare resul~n önskas. Såsom 

redan tidigare påpekats kan under vissa antaganden om ledningssektionens form 

okvationen (3.94) int egroras • Flera sådana integrationer finnas utförda under 

olika antaganden om l edningss ektionens form och om tillåtliga approximationer. 

Till på denna väg erhållna uttryck höra bland andra Rillllmanns 9 Tolkmi tts, 

Schaffornaks, Bubenb eys formler för dämnings- och sänkningslcurvor.Det skulle 

föra för långt att här upptaga de ssa mer eller mindre invecklade uttryck till 

närmare behandling. Såsom ett exempel på en t eoretiskIerhållen funktion för 

beräkning av dämningskurvor anföres Tolkmi tts formel 

h - h -

l =.-E: IF(-2) - F(~) I 
Il h h ..J - n n 

(3.108) 

där F (~) symbolisera r en funktion innehållande uttryck av naturliga logaritmen 

och aro t g med det variabla djupe t x som oberoende variab el. 

Formeln (3.108) har härletts av Tolkmitt under förutsättning av att tvär­

snittet är paraboliskt och a t t dagbr edden kan approximativt sättas = våta om­

lcretsen p. Många naturliga vattendrag tendera att utforma ett parabelformat 

tvärsnitt. Grävda kanaler med trapetsformat tvärsnitt kunna också approximeras 

till en parabel. Se figur 3.75t I forme ln (3.108) ha de ingående storheterna 

i 8 i'<------·- ·· - .------- --.- .,,: 
__ .___ V~)! rS _ -_ -___:-

Fig . 3.75 

de i detta kompendium 

vedertagna betydelser­

na. Det är dock a tt ob-

servera, att h betyder 
n 

det normala va tt endjupet 

i den till kanalen eller 

va ttendraget anpassade 

parabeln. Parabeln an­

passas så , a tt dagbred­

den B (s e figur 3.75t) 
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blir donsamma
9 

medan djupet bestämmes ay villkorot, ["tt parabelns yta skall 

VOTa lika med don gi"lma sektionens yta. ]j1ör beräkning av hn erhålles härur 

den lätt deducerade fonneln 

h n 

där h är .3.~~_~~Emcqa vat'~end~i12:1?eJ,_,j;,_lg:?aJ:S:12o -n 

(3.no) 

PÖl' att underlätta den praktiska anviindningcJl1 av 'J:'oll<mitts formel finnas 

to:buller upprättade över funktionen Ji'(*,) o Tabell V i slutet av kor;,pendiet 
o n o x (x ) atorgar att antal sammanhörande; värden pa h-- och F 11 • 

För uppskattning av den praktiElka hydrodynamiska däfuningsvidden Id anger 

Tolkmitt formoln 
h +u 

n o 

En tredje met ~,d att bestämma dämningskurvor är att approximera den dämda 

vo:ttonytan till en p[U'abel (uppdämning[~kurva enligt X~2.2:E.?_e). lVI8toden är enkel 

och gUl' i många fall förvånaJlsviirt goda värden, Vi behandla metoden genom a'~t 

formulera och lösa ett eXemlJelo 

!p"j{,,0..J.2. Vattenytan i en r()gelbunden kanal medbottenlutnj,ngen Il C= tg'0Z) 

uppdämmes i en punkt, Uppdämningens storlek är u • Här'led ett uttryck för upp-
o 

dämnings kurvans form undor antr',gande c?ov att den kan ~tpproximeras till ena g:,:e" 

nen avon parabelt Över uppdämnings punkten an'cages den uppdämda vattenytans 

lutning bliva lo C= tg(3). Vid Fpi,J;:;'emi'Jgerw övro ä:1ela antas elen uppdämda vat­

tonytan tangera den odärnda n 

'b 2 y == a+ x+cx 

med koordinatsys-cemocs origo förlagt i skärningen mC?11an elen odämela vattenytan 

ooh den dämmande sektionen. Se för övr:' figur 3076!, 

Ij\ 

I 
i 

•• " -~~> ".-

~ .. ~". 

> ;~ 
x·" 1; 

,'J 
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Vår uppgift är att bestämma konstanterna a 9 b och c? så att de i probl81h 

givna förutsättningarna u}lpfyllas. 

l. För x '" O erhålles y =' u '" a o 
.s. DerivGras el<vD,tionen erhålles 

varav för x '" O yl "" I (enligt förutsättningarna). 
o 

i. Bestämning av tangeringspunkten med förutvarande vattenyt an. Här gäl-

ler yl == 110 Således om Xl är tangeringspunktens abscissa 

(a) 

Ordinatorna skola dessutom vara lika för den dämda och odämda ytans ekvation 

(se fig.L). Alltså 
2 

I x = u +1 x +cx l l o o l l 

Elimineras Xl ur dessa ekvationer erhålles 

c -
4u

o 

(b) 

Dämnings kurvans ekvation approximerad till en para"bel blir alltså 

y 
2 

x 

Uppdämningens storlek u i en godtycklig punkt blir 

den dämda och odämd.a vattenytans y-:-värden. Således 

u 

oller 

(1-1 ) 2 
(I I) 

(, l 2 
u + -" x+----x o o l 4u o 

I-I 2 
u ~c u (1+ - G

2
··· Ix} 

o u 
o 

(3.111) 

differensen mellan 

(3.112) 

UppdämningGns längd. erhålles ur ekvationen (3.112)? om u sättes '= O. 

Då 0rhålles 

O -. 

ellor 

x 

lo-Il 
1+ 2 x u 

2u 
o 

o 

---I -I l o 

212ecialfa11 ~ Om uppdämningsk.urvans lutning över uppdämningspunkten anta­

ges vara =' O eller lo =. O, förenklas ovanstående uttryck. Uppdämningskurvans 

ekvation blir 

y 
I~ 2 

u +-4 x o u 
o 
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Uppdämningen blir 
Il 2 

u :::= U (l--x) 

Och slutligen blir 
o 2u 

o 
dämningsvidden 

·---~""'1-.:t ____ o 

_~~~:J 
Arun.: Tänkes ett horisontalplan lagt i den dämda ytan vid sektionen 0 9 

skär detta plan don odämda ytan i en punkt ovanför O-sektionen. Avståndet lh 

till donna punkt &'1,11as hydrostatiska ~?-vmi~vidd0:t?:. Av figuren 3.75 framgår, 

att avståndet är 

Jämföres detta värde med. det ovan för parabeln orhållna (vid I "" O) 9 
o 

kunna vi formu18ra regeln ~ 'y"id parabelapproxim~.:tipp. (vertextanB:ontens lut-

ning "" O) av u:e:ed~J1l1ling:skurvan är den ,E;rbAllna_j..ämnj.Y1isvidden ':" dubbla den 

hydros.y,?_ t iska dämningsvi dqe!!;. 

Vid passningsberäkningar av dämningskurvans förlopp kan det ofta under­

lätta räkningarna, att först göra beräkningarna mod någon av formlerna (3.108) 9 

(3.110) eller (3.110') och sedan medelst passning förbättr'a de funna värdena. 

Ex. :2.80. En kanal med trapetsformat tvärsnitt utmynnar i en sjö. Vid 

högvatten dämmes kamQens vattenyta upp av sjöns vattenyta. Uppdämningen är 

vid uthppet i sjön 0.5 m. Kanalens dimensioner äro; bottenbredden 0.5 m, slänt­

lutningen l~2. Bottenlutningen är 1.5~lOOO. Vid likformig strönming är vatt~m­

djupet i kanalen vid högvatten 1.0 m. Konstanten C i Ma~n}ngs f~rmel kan sättas 

'" 30. Berälma enligt passningsmetoden vattendjupet och vattenytans höjdläge i 

kanalen över ett O-plan~ som ligger i kanalens botton vid utloppet. Höjdläget 

anges för 100 och 200 m~ Skatta även dämningsktLTvans förlopp med.elst en lämp­

ligt approximerad parabeH 

1ösning:~ Följando allmänna formler behövas (se även figur 3 .. 7H) e Slänt­

lutning l~n 
r---~------------'"---------

,---------------------~---"-" 

Fig. 3.77 

A h(b+hen) 

p b+2h-\I l+n~r' 
A 

Rh '" P 

(lVIannings 
ft'rmel) 

(3. 106) 
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~. Ur uppgiften om vattendjupet beräknas q. 

A = 1(0.5+2'1) = 2.50; p = o. 5 + 2 V 1+4 = 4.972 ; 

2 l 
, 2.500 O 5028 
R h = 4.972 =. ; q = 2.50·30·0.502a3. 0.0015

2 

b. Det är lämpligt att först skatta med en parabel, vars vertextangent 

är = O. Parabelns ekvation blir (formel 3.111 1 ). Obs~ origo i skärningen mel­

lan O-sektion och botten. 

2 
l 5 0,0015 2 

Y = .• + 2 x 

Med hjälp av denna 8rhå11es lätt följande data 

Avstånd x Bottens Vatt en- Vatt en;y:t ans 
höjdlä,~ djup höjdläge 

O O 1.500 1.500 

100 0.150 1.361 1.511 

200 0.300 1.245 1.545 

c. Passningsberäkning av delsträc,ka 1 9 0-100. 

Således 

61 = 100, ho = 1.500; Enligt b sättes hl = 1.36. 

PI 0= Oo5+i\/2.045+80180' = 0.5+2'3.21 = 6~92 
9 

R 4.805 O 6943 1.837 O 
1

9
0 = 6092 =" 9 "'1,0 = 4.805 = .383 

6-~ 
el O = 30 ';0070 = 30 -0.943 = 28.29 , 

00383
2 

--2 
29.3 "006943 

.6hf = 0.025 
1,0 

O 00025 

Med hjälp av detta värde kunna vi beräkna en ny parabelapproximation. 

Vort oxt angent ens lutning lDXrrna vi sätta till 00025~100 = 0.00025. EIDrationen 

blir då (formel 3.111) 
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l 5 O 0002"' 0.001252 2 
Y == •. +. )x + 2 x 

Denna ekvation möjliggör nedanstående översikt 

Avstånd x Bottens Vatten- Vattenltans 
hö.jd1äge djup hö,jdlä!3:8 

O O 1.500 

100 0.150 1.383 

200 0.300 1.281 

.:1. Ny passningsberälming av delsträcka l, 0-100. 

Mod hl == 1.500+0.025-0.150 == 1. 375 ,,-,; 1.361;1. 38'? • 
Sålodes 

I:".I == 100, h == 1.500; o 

Al O == 1.438 (0.5+2 .1.43 8) = 4.855; , 

1.500 

1.533 

1.581 

Pl,O ~ 0.5+2Vl:·4382--~-4-~l:43-~2'= 6.931 9 1\ ,O == t~~f == 0.7005 

1.837 6 .-------- .. -. 
vl,O= 4.855 == 0.3784; C1 ,0:= 30 -\/0.7005',~ 28.29 

0.3784
2 

- -Il O == 2 - 0.000257,. 
, 28.29 '0.7005 

0.0257 

Djupot blir 1.500+0.0257-0.1500 = 1.3757 

Differensen 1.3757-1.3750 == 0.0007 

Vidare passning således ej nödvändig. 

e. Passningsberälming av delsträcka 2, 100-200. 

1- 100 h l 376 h - 1.281+1. 245 .- l 263· h l 2 .6 == ; l == • ., 2 - 2 -., l 2:::: .. 3 O 

Al 2 == 1.320(0.5+2 °1.320) == 4.145 , 

Djupet blir 1.5257+0.0390-0.3000 == 1.2647 

Differensen mellan fmmet och antaget djup blir 

L2647-1.2630 == 0.0017 (le 7 mm) 

, 

0.0390 
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Vidare passning ej nödvändigl 

De här för delsträckorna 0-100 och 100-200 genomförda beräkningarna kmma 

naturligtvis fortsättas uppefter kanalen, sträcka för sträcka 9 tills den dämda 

vattenytan med tillräcklig noggrannhet ansluter till den ursprungliga? odämda 

vattenytan (genomföres på övningarna~) 

~x. 3.81. Beräkna de i exempel 3.80 sökta dämningarna med hj äl p av 

Tolkmitts formel (3.108) l 

Lösning: Formeln lyder 

h (- h -
1 =..E F(-2.)_ F(~) I 

Il h h . n n_ 

Det mot parabelformat tvärsnitt svarande normala dj-lJ.pet h beräknas 
n 

Givna värden insättas i formeln. Således 

- _ 0.833 l" (1.50~) (x )"1 
1- 0.0015 l_F 0.833 -F 0.833_ 

a. 100 m från dämningen 

0.15 
0.833 

1. 740 - 0.180 1.560 

x 
0.833 "" 1. 64; x 1.37 

b. 200 m från dämningen 

x 
0.833 '" 1.491; x == 1.25 

Svar: Dämningarna bliva u l =. 1.37-1.00 = 0.37 m och 

u 2 == 1.25 -1.00 =. 0.25 m 

De olika resultat 9 som frr;,mkommit vid genomräkning av exempel 3.79 medelst 

passningsberäkningar och medelst olilm, teorE)tiska formler 9 ha sammanställts i 

taboll 7. 
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Fig. 3 078 

Om toex. vattenytan i sjön på figur (3078 c) slrulle sänkas djupare än 

vad som svarar mot den undre streckade linjen 9 skulle detta icke yt terliga­

re påverka sänlDlingskurvans förlopp. Istället skulle ett fall utbilda sig i 

sektionen O < Derivatan * är då = - o", i överensstämmelse med vad som tidi­

gare påvisats. I motsats till vad fallet är vid dämning 9 där den maximal a 

dämhöjden kan anses teoretiskt obegränsad 9 så är den möjliga sänkningen be­

gränsad till värden över h -h • Detta innebär också att den maximala sänk­n c 
ningsvidden I 9 d.v.s. 
~~-~~~~~max 

ningen endast ut[ör l % 
nvståndet från sektionen O till den sektion 9 där däm-

av h 9 är begränsad. 
n 

Tolkmitt anger härför formeln 

(3.n6) 

när vattc:mdraget kan anses ha paraboliskt tvärsnitt (eller kurma approximeras 

till ett sådant). 



-161-

Lösning~ för uppska ttning av 

I _ 2. hn 
max - 4 Il 

Tolkmitts formel l lyder max 

Således 

150; l 

-
l 15000 
maxO• 05 

maxO h 
oJ 

1.500 och 

Svar: De sökta sä.v:tJm.ingsvidderna blir 150 m9 1.5 km och 1.5 mil. 

Ex. 3.84. Bevisa att formeln 
3 

\ /-0 h"2 q=byog. 
c 

är identiskt lika med formeln 

(l) 

(2) 

omf~ = l och de ingående storheterna ha de i kompendiet och av figuren 3.79 
givna betydelserna. 

Lösning: Av figuren framgår att 

L-______________________________________ _ 

Fig, 3.79 

~ = hc+h (a) 

Vidare är enligt ekvation 

(3c97) och i avd. 44 gjorda 

utredningar 

h = 2h 
c 

eller h 
c 

h = 2 och 

(b) 

hl=~h c (c) 

Vi införa detta uttryck på hl i den andra av de givna formlerna. Såle­

des (p. = lt ) 

3 
"\ /'- 8""1 -\ '2f' o -~ "2 

q d -' ~V-' b Vg·h ~; 27 o 8 o c 

Genom denna substitution har således ekvationen (2) givits identiskt sam­

ma form som ekvation (l). V.S.B. 
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